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Ueber einige Differentialbeziehungen im Gebiete der 
Thetafunctionen zweier Veranderlichen. 


(Erste Mittheilung.) 
Von 


M. Krause in Rostock. 


In der Theorie der elliptischen Functionen hat sich die Differential- 
beziehung, welche zwischen dem Multiplicator, dem urspriinglichen 
und dem transformirten Modul besteht, von fundamentaler Bedeutung 
gezeigt. Im 3'" Bande der Acta mathematica hat der Verfasser eine 
Formel entwickelt, welche als Verallgemeinerung der vorhin an- 
gedeuteten Differentialbeziehung fiir die Thetafunctionen 2° Verinder- 
lichen gelten kann. Bei dem Versuche diese Formel anzuwenden, 
zeigen sich Schwierigkeiten. Es erweist sich eine gréssere Mannig- 
faltigkeit von Beziehungen nothwendig. Es ist nicht schwer, derartige 
Beziehungen aus der soeben citirten Arbeit zu entwickeln. Hierbei 
zeigt es sich, dass an Stelle jener einen Gleichung im Gebiete der 
elliptischen Functionen, deren newn in dem Gebiete der Thetafunctionen 
zweier Veriinderlichen treten. Die von dem Verfasser in den Acta 
entwickelte Formel ist ein unmittelbarer Ausfluss jener neun Glei- 
chungen. Die neun Gleichungen selbst kénnen in mehrfache Formen 
gebracht werden. Es ist die Aufygabe des vorliegenden Aufsatzes diese 
Formen zu entwickeln. . 

Hierbei soll zu gleicher Zeit eine Liicke in der Theorie der Theta- 
functionen zweier Veriinderlichen ausgefiillt werden, welche sich bei 
vielen Gelegenheiten als stérend erweist. Die Betrachtungen, ‘die zu 
den gesuchten Formeln fithren, kénnen auf die Beziehungen gestiitzt 
werden, welche zwischen den ersten Differentialquotienten der Theta- 
functionen und den Functionen selbst fiir die Nullwerthe der Argumente 
bestehen. Es finden diese Relationen sich schon in der Rosenhain’- 
schen Arbeit und sind spiiter in mannnigfachen Arbeiten und Formel- 
sammlungen wieder aufgenommen und verwerthet worden. Ein Beweis 
findet sich in den meisten dieser Arbeiten nicht, Nur in der Arbeit 
von Weber iiber die Kummer’sche Fiche 4'** Ordnung, welche sich 
im 84. Bande des Crelle’schen Journales findet, ist der Gang eines 
Mathematische Annalen. XXVI. A 








2 Martin Krause, 


Beweises kurz angedeutet, ferner giebt Thomae in seiner Arbeit 
Beitrag zur Bestimmung von @(0,...,0) durch die Classenmoduln 
algebraischer Functionen“ im 71. Bande des Crelle’schen Journals einen 
Beweis der entsprechenden Formeln fiir hyperelliptische Thetafunctionen 
von beliebig vielen Veriinderlichen. (Siehe hieriiber auch Staude 
»Ueber die Parameterdarstellung der Verhiltnisse der Thetafunctionen 
zweier Verinderlichen“, diese Annalen Band 24, pag. 292). Im fol- 
genden sollen nun zwei elementare Beweise jener wichtigen Beziehungen 
gegeben werden. Beide sind von dem Thomae’schen verschieden. 
Der eine, der erste, hat mit dem von Weber angedeuteten-zwar eine 
gewisse Aehnlichkeit, aber doch andererseits einen so vollig verschie- 
denen Ausgangspunkt, dass auch seine Mittheilung bei der principiellen 
Bedeutung der betreffenden Formeln nicht ohne Interesse sein diirfte. 


§ 1. 
Zweifacher Beweis der Rosenhain’schen Differentialformeln. Bildung 
der Differentialquotienten der Gréssen x, A, nach den Gréssen r. 


Wir beginnen mit den beiden angedeuteten Beweisen. 
Der erste stiitzt sich auf das Additionstheorem der 'Thetafunctionen 
und auf folgende Formeln. Setzt man: 
a=, (2v,, 20,, 4t,,, 4t4., 4T2), 
b = 8, (20,, 20,, 4t,,, 4% 42, 4729); 
C= B, (20,, 20,, 4044, 4t 42, 49), 
d = 3 (20,, 20,, 404, 4042, 47»), 
so gelten die Gleichungen: 
Ds (%) V2, Ti Te, T) =Aa@tb+e+d, 
Fs, Vrs Tis Tier TM) =a+b—e —d, 
Fi(V1) Vos Tiy9 Toy T2) =a —b+e—d, 
By (My, Vr Tis Ti2y To) =a —b —e+d. 


(1) 


Die Richtigkeit derselben folgt unmittelbar aus den Definitions- 
gleichungen der Thetafunctionen. Diese Formeln sind bisher wenig 
beachtet worden. Sie diirften sich in der Folge von grosser Bedeutung 
zeigen, abhnlich wie dieses mit den entsprechenden Formeln in der 
Theorie der elliptischen Functionen der Fall ist. In Bezug_hierauf 
mége auf die nachgelassene Arbeit von Jacobi iiber elliptische Func- 
tionen verwiesen werden und auf die Arbeiten von Weierstrass, die 
in neuester Zeit in den Monatsberichten der Berliner Academie er- 
schienen sind. 

Aus dem Additionstheorem der Thetafunctionen zweier Veriinder- 
lichen folgt die Formel: 
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Differentialbeziehungen bei Thetafunctionen, I. 


(2) 29, (Got — 9,4) 9, (20, , 202) 

= (%i—%,*) - (857(v,, v)) + Fi(0,, V2) + 913(0;, 02) + 9? (v,, v»)) 
(9,2 (v, ? Vg) -+- Psi (v, ’ V2) ep ae (%, V2) ore 5,7 (0, , v,)) 

— (%oi+ 4,")- (8? (0), v)) — Dai (0, » V2) + 92(0, » V2) — 4? (0, v»)) 
(8,7 (04, 02) — Ps(O, V2) — H12(%, 2) + Oy? (v4, %»)). 

Aehnliche Ausdriicke ergeben sich fiir die andern Thetafunctionen, 

deren Argumente das doppelte der urspriinglichen sind. Es kénnen 

diese Ausdriicke mit Hiilfe weniger Schliisse aus den Formeln ab- 

geleitet werden, welche sich in der Arbeit des Verfassers iiber die 


Multiplication der hyperelliptischen Functionen erster Ordnung im 
17. Bande dieser Annalen pag. 452 vorfinden. 


Unter Beriicksichtigung der Formeln (1) folgt hieraus: 
, .(Po1— 4,4). 8,(2v,,20,) = 16 (i — 8”) (a2 +0? + &+@) (ab + cd) 
— 32 (Foi + 9,2) (ae + bd) (ad + bo). 
Setzen wir in dieser Gleichung links und rechts an Stelle von 


2v,,2v, resp. v,, ¥,,«bezeichnen ferner die Thetafunctionen mit den 
Moduln 41,,, 47,2, 47,. durch grosse Buchstaben, so folgt: 


(3) _. (Gor — Hy") . Hy (v , 0) 

= 16 (1 — ,”)- (0,2(0,, 0) + Oot (v,, V2) + O,2(0,, %) + O25(04, v2) 
= (O5 (04,02) - Ops (04, V2) + Oy (%, 02). On9(04, %2)) 

— 32 (Bot +9,") - (O, (04,02). Oy (7, V2) + Oog(0, V2)+ Oos(4, %2)) 
+ (O5 (%4,0)- Oo (0, V2) + Oo, (v;, Vy). O4 (0, , 0). 


Durch Substitution halber Perioden, indem wir an Stelle von »,, v, 


1 1 ’ : ‘ 
resp. v, — —, ¥, — — setzen, folgt hieraus die Gleichun 
Pp % 5 ie eo » Tolg 


(4) ,. (81 — 9,4). D2 (V4, M2) 

= 16 (Hoi — 8,7) - (O,2(0 5%) + O47 (0), v2) + Oot (v1, %) + Os4(%, %2)) 
+ (Oo (04, 2) « O4(Y4,02) + Ooy(4, 2) - Opn (4, v»)) 

— 32 (801+ #,”) - (0, (0,2) . Oo 5 (4%) + Oy4(04s Vy) - O,(%4,02)) 
= (05 (%, V2) « Og (4,2) + Oy (O45 Py) - Doy(4s%2)) - 


Genau so folgt die Gleichung: 


1* 
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(5) Fo, (1 — 8,4). 9, (0, U2) 

= 16 (Gi— 8,7) - (Og? (04, V2) + O47 (0, V2) + Oot (0, %) + O14(2, » V2) 
= (Oy (04,0) - O1 (v4 V2) + Opa (Hs, V2) « O44 (O4»%2)) 

+ 32(90i+2,”) (05 (&4, V2) « Ogg (01,2) + Oy4(4,%2) - O10, v2)) 
= (Og (vy 2) - O14 (V4,%2) + Oy (Y4,%2) - Oog(r4,%2))- 


Bilden wir die Functionaldeterminante von 4,,(v,, v.), ®,(%;, %.), 
setzen v, =v, =O uud fiihren die Alkiirzungen ein: 


Fa (V;)o-Fe (Yy)o — Fa’ (V2)o-Fs' (M1 )o = (@, B), 

O. (X%)o- Os (%2)o — Og (2)o- O; (X)o = (a, By, 
so folgt: 
My + Boy « (Sol — 44) (02, 1) = 16- 16-4. 0, + Oy, - (O4' — O44) (1, 04Y. 

Unter Beriicksichtigung der Thetarelation: 
Og + Oy + Oog (Mr, V2) + O44(%, Ye) 

= Ooy - Os - O,(M, V2) + Oo(y V2) — Dy - Ogy + Ooo (M1, M2) - Pro, Y2) 
kann die letzte Gleichung geschrieben werden: 
(6) , + By - (Bor — H,*) (02, 1) 
= 16-16-40,-0,,-0,,-0,.-0 


(02, 1)’ 
Oy4> Ong Oy Ong 


- 0, - (0,4 — 0,3) 


Nun folgt aus Gleichung (5), wenn wir an Stelle von v,:v, — ~ 
setzen fiir v, =v, = 0: 
B, + Do, - (Pot + ,’) = 16 0, - O35 (Osi + 0,’). 
Genau so wird: 
Dog > By (H,? + 05) = 16 Ogg - O12 (Ors + Oca); 
O1q + Pog(Oxs + Oi) = 16 O, - O,,(O14 + O,?). 


Mithin kann Gleichung (6) in die Form gebracht werden: 
R. 


2 2 2° 
0,2+ 08 


03° 3 


. 2 et. 2 o2 
(02, 1) — (02 Oy — O14 -Fo5 FA yy- Oy + F 


....4.—. 
oder da: 


$2+¢,?.92+9,? : " 
a 8 : a — 85? + Osi a 3 +99? = 4(0,?+ Oi+ O,? + Ors), 
= “s 


: 2 24 92 2 2 2 
; (02, 1) ‘ (02, 1) (O5+-0,, +0; +033): (09-014 
"ie ; 2 2 yn21 9) ? 
Fry. Fos - Hy . og O44. Oog- O14. Ons O3+ O53 0,5 + OF 





Differentialbeziehungen bei Thetafunctionen, I. 


oder also: 


(7) | 
By. Bog . By. Bo, O14 « Oog - Og « Org 





Damit ist der Beweis geliefert. Die linke Seite bleibt ungeiindert, 
wenn an Stelle von 1,,, Ti), T. gesetzt wird resp. 4"7,,, 4", 4" Ty». 
Lassen wir immer grésser und grésser werden, so folgt: 

(8) (02, 1) = 2? - Byq + Dos - By - Das. 
Ein zweiter Beweis stiitzt sich auf eine andere Form des Additions- 
theorems und auf die Relationen: 
AF, (Y, U2) . OF, (V4, Up) 
; = 424 — ——_ 
Ov, Ot 
eo, (, Vg) at ’ 0%, (2%, , Vg) 
O40, eee Otte 
OD, (Uy, Ve) . 6 a (45 M2) 


= 4ri 
Ov, 00, 


xR 


? 
Ot 4400, 





FD (M%, Ve) oni OP, (M%, Ve) 


tS" 
OV,0U, 00, OT - OV, 


Aus der Form, welche Koenigsberger dem Additionstheorem 
im 64. Bande des Crelle’schen Journals giebt, (siehe auch Acta mathe- 
matica III, pag. 154 sequ.), folgt unmittelbar die Formel: 


(10) 2, 3,, (8 (v,, ») on ae pay 3 (01,0 vp) Cos: Ur as) 


= 04° Foz (Vx) + By (v1, 02): Bo; tesa + Bo Fra(vx)o- a, i Vg) + By, (04, V2). 
Setzen wir: 


(= a" F (U4, Ve) 


=n 5 v r v mua-Tr 
Ov Ov, m—r ), comce a ( nao dos 


eS 5.(%1 » Up) ) ee eo” vo”) 
a Uy 0, =0,%=0 ah 


so folgen durch zweimalige Differentiation die folgenden sechs Formeln: 


Dy - Oy, - B; - O57 (0°) 
=D, Dogs” (O47 )9- By (Updo + Fy 4° F02(% Jo (3 B03 (0,*)y + Op; - By” (0,*)o) 
FoF 24(4)o° (9° 954 (017)o + 9y4° 3," (070), 
B, + Bys +B, + By" (v7, Vo)o 
=, ; B,; 9," (r "No : a, (W2)o + ay Fo2(0;)o°(Fo-Fo3(1, V2)+ Dos" 9)"(%, V2)) 
$F 91-D2i( 4 )o°(y-34(01,P2)o Fy 4-Fy(04,%)o), 











6 Martin Krause. 


Dy + Dog - B » By (Y, , 09")o 
= F,-9,; (24;" (04, 2)9° Bs (V2)9 — Fs” (¥2?)o° By (Yo) 


+ F,4-Fo2(%)o (%- B05 (027)y + Pug Fy" (v,”)9) 
+ Fo, Foi (Y)o (9, + B34 (02")y + F54°9," (v2")y) " 


By Dy; By" (0,7, U)o 
= 3, -9,;- (2 3,” (V4) Vy)o* Bs (Wy)o — Fs” (Y47)o- a, (Y2)o) 


+ A,4° Bo2(V2)o P (9 Fos (v,7)o + Fy5-F (Y47)o) 
+ 8, -F24(0)o° (#, O34 (Yo +3,° a,” (v,")o) ? 


9, - Dos - B, +H" (V4, Vq”)o 


= Dy + Doss" (V2")o-Fy (Vy )o Hy 4-Fo2(Ve)y (Fo-Fe3(0), 02 )o +4 v3°F9 (Y,%2)o) 


+9 51-F2i(V2)o (94-951 (04, 02)o +93 1-9,"(0, 2)o)» 


Dy» Fy, +B, -B,°" (V2")y 


= By +23 °F5"(Vq")o-Fs (V2 )y +414 + Fo2(Vg)o (3 - 03 (Vp")y + Fos" By" (v2")o) 


+, Poi (X)o (9,- B31 (02")o + Pay d,"(v, 


Es mégen dieses die Gleichungen 11— 16 sein. 
Vermoége derselben bilden wir die Ausdriicke: 


Fai (¥2)9* By" (Y4*)o — Fai (v,)o° 8," (0,7, U2)o, 
F24(Vq)y°F3"(047, Vy)y — Fa (0 )o Ps" (V4, V2")o, 
Pai (v.)q° 95°°(04, 04"), — B21 (0, )y- Bs” (vq )o. 


Zur Bildung des ersten combiniren wir Gleichung (11) mit Gleichung 


(14), so wird derselbe gleich: 


95" (0,7 )o (95 '(2, Jo? F2a(y)o+ B,5 (Vy)o-F2i(v;)o) — 28,"(v, V2) 9°Fs (VY )o-P2i(Y)o 


A Fog Fy 


. . a, ”(v 2) a,” & lo sf 
a a a S (<2,° -: nie )(Poil0))o° D2i(V2)»—Fo2(Uy)o° F2i(Y Jo) » 


oder da: 
Dy. Dog. 


®, .F23.7 ~ (Foz (e Jo° Dei (V2)o _— Doz (Vy Jo - Fei (0;)o) 


aa (8; (0,)o* Fea (Vy)y — By’ (V2), P24 (X)o) 


ist, so ergiebt sich derselbe, wenn wir die friihere Bezeichnung auf- 
nehmen, gleich: 


*)o)- 
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95" (017)o° (8; (U4)o*P2i(2)o + Bs’ (02)o Pea (Y)o) 


99.” Ae Fos (Yio Bo" (v2 )o 
— 285" (04, 02 )o° Bs (0) B24 (yo + _ = e ) (3, 24). 

























Die beiden andern Ausdriicke sind analog zu bilden. 
Andrerseits ist 


0 Fo4 (01, Ve) = 


aC OF; (U4, Up) »:) 
bv, 


(17) D5. Fs, (a, (XV) 84, (0,, 0.) 


= Hy, Dy (Vy)p «By (4, Vq) «By (V4, 0) — Dy. Ais (Wx)o- cleseptiaeilel 


Wir operiren mit diesem Ausdrucke wie mit dem vorigen und 
bilden die drei Ausdriicke: 


Dy’ (V2)o° Dad (M%°)y — — Fy (Yo Dae’ (017, M2)o5 

By’ (Vy) Dei’ (47, V2)o — Fy’ (V1 )o Fee (Vp %2")o, 

Fy (Vy)o Pad’ (4, V2")o— Fy’ (Y1)o* Das (v2°)o- 
Der erste wird gleich: 


45" (v7) (9; (04 )o* P24 (Vy) By (Y2)g Pea (%)o) 


Pee: ; , Py. F11-Fo (By (OD, Ma"(0,2) ; 
- 24, (015 22)o-9s (,)o-P2i (01)o— Gage ge ( ae * 4 Fs) (13,3), 


oder da: 


ee ae oo. ~ (13, 3) _— (3, 24) 
34° 


ist, gleich: 
9,” (0, *)o (Ps (V4) 9-P2i(V2)y+ Bs (W2)o- 92i(Y4)o) —9;° ‘(402 )o + Bs (Oyo P2i(M )o 
— (Bui{ete 4, Suede ) (8, 24), 
Wir bilden nun die drei Ausdriicke: 
D2i(Wy)9-By"(Y;%)o — — Dei (Y)o--By"(Y1?, V2)o — By (W2)q- Dea’ (04°)o 
+ B5'(0))o. Pea (047, Va)o, 
Bai (Vy )y- By" (V,2,0g)o — Fei(Yy)o- By" (V1,027)o — By’ (V2)q- P24’ (047, V9)o 
+ 5'(0))o- Pei (0) 5 M2" Dos 
Foi (Vy) g-By” (04, 05" )y — Bai (Vp )o- By"(VQ5)y_— — By’ (2)q - Daa’ (Y » V2")y 
+ Bs’ (04)o « Pai (02%). 


Aus den Gleichungen (9) folgt dann, dass diese drei Ausdriicke 
die partiellen Differentialquotienten der Grosse 


21 (U2)9-Fs (M)o — B24 (4 )o-Fs'(Y2)o 
nach den Moduln 1,,, t., T. sind; ferner lehren die zuletzt an- 
gestellten Betrachtungen, dass die Gleichungen gelten: 
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0 log (®aq (V2)o- Fs (Po — Bq (0)o . Fs (Vg)0) Glog (Fi. . Bo. Fos. F js) 


y ? 
OT ye OT ye 





oder also: 
d log (3, 24) d log (#,.° By -Po5-F;,), 
oder also: 
(3, 24) == €- 912° Dy By3°9,,, 
oder schliesslich: 
(18) (3, 24) = 2°D,.-By-Dy3-yy. 
Damit ist auch der zweite Beweis geliefert. 

Solcher Differentialbeziehungen, wie die soeben entwickelte, giebt 
es im Ganzen 15. Dieselben lehren, dass von den 12 ersten Diffe- 
rentialquotienten der ungeraden Thetafunctionen fiir die Nullwerthe 
der Argumente nur drei von einander unabbiingig sein kénnen. Wir 
denken uns siimmtliche 12 Gréssen durch vier Gréssen K,,, K,,, K.,, Ky» 
ausgedriickt, zwischen denen eine Bedingungsgleichung besteht, indem 
wir setzen: 


H Dos. Fy2- Fy. F 
Pea(V; )o = — K,, bd "§,..8,.8, 14 : 


’ Dog. Pig. Dy. F 
Fu(V2)9 = — Ky — Su. t,o “ 


’ 11 Do. Dog. Be. Dog. Hy. Fy, 
(= Ky Sa “s = “* we¥ 
34-4 ems 








95 (0y— Ky, 2a-2u-Bm- Bre. 0-0u 
34 . 4 . 5 


Hierbei besteht dann die Relation: 


O54 .0,? 0,3 


: i ies = = 7? - . 
0 Millia tet dee ieee SS eS 


Die Ausdrucksformen der andern Ditferentialquotienten folgen leicht. 
Wir greifen die Gréssen heraus: 
( , D,.3,.32.3 
91 (M)o = (K+ %*. K,,) - ad. 8; a 
’ F,.3,.F,.9, 
Fy (2)y = (. Ky, + Ky.) Ou.5,.8; ’ 


: ° Dog. Ty, .3,.F 
AiV,)o —_ (K,, + uw. Ky,) “Oy. 9.9, ‘ ? 








‘ Z Do,-Po3.3;. 7, 
L Dis(V2)o = (u?. Ky» + Ky») Fu. 8.8, i 


Dabei ist gesetat worden: 
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2 2 o2 
2, 925-1 Pr toed (itn ee. 
#92’ 0.3.95 ” 93 O52 


Es mége in Bezug auf diese Ausdriicke auf pag. 156 im 3. Bande der 
Acta mathematica verwiesen werden. 

Die soeben aufgestellten Ausdrucksformen sind specieller Natur, 
gentigen aber fiir unseren Zweck vollkommen, In Bezug auf die all- 
gemeine Darstellung mége u. a. auf die schon genannte Arbeit von 
Staude verwiesen werden. 

Wenn dann v,, v, die Argumente der Thetafunctionen sind, so 


definiren wir als Argumente der hyperelliptischen Functionen die 
Gréssen u,, %, durch die Gleichungen: 


uy = Ky. + K,.%, = Ky. + Ky. 0. 


Wir denken uns nun die Gréssen x, 4, w nach den Grdssen 
tz, differencirt, so folgt (siehe Acta mathematica II], pag. 285 seq.). 


a4 a 
$s _ tat (dee + Bee)s _—.. vere (deer Cee), 


Ot, 
7] 
Sey = Tae Coot aed, 
2 aa FT 
Fe = 357 (4,2 + by»), Fan o* Sar (Oi2+ 12), 
7] 
Fx - ser (C12 + a2). 
Dabei ist gesetzt: 
Bor" (v2 a, 
a= » ie SOs. hg )—2K, Ke .(4?—u?* x?) 
— Ky (a2. uw? — pw? x? + x? A? — x? A? 2), 
Bor’ (v 2 ai (v2 
Rae A om Ae ae — KE a2? p?) 2K Kea 0 2) 
— Kyi (a? uw? . x? — x? a2 — x?.A?. 02), 


a 2), &.,’ (v2 
Coe — — Ye Set (ee K,21-+ 0? 2p) 2K, Kala???) 
2 34 


— Ky3(— A? we??? x? 02 2, 02 ?), 


Die entsprechenden Formeln fiir den Index 12 erhalten wir, in- 
dem wir an Stelle von K,?, 2 Ki.. Ke, K.? resp. setzen 
Ki, ° Ey, Ky, ° K;, + Ki, 5 Ky, E;, ° Ky. 
Hieraus folgen die drei wichtigen Formeln: 
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On 


— — i (Ki+XK,, Ky, (4? + w*) + Kei. 2? ?), 


Ox 


3 _ w(K Kyo t+ (Ky y- Ky, + Kj). Ky.) (424 m*)+2K,,. Ky, A? u?), 


On x? 


re gai Kiet Kyy- Kp (4? +o") + Kas. 2?.p?). 


Aus diesen drei Formeln sind die entsprechenden fiir 4 und u 
durch eyklische Vertauschung der Buchstaben x, 4, uw berzustellen. 
Dabei ist dann zu gleicher Zeit: 

cx con Con | 
Oty Org Ope 
a4 04 oa | % A.W. my? Ay? wy? AS? wy? we? KS 
Oty Otq Ota | (2in)§ 
tf uo ou Ou 
OT OT OTe 


Ferner bestehen die Beziehungen: 


On O% fp Ox CT + Cx OTe 
¢ at > | 


OT ox OT on OT22 On 


o4 Oty wipe ie ob OT 


OT, Ox OT. Ot Ox’ 


0 Ou Ot 4 on ii + ou OT. - 
OT% Ox Ot. Ox OT2. Ox 
Hieraus sind dann die Differentialquotienten der Gréssen t zu be- 
stimmen. Nach leichten Rechnungen ergeben sich die Beziehungen: 
2 ‘ , os 2 
OTM! 2<; Ki; atten. Ky + at Ky: 
5 nl rts 
On a %.%". UY, a ey Kk? 
OTe __ Qn j Au: Kye + #*( Kye. aoa See Ky) + #!' Kay. Bo 
Ox - %.2*. o*, 2.7, A 
Sag ro r2 
ote oni Ky + 20? Ky. Ky + a! Key : 
Ox %. 8g". wy*. 2°. A 





Die Differentialquotienten nach 4 und w sind aus den soeben ent- 
wickelten durch cyklische Vertauschung der Gréssen *, 4, w zu 
bestimmen. 

Die aufgestellten Gleichungssysteme von je neun Gleichungen 
wiirden umgekehrt die Gréssen K durch die Differentialquotienten der 
Gréssen x, 4, w oder der Gréssen t ausdriicken lassen. Wir gehen 
hierauf nicht niiher ein, da wir diese Ausdrucksformen nicht brauchen. 

















Differentialbeziehungen bei Thetafunctionen, I. 


§ 2. 
Die Transformation »’” Grades. Differentialbezichungen zwischen den 
Multiplicatoren und Moduln. 
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Wir gehen jetzt zu einer beliebigen rationalen Transformation 
n' Ordnung iiber. 

Die den Gréssen K, x, 4, w entsprechenden Gréssen bezeichnen 
wir durch C, ¢c, 1, m, die transformirten Moduln durch 143, 113, T23. 
Dann finden (Acta math. III, pag. 283) die Beziehungen statt: 





Oty _. OY Ot,  _2nC,. D, Ot’ y D; 
he ' oe he oa ot. N®? 
1 dee GC, den  _— (Oy Det CD) den _ DD, 
(1) a NW? _ —. gas W?? 
Orn’ _ , os Ote ____—2nU;. D, 2 D3 
cu me OT 12 NN? , OTe2 N? 


Hierbei ist gesetzt: 
’ . , ia ais , 
Cy = Cy — Uy Ty, — Dyt93 Cy = — Cy + Agta, + Dg Typ, 
Dy = dy — Ay% 4 —by%3 Dg — dy + agtyy + d5t2, 
N=C,.D, — C,. D;. 
Nennen wir v,, v, die Argumente der transformirten Theta- 
1 U2 


functionen, «,, «, die Argumente der transformirten hyperelliptischen 
Functionen, so finden die Beziehungen statt: 


f uy = Cy.0) + Cy. 0, 


(2) \ oe C , C. , 
, Uy = Cy Vy + Cy. 02; 
ferner: 

3) { uj = My.u;j + M,.u, 
v0 


| u, = M,.u, + M,.u,, 


wobei die Relationen bestehen; 


NKM,= n(C,,.C, + C,,-C,) Ky, + n(C,,.D, + C,>. Ds) Koy, 
NKM, = — 0(C,,.D,+ C,,-D;) Ky — m(Cyy. C, + Cia Cs) Kia, 
NKM,= = n(Cy.C, + Cy.Cy) Koy + n(C,,. D, + Cy. Ds) Ky, 
NKM, = — n(C,,.D,+C,,.D,) Ky, -- n(Cy.C, + Cy. Cy) Kyo. 


Das ganze Problem kommt nun darauf hinaus, Differential- 
beziehungen zwischen den Gréssen M und den Gréssen x, A, w her- 
zustellen. 

Es ist: 


. de Oc Oty OC Ot. OC OTe 
5 oc , i ; 12 a. 
( ) On ae OTH On + OT sp On ss O Te9 On 
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OTem OTem orn fe OTe m at i W. Tem OT : 


‘ send Oty Ot, OTe on 

Setzen wir daher fiir den ine 

Z, = Kii+ 2x?. Ky... Ky.+ x. Kes, 

Z, = Ky. Ky, + # (Ky. Ky, + Ky. Ky) + #'. Ky. Ky, 

Z; == Ki; 1 2x?. K;, Ky, + a’. Ki 
so wird: 

%.%,7.My?.A,?. K?.N?- eu 

— 2nzwi(C,?.Z, + 2C,. D,.Z, + D,?.Z,), 


‘ o OTe 
Hy. x? Ay? KN? 


= — 2nxi(C,.C,.Z,+(C,.D,+D,.C,)Z,+D,.D;-Z;), 


(6) 


, , =» Oten 
We, plx2s Ay? K2, N22 


On 


= — 2nxi(C,?.Z, + 2C,.D,.Z, + D,*.Z,), 





l 





Setzen wir diese Ausdriicke in Gl. (5) ein, so folgen die funda- 


mentalen Beziehungen: 


Ga = went Fae Me M+ (Pm) M2? My)( ME) 
+P m?(M,—x?.M,)"), 
al 1.12 ° ‘ P P 2 P 
(7) Pee nee *i,*| AL, — 2? My)? (m0?) M,— 2° Mh (Mx. 2) 
+m? c? (M,—x?.M,)*], 
fie = ent ea MP M+ (C+P)(M,— 2M, (M—?.M) 





+? (M,—x?.M,)*) 


Die entsprechenden Formeln fir 4 und w entstehen aus den soeben 
aufgestellten durch cyklische Vertauschung von x, 4, uw, Aus diesen 
neun Formeln ergiebt sich dann ohne weiteres die von dem Verfasser 


entwickelte Formel: 


Any? 1? 047.2? 2? Ww? 
(8) (M,.M,— MU, .M,)’= W=n' F insets i Bax Bt Da Da 


c.l.m.c?.1?.m,*b,2.m,2.m2 ° 


| dc Ol Om 
| @x Ox On 
Fa| 2¢ 2b om 
| 0a oa aa 
| dc al Om 


Ou Ou Ou 
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An Stelle des soeben entwickelten Systems von neun Gleichungen 
kénnen noch andere Systeme gesetzt werden. 
In der That es ist: 


-EE + REESE. 

et 

Sosy we, 
Hieraus ergeben sich die Gleichungen: 


Ox n My 


dc. D2 c.c,. 12.m2 ((M,+¢?.M,)?—(4?+-u*)(M,+c?.M,) (M,+¢.M,) 
42°. u?(M, +e. M,)*), 

a4 1A, ‘ale 

(9)) ée ars zi c.c2.12.m2 [(M,+-¢*.M;)’—(u?+-?)(M,-+-0?.M,)(M,+¢*.M,) 
+? .x?(M,-+c?.M,)*], 

Se = Meat itm A +e My) — (04?) M0. My) My+ e.My) 

+-x?.A?(M, + ¢?. M,)?). 





Die entsprechenden Formeln fiir ¢ und m entstehen aus den obigen 
durch cyklische Vertauschung von c, 1, m. Es ist dieses eine zweite 
Form unseres Gleichungssystemes. Wir kénnen dieselbe unmittelbar 
aus der urspriinglichen ableiten, indem wir an Stelle von: 


gs, a @, ot mo, hy, M,, M,, M, 


resp. setzen 





nM, — nM, —nM, mM, | 


c, l, m, «, a, gp, uM” mu” uM M 


Es mége in Bezug hierauf auf Acta mathematica III, pag. 170 
verwiesen werden. 

Zu einer dritten Form gelangen wir auf folgende Weise. 

Aus Gleichungssystem (7) folgt unmittelbar: 


(M, — x*.M,*)* 


MP ye? = © dc 4 - B al 4 a: mm ) 
12.m2.m? : e,? On m i? c Oe 


On m,* 
N.%.%;?. 0,21? = oe de 
Bs 2m 2m - ) t 22 ’ 
12.m2.m, cy Ox 
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(M, — x*. M,) (M,.x* — M,) 
ae ste Na te (m2 c 
4 € 


de 2 § al » m Om 
- = ¢ : 1? _—- 
12.m2.m? 2 Ox + em 1? Ox + m2 Ox 


\ 
__ md! >! me e dc 
oo —— 1 . 
12.m2.m? C2 On 
2 2 
(M, — x*.M,) 
nnn Pd? (n 21 de t al 
— t 


2 ae % om 
, C3 1. 
t2.m2.m? C.c,2 On + em Ll? ox +t 


mm? Ox 
ln 229 . 
1.%.%y*. Wy A 7 alt 1 de 
12.m2.m? > " c.ce Ox 


Sechs andere Gleichungen erhilt man durch cyklische Vertauschung 
von *, A, w. 


Aus diesen neun Gleichungen greifen wir die folgenden drei heraus: 


2 2 2 
12.m,2.m, 


J 


(M,?— 2x? M,.M,+x«'.M,?)= B.sf >" m,2 e de 


nA, u,?.u,* u,* Cc Ox 


12.m2.m? ye? 22 MM ‘ue Ag ~ “Be 
nA? wy? ,® (M, 24°.M,.M,+4'.M,*) = —- 2 } m c, Qa’ 
12.m2.m? 


2 922 < my? 1 .@ de 
nd,? eto? (M,2— 2u?.M,.M,+u'.M,?)= "Lt > mio : 


Ou : q 
: , ‘ 4 
Hieraus folgen die Formeln: 


12m 2.m,2 4 3 ™. 39 

¢ he, M2 . » © ac » 9 ¢ C 
==. %,° >? mai? a A.A cm 

n 0 1 tc? Ox ! ned 


2NViy2 ° 2 
+e. iy mi -o2 


e,” @ 
> 2 oc dc 
== x CHK, -m,~ 2 , 
— i 
12.m2.m,2 + = 
9c ee 4 2 2 2 2 c d¢ 
25 UN N= >: >: x. %,?(A>+ w*).m c® an? 


12.m2.m,? — 3 c 4 

10 bie, in >: y: %.#,7.A7.u?.m,? —- 
(10) ” i i u t ce? Ox 
Genau so folgen die Formeln: 

12.m2.m,2 Je ' 

¢ Ee, ey ° o oe oe 

° = x cx, “s id - 
n M, > Re ey as c.c? Ox’ 

12.m?.m,? I~ wm," ; 
~ We Roe Perce — 2/22 2 t oc 
gee tM, My >t >? .0,2(2? + 4?) 


c.c Ox? 


12.m_2.m,2 ae 
ce 1 oy 9 a —_ Oc 
M.?* = > > ax 2 Aw? .m? 
\ n ° a ee? On? 


° 


Fis = 
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12.m2.m? e oc 
a Mo =~ DF Dp enim oe 
12.m2.m? Se ae 1 9 COC 
(10) ) 2 (My. My-+ My.M,) = — SF >} weap?) mr EEE, 
12.m2.m? — ce ée 
= —~ M,.M, = — : >: %.%,7.0? w?.m,? te 


Es ist dieses eine dritte Form unseres urspriinglichen Gleichunys- 
systems. 

Kine vierte endlich wiirde sich ergeben, wenn wir in dem letzten 
Gleichungssysteme an Stelle von 


x, a, w, c, l, m, M, M,, M,, M, 


setzen resp. 
nM, — nM, —nM, mM, - 


c, 1, m, *, 4, B, “a> mM’? WM” “Bt 





Damit sind die Fundamentalformeln entwickelt. 
Dieselben lassen mannigfaltige Anwendungen zu, wie in weiteren 
Arbeiten nachgewiesen werden soll. 


Rostoek, im October 1884. 





Ueber einige Differentialbeziehungen im Gebiete der 
Thetafunctionen zweier Veranderlichen. 
(Zweite Mittheilung). 
Von 


Martin Krause in Rostock. 


Es sollen im Folgenden einige Differentialgleichungen aufgestellt 
werden, denen der Ziihler und der Nenner der Transformationsglei- 
chungen im Gebiete der hyperelliptischen Functionen erster Ordnung 
Geniige leisten. In der Theorie der elliptischen Functionen hat zuerst 
Jacobi auf derartige Gleichungen hingewiesen (siehe gesammelte 


Werke, Band I, pag. 266 sequ.). Es mége in Bezug auf dieselben 
auch auf die Lehrbiicher iiber elliptische Functionen von Briot und 
Bouquet (Il ed. pag. 527 sequ.), Cayley (pag. 224 sequ.), Enneper 
(pag. 372 sequ.) verwiesen werden. In dem Lehrbuche von Enneper 
findet sich iiberdies an der genannten Stelle eine dankenswerthe 
Litteraturangabe tiber diesen und einen ihnlichen Gegenstand. 

Im Gebiete der Thetafunctionen zweier Veriinderlichen sind derartige 
Gleichungen noch nicht aufgestellt worden, wenigstens ist dem Ver- 
fasser nichts dariiber bekannt geworden. 

Bei der Ableitung der Gleichungen beschriinken wir uns der Kin- 
fachheit halber auf einen Repriisentanten. Es braucht kaum hervor- 
gehoben zu werden, dass hiermit keinerlei irgend wie wesentliche 
Beschriinkung involvirt ist. 

Bemerkt mége ferner werden, dass die folgenden Betrachtungen 
sich wesentlich auf die Formeln stiitzen, die in der hier vorangehen- 
den Arbeit gleichen Titels entwickelt worden sind, 





Differentialbeziehungen bei Thetafunctionen, II. 17 


$ 1. 
Ableitung einiger Differentialgleichungen fiir die urspriinglichen und 
transformirten Thetafunctionen. 


Ks gelten die Gleichungen: 


CO, (%; %) 0%, Or» — . 
—2 > 2. %,*, 
eu? 
OFF, (M1, Ve) eal, V.) nan . 
te ae eB), 


0? F(1, Ve) P 0, (M%, Ve) 
== — 2 >: XH 
/ 2 
0 Ug Ox 


In denselben ist die Summation nach x, 4, zu nehmen, es ist ferner 


Ky,.%, + Kyy.0», 
t= K,,.v, + Ky.v,, 


K.v,= Ky.u, — Ky.u, 
K.v, = — K,,.u, + K,,.%- 
In Bezug auf diese Gleichungen mdge auf eine Arbeit des Verfassers 


verwiesen werden, die sich im 98. Bande des Kronecker’schen Journals 
befindet. 


Wir wollen setzen: 
(2) Ba(V,, Vo) = fa(u,, U,) oder einfach: 
9.(0,, V2) = fa: 
Die zu entwickelnden Formeln gelten einstweilen fiir alle Thetafunctionen. 


Wir wollen unter solchen Umstiinden den Index a zuniichst fortlassen. 
Nun ist: 


GF(v%,%) Of one 
On mr Ou, 7 ie x + 





oder umgekehrt 


oder also: 


OF(v,.%2) OF OKy OKy oem 0 Kee 
Ox ois % On + ¥s on )+ 2 ous % V2 0 ie) 4 oF 
1 
— 2 ou, E(u, #1) My % 19) + z if F (u,. Hy Uy. Xoo) + ef 


rt (6, . %¢1 $F My Key) + ef 


Hierbei ist gesetzt: 


ok OK, aK, aK 
yom Ros sy i) Ky, Ox Re Hy, = — Ky, = “alia Ky 5 


ok; Ox, Ok; Ok, 
a Ky, typ = — K,, SB + K,, G®- 


ty = Kn Fy On a = — 


Mathematische Annalen. XXVI. 2 
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Demgemiiss erhalten wir folgende drei Differentialgleichungen: 


ef + OE Foe hy inf ty tis) 03,2 
¢ - of _ 
+2 >: jy ee =), 
(3) sofa t +e ou, > (ty. ir $F thy « Mia) % .m47(A° +B”) 
+ a> % .%,° (A? + gw?) = 03 
é 2 
vas + % EF > (a. %i1 + Uy. Hig) *.H,?. A? we? 
+ 2 >} ef 2 2,7. A? pe? a= OQ. 


Die Summe nach ~ ist iiber x, 2, w zu erstrecken. 
Wir setzen nun: 








ui = M,.u, +M,.u, 
u, = M,.u, + Uy.u,, 
also umgekehrt: 
M.u,;= M,.u; — M,.u,, 
M .u, = — M,.u, + M,.u,. 


Die transformirten Moduln mégen durch ¢, 1, m bezeichnet werden, 
die den Gréssen t;,, v,, v,, K, x entsprechenden Gréssen durch 1},; 
v,, 0), C,c, ferner werde gesetzt — und zwar fir die transformirten 
Moduln links und rechts: 
(A) Fa(v,', vy) = Fa(u,’, uy’) oder auch 
Fa(0,, V2) = Fa. 
Auch hier mége der Index « einstweilen fortgelassen werden. 
Dann bleiben die Gleichungen (3) ungeiindert, wenn an Stelle von: 
f, Uy, Uy, #5, *%, A, , K 
gesetzt wird: 
FP, t;', tty, C3, ¢, 1, m, C. 
Ehe wir nun weitergehen, mége an die Formeln erinnert werden, die 
in der in der Einleitung citirten Arbeit enthalten sind. Aus denselben 
ergeben sich unmittelbar die drei Gleichungen: 


2M,? >: oe c.¢ + 2M,. ok o c.¢,?(m?-+7) 
+ 2M? >? & ¢ 2m? 2 an 20 .%.%,7, 
2M,.M, >? ¢.¢,24 aaa 0% 6 62(m?-+0) 
\ +2M,.M,>' = c.c,*.m*.2? =n x. %,7(A?+-m?), 


(5) 4 












und 
angé 


Gro: 


X;: 
Die 


die 


mi 


die 


(7) 





» 
nh, 
ix? 


en 


lie 
en 
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2M,? SE, e°+2mM,. M, >? 3 =— ¢.¢,7.m?.P 


(5) 


-f- 2M,?>' os C.6,7.m. P= 2n.%.%,2.A7. mM, 


und sechs weitere, wenn auf x, 2, mu die cyklischen Vertauschungen 
angewandt werden. 

Mit Hiilfe dieser Beziehungen sollen die Gleichungen, denen die 
Grisse F Geniige leistet, transformirt werden. 

Wir setzen: 


X= : i #* a? i Cit + Uy’. C2) €. C4? +2 >: —€.¢,", 


r 1 : le or , , 9 D orf » ” 
X,= % ¥ Du; DF (ut c11-F tl Cia)en6,2(mP + >: Ae c.c,?(m?-+-1*), 
1 


9 


2 
r ~ » oF , , ” 9 oF q ° 
xX,= " S| du, > (ay -car-F tty’ Ci2)e-0,2.m®. 2-2 >: we Cem L, 
1 


Die Summation nach c¢ ist iiber c, 1, m zu erstrecken. 
Bei dieser Bezeichnungsweise kénnen die drei Gleichungen, denen 
die Grésse F’ Geniige leistet, geschrieben werden: 


er ‘ F er . 

out Me —256 jug Ms Ms + oa M2 =—X,.M, 
2 er in 
(6)) 52 My-M,— Fund ju Ms Mot M, M,)+2= om ¥M,M,— X,M’, 

Cr or or 

oar WM — 258 5g i M + 37M? =—X,M. 


Dieses Gleichungssystem kinnen wir als lineares Gleichungssystem 
er or 


mit den Unbekannten Gut? Ou,diy 


ansehen. Die Auflésung ergiebt 
die Gleichungen: 


or 





“Our + M,?.X,+ 2M,.M,.X, + M,’.X; =0, 
or 
(7) Sucduy + Mo My. X,+ (My. M,+M,.M,) X,+ M,.M,.X, = 0, 
<a + M.X,+ 2M,.M,.X,+ M,?.X,=0. 
Nun ist: 


oF nee or Ou, J + oF OUy — OF Ms > oF My, 
Ou, OO OU OU, Ou ou, M . 
oF or Ou OF Ot, oF 


Mm 
— OF Om Ou _ _ OF i 
Oty =i yO. + Ot, Oty Ou a +4 Ou M’ 
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oF ais OF dx or os O tks 
de > Ox dc + OU, +5 0 
3 gn P M, 
OF ax oF P M , a 
->: hn tT ‘i 2s SR ) 


aF i oa 
* — u,’ =~ + uu, —— 


oc 


and iihnliche Formeln ergeben sich fiir die Differentialquotientef nach 
t und m. 

Hieraus folgt, dass wir die erste der Gleichungen (7) schreiben 
konnen. 


(8) ae ae asi — (0 - diy + tty. aia) + 29% o* x=. 


Es handelt sich darum, die Werthe der Gréssen a;; und «,, a, Gy 
zu bestimmen. Fiir @, ergiebt sich unmittelbar der Werth: 


M,?>® es c.¢,°-4+M,.M, >' he e.¢€,? (m?+1*)+ M,? >: on c.¢,2. m?. R 


d. h. 
GQ, == 0%. %,*. 
Genau so folgt: 
m=nd.d?, a, = nue.m,* 


Der Werth von a,, nimmt die Form an: 


«1—o'u > | aca, + M,.c,,) — M,(My.co, + My.c2») 


M, M, 
; Om a Wa 
+C.M\ M,—— — HM, G. 


c oc 

wobei: 

G, = M,?.c.c,? + M,.M,.c.¢,?(m?+02) + M,2.¢.¢,7.m.P 
ist. 

Die Summe ist nach ¢ tiber c, 7, m zu nehmen. 

Wir wollen nun fiir den Augenblick setzen: 
0Cy 
Ox 

Fiihren wir dann in dem Ausdrucke von a,, an Stelle der Differen- 
tialquotienten nach c,1, m die Differentialquotienten nach x, A, u ein, 
so ergiebt sich unter Riicksichtnahme auf die aufgestellten Fundamen- 
talformeln : 


eee a OC» 
tu = Cy, - Cy Hy ete. ete. 
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a, = OM * wy, (M,.¢u+ UM, .ciz) banat M, (M, . 6+ UY, . 2) 


Ms 9 Mh 
M M 
+C.M\ M,—-— — M,—= | 4.1%, 


wobei die Summe jetzt iiber x, 4, w zu nehmen ist. 
Diesen Ausdruck kénnen wir in die Form bringen: 


ay = OM Dy | Ma (Mo cin + My ci) — M,(My-¢n+ My.c) 


’ oM, om, ‘ 
+0 (at  — Uy; 5 ) =m 


Bis hierher gelten die Betrachtungen ganz allgemein. Wir beschriinken 
uns jetzt auf einen Repriasentanten, nimlich: 


in O O O| 
On 0 0) 
00 1 0} 
000 1| 


Fiir denselben wird: 


(9) {K.M,=n(C,,.Ky,—C)..K,,;), K.M,=—n(C,,.Ky—Cy,-Ky), 
| \K M,=n(C,,.K,,—C,,. Ky), K.My=n(C,,. Ky, —Cy,-Kyp). 


Mit Hiilfe einfacher Schliisse folgt dann: 
> 2 
Ay, = ae De HH? Hy. 


Ganz auvalog sind die drei andern Gréssen a;; zu bestimmen. Ganz 
analog ferner sind die beiden andern Gleichungen zu transformiren. 
Es ergiebt sich dann das wichtige Resultat, dass die Gleichungen, 
denen die Grésse F Geniige leistet, in die Form gebracht werden kénnen: 


_ 2 
( #F 2uNXQl or : 
Ou, a >> Ou, >! (4 -mi1 + Uy. %j2) *.%," 
1 v 
$a SPF entmo, 


2 

er n lor 

pastas Tae Bing wa (nei tye in) 6.0,2(R2f BH?) 
1 





(10) 





+ nee m2 (Au?) = 0, 
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ae + PE DF ta in Hy ea) 20,2 A 


+2n>* c* %.2%,7.A?. 6? a= QO. 


Es unterscheiden sich diese Gleichungen von denen, welchen die 
Function f Genitige leistet, nur dadurch, dass bei einer Reihe von 
Gliedern der Factor » hinzutritt. 


(10) 


§ 2. : 
Ableitung von Differentialgleichungen fiir den Zahler und Nenner der 
Transformationsgleichungen. 


Wir wollen uns nun zunichst mit der Transformation der ersten 
der drei Gleichungen (10) beschiftigen. 
Die Gleichung kann in die Form gebracht werden: 


Plog F élog F zn ! lo F 
qu) 2eeF + (208 | a S12 og = DF (i. Hi, + U, . mis) %.%,2 


F dlog F ‘ 
+ 2n S} ax %,2%,7 == (0, 


@ log F dlogF\ 1 @F 
 Oug + Ou, ) ~ FF ou? 
Genau so foigt fiir f die eyes 


3 log f al l 
(12) oie + (G84 E>) OB ae (n= Ran tye Mea) He my? 


+ 2 DF OBL 4 nt = 0. 


denn es ist: 


Wir setzen nun: 


(13) W,.=— 


und lassen einstweilen den Index a fort, dann erhalten wir fiir W die 


Gleichung: . 
Ww n OW al 2 Ww 
(14) Fa? +2 0 uy = + roe ; F(t: Hef thy. Hea) 24" 


+2n to an, 24 n(i1—n) Ww “eet _ 0. 
1 


ou? 

Wir wollen jetzt unter 3.(v,,v)), #3 (v,, v2), By (Y,, V,), Ba(v,, Vs) 
vier Thetafunctionen verstehen, die mit einander ein G®épel’sches 
Quadrupel bilden und setzen: 

fs fy fy 


(15) vo Deh t= i,’ aay 
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Es kann dann W als Function von 2,, #,,%,, x, 4, w angesehen 
werden und zwar wird: 


ow — > 38 aw (Fe), = —(2”)4 72% aw . (= >, 








aw > aw (3) "42 ew (2) (‘**) 4312" tong : 
Ou? Ox? \ouy 0x,.0x,\0m/) \Ou 0x, \Ou,? 

Fiihren wir den Index @ ein, so nimmt die Gleichung fiir W, die 
Form an: . 


aw. Ox, \2 ew, Ox, Ox 
Mo a ( td ) + 9 tik Se 4 ) 3 
Za 0x,2 \ Ou 2); On, 0a, ou Ou 
é ¥,. 
+ 2n +S 


OW, | 2, 0 log fa Ox 
: 9 : que 
+ > a ae + > fan Ou OU 


+25 Du, 2 SH (uy. Hi1 Uy. Hig) *.% 220 >t a B- my *|=0. 


Nun geniigen die Gréssen f,, f, f,, fs der Gleichung (12). Hieraus 
folgt unmittelbar die Richtigkeit der Gleichung: 


é* log x, ( log f; y ( @ log f )’ 
re Ors ie a 
+ bho t nam SDF (m4 11 + thy. Kin). x22 >% 2 es ; x? ps 0, 


oder also: 


l 
7+ n(1—n) W, te. 


~~ Our 














@ log ad + ( é log Lae ) + 2 0108 fa 6 log wy 


Ou? Ou Ou, Ou, 
2 
2 | Plog x ‘ é log x ‘ 
+ K > = >: (Uy . #1, Hig) *.%,7-+2 De - * x.x, =O, 
: 
1 


oder also: 


0 log fo Ox, 


. 2 0% , 
(16) e out [+3 iT <>" 5. (ty + %i1 + Uy. Mp2) HH," 


OU, 


2 3P as a %. %,? = 


Die analogen Gleichungen gelten fiir z, und 2,. 
Beriicksichtigen wir diese drei Gleichungen, so nimmt die Glei- 
chung fiir W, die Form an: 
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aw, ( ex,\2 aw ex, Ox aw, 
> i a mu =e _ a r ee s “A 
> ox,* on) 02,02, (3 ) (3) + > Cn, —n) 5 - 
", OW, a log f, 
+ 2n >.“ Gu ee + n(l—n) W Fut -==(), 


Genau so ergeben sich die Gleichungen: 


sinaseap Sone oe (st) G2) +- G2) (22) 
+> ia, <n) “ +" 2, 2(A B 


+ n(l _sw <= and =0, 


e Ww, 0x, . e Ww, ex, Ox, 0 Ww, rx, 
0a, (FE) + > ia, a2, ( Oly ie ) +> da, §—*) Gar 


ow. 2) 
+ 2m SIE m2 ut + n(1—n) W OL _ o, 


Diese drei Gleichungen miégen das Gleichungssystem (17) bilden. 
Ihnen leistet die Function geniige: 


W. or, Fy (ui, uy) aN BD (My, NVg, Ny, NTyp, To) 
fa (Us, ts)” Fe (Mrs Ve, Tis Tie» Tee)” 
Die Gleichungen erhalten eine bessere Form, wenn wir: 
Z, = W,.%,"—  setzen, d. h. 


a, 2 (MM, NVg, NT 4, NT 1g, NT) oo 


/_. = 


(18) 


Z 


\n 
Fe a, V2, Tig, Tig, Tee) 


Zu dem Behuf setzen wir: 


Ou? — a duz FEA ig fis, 
(19) . ' ar 
e log fo 1 (~2 (U4, Vp) ) et 
= Ou OU ae hz E 


@ log f, 1 (5 ar) 
a 


OU, OU, 


Es ist nun: 

OW, 04, 1 08 

on Ce = + (l—a) 2, an Ox 
und ahnliche Gleichungen ergeben sich fiir 4 und w. Nun gelten die 
Gleichungen (1) fiir alle Werthe von v,, v,, also auch fiir v,=v, =0. 
Nehmen wir das hinzu, so ergeben sich fiir Z, die Differentialglei- 
chungen: 
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@2Z (02z,\2 eZ, ex, 
r A 2 - 
> oz,” (<) 7 Ox, OX, Go (**) +> 5e —)- Ou, 
OZ 
+ 2n >? ~. “2.4? +n(l—n).Z, fit = 0, 
eZ, eZ, 
ot 0a,* (Fe) c+ 7 Ox, Ox, (( 7) (5)+ +(52) Ge) 
ex, 
+> on, (1—n) OU OUg 
+n>*° a %.%,?(A2+u?)-+n(1—n). Ze .fix=0, 


oa,.\7 . ; eZ, 0x, Se x, 
=) +2)) 02, 0X, ( a) (=) +e ®) Fun? 
04, 232 a! m7 ¢e 
4. 2n > — %.%,7,27, u?+-n(l—n).Z,.fo2 = 0. 
s ist dieses das Gleichungssystem (20). 
Damit sind wir am Ziele. In einer friiheren Arbeit, die sich im 


25. Bande dieser Annalen befindet, ist gezeigt worden, dass und wie 
die Gréssen 


(2): (SE). CRD (Rd: 
au)? am Daun)? Kame ) auc) + aa) Gag” Bue? Gerd 
sich als ganze rationale Functionen der Gréssen 2, darstellen lassen, 
Die Coefficienten haben eine bestimmte Form und sind wirklich be- 
rechnet worden. Diese Ausdriicke sind ziemlich complicirt und mégen 
daher nicht wieder aufgenommen werden. Das analoge gilt von den 
Gréssen fi, fir- 

Diese Differentialgleichungen, denen zuniichst ein grosses theoretisches 
Interesse zukommt, lassen eine unmittelbare practische Anwendung auf 
die Multiplication der hyperelliptischen Functionen erster Ordnung zu. 
Es befindet sich tiber dieselbe eine Arbeit des Verfassers im 17'" Bande 
dieser Annalen. Die Anwendung unserer Differentialgleichungen giebt 


fiir die Coefficienten in den Multiplicationsgleichungen eine Reihe von 
Recursionsformeln. 


Rostock, den 11. Januar 1885. 





Die n-dimensionalen Verallgemeinerungen der fundamentalen 
Anzahlen unseres Raums. 


Von 


HerMANN ScuuBertr in Hamburg. 


Um durch Anwendung des Princips von der Erhaltung der Anzahl 
(Kalkiil der abzihl. Geom., § 4) die Zahl der Strahlen zu finden, 
welche vier gegebene Strahlen schneiden, ertheilt man diesen die be- 
sondere Lage, dass zwei von ihnen sich schneiden, und ebenso der 
dritte den vierten schneidet, beachtet dann, dass die gestellte Bedingung 
sowohl von dem Verbindungsstrahle der beiden Schnittpunkte, wie 
auch von dem Schnittstrahle der beiden Schnittebenen, also von zwei 
Strahlen erfiillt wird, und schliesst hieraus, dass, wie auch die vier 
gegebenen Strahlen liegen mégen, die gesuchte Zahl immer gleich 
zwei sein muss, wenn sie tiberhaupt endlich bleibt. Der wesentlich 
algebraische Charakter des hierbei angewendeten Princips fiihrte mich 
auf den Gedanken, dasselbe auch auf die Gebilde des m-dimensionalen 
Raums, oder, was dasselbe ist, auf Gleichungssysteme zwischen 
n Variabeln anzuwenden. Dadurch kann man, wenn man die diese 
Gleichungssysteme constituirenden Gleichungen simmtlich linear sein 
lisst, alle fundamentalen Anzahlen des n-dimensionalen Raums er- 
halten, d. h. alle Anzahlen fir den n-dimensionalen Raum, deren 
entsprechende in unserm Raum beispielsweise angeben, wie viel Ebenen 
durch drei gegebene Punkte gehen, wie viel Strahlen durch einen 
gegebenen Punkt gehen und dabei zwei gegebene Strahlen schneiden, 
wie viel Strahlen vier gegebene Strablen schneiden, u.s. w. Fiir den 
Punkt werden diese Anzahlen, auch im m-dimensionalen Raume, 
simmitlich gleich 1, weil ein System von m linearen Gleichungen 
zwischen » Unbekannten immer nur durch eine einzige Wurzelgruppe 
befriedigt wird. Fiir den Strahl, die Ebene und héher-stufige, lineare 
Gebilde werden aber jene Anzahlen im Allgemeinen Functionen von n. 

Im Folgenden sind nun einerseits zwei Formeln (§ 4) entwickelt, 
welche von den eben genannten Functionen die auf den Strahl be- 
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ziiglichen simmtlich ohne Weiteres ergeben; andererseits sind auch 
die begrifflichen Grundlagen (§ 3) ausgebaut, auf denen man die Ab- 
leitung auch derjenigen Functionen von » unternehmen kann, welche 
die fundamentalen Anzahlen fiir die Ebene und hoherstufige, lineare 
Gebilde ausdriicken. § 1 enthilt einige Bemerkungen iiber die an- 
gewandte Terminologie und § 2 einige auf lineare Punktriume be- 
ziigliche, allgemeine Wahrheiten. Endlich sind in § 5 und § 6 grossere 
Beispiele fiir die durch § 4 erméglichte Berechnung der fundamentalen 
Anzahlen des Strahls durchgefiihrt, und zwar in § 5 eine geometrisch 
und algebraisch ausgesprochene, »-dimensionale Erweiterung des Satzes, 
dass es in unserm Raume zwei Strahlen giebt, die vier gegebene 
Strahlen schneiden*). 


§ 1. 


Terminologie. 


Wenn man in unserm Raume drei Arten von Hauptelementen, 
namlich Punkte, Strahlen und Ebenen annimmt, so hat man in einem 
n-dimensionalen, linearen Raume » Arten von Hauptelementen zu 
unterscheiden, je nachdem man niimlich zwischen n Variabeln n, n-— 1, 
n— 2, u. s. w. lineare Gleichungen bestehen lisst. Da ein System 
von » — @ Gleichungen zwischen » Variabeln durch cot Werthgruppen 


der » Variabeln befriedigt wird, so soll ein durch n — a lineare Glei- 
chungen zwischen n Variabeln definirtes Gebilde ein (einem n-dimen- 
sionalen Raume angehdriges) a-stufiges Hauptelement oder ein a- dimen- 
sionaler, linearer Raum genannt, und im Folgenden immer kure mit 
[a] bezeichnet werden. Obwohl wir bei unsern auf einen » -dimensio- 
nalen Raum beziiglichen Betrachtungen naturgemiiss nicht geometrisch, 
sondern nur algebraisch denken kénnen, so wollen wir doch, der Kiirze 
wegen, die bequemere geometrische Sprechweise benutzen, und z. B. 
sagen, dass ein [a] in einem [b] liegt (a <b), oder was dasselbe ist, 
dass ein [b] einen [a] enthdlt, oder durch einen [a] hindurchgeht, wenn 


*) Nachtriiglich bemerke ich, dass das durch eine Specialisirung der F. (5) 
des § 5 entstehende, hier auf Seite 22 oben ausgesprochene Resultat schon von 
Herrn Franz Meyer in Tiibingen in anderem Zusammenhange (Math. Ann. 
Bd, 21, 8. 132) gefunden ist. Eine Verallgemeinerung dieses Resultats vom Strahl 
auf héherstufige Hauptelemente habe ich schon in den Mitth. d. Hamb. Math. 
Ges. vom April 1884, zuniichst ohne Beweis, ausgesprochen. Herr Stephanos, 
der in seiner Thése vom Juli 1884 von invariantentheoretischer Seite her auch 
zu dem Resultat des Herrn Meyer gelangt, erwies mir die Ehre, dort auf meine 
Verallgemeinerung aufmerksam zu machen. Der Beweis des allgemeineren Re- 
sultats steckt in einer dritten Abhandlung iiber abzihlende Geometrie, mit deren 
Redaction ich noch beschiiftigt bin. 
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wir meinen, dass die «* Werthgruppen der » Variabelu, welche dem 
den [a] definirenden Gleichungssysteme geniigen, simmtlich zu den 
oo’ Werthgruppen gehéren, welche das den [b] definirende Gleichungs- 
system befriedigen. Von den in den folgenden Betrachtungen er- 
wahnten linearen Riumen soll immer, wenn nicht das Gegentheil aus- 
driicklich bemerkt ist, angenommen werden, dass sie zugleich alle in 
demselben [n| liegen, oder, algebraisch ausgedriickt, von den jene 
Riume definirenden Gleichungssystemen soll angenommen werden, dass 
sie zwischen denselben » Variabeln bestehen. 

Indem wir wiederum eine in der Geometrie iibliche Redeweise 
nachahmen, werden wir auch sagen, dass ein Strahl einen [a] schneidet, 
wenn es eine Werthgruppe der » Variabeln giebt, welche sowohl die 
n — 1 den Strahl constituirenden Gleichungen, wie auch die » — a 
den [a] konstituirenden Gleichungen befriedigt. 


§ 2. 
Allgemeine Satze iiber lineare Riume und ihre Dimensionen. 


Durch Abzihlung der wesentlichen Constanten der in Betracht 
kommenden Gleichungssysteme, sowie durch den Satz, dass p lineare 
Gleichungen mit p Unbekannten nur eine einzige Wurzelgruppe liefern, 
gelangt man zu folgenden Wahtheiten*): 

I) Sind ein [a] und ein [b) beliebig gegeben, und ist a+ben—1, 
so giebt es immer einen und nur einen [a+ b-+ 1], welcher den [a] 
und den [b| zugleich enthdlt. Allgemeiner: Es giebt immer einen und 
nur einen (a, + a@,-+---+a,+p—1] der durch p beliebig ge- 
gebene lineare Riume mit den Dimensionen a,, a,,..., a4, zugleich 
hindurchgeht, wo a, + a, -+---+a,<n—p-+1 sein muss. 

Il) Ein [a] und ein [b| haben, wenn a+bSn ist, einen und 
nur einen [a +b —n] gemeinsam, d. h. es giebt einen und nur einen 
{[a+b6—n], welcher in dem [a] und in dem [b] zugleich liegt. 
Allgemeiner: p beliebige lineare Riume mit den Dimensionen a, a,,..., ap 
haben, wenn 4, + a,-+---+a,>(p—1)m ist, einen und nur 
einen [a, + a,-+--+--+ a — (p—1)m] gemeinsam. 

Ill) Wenn ein |a| und ein [b] so liegen, dass sie einen |{c], aber 
nicht unendlich viele [c|, gemeinsam haben, so giebt es immer einen und 
nur eimen [a + b— cl], welcher den [a] und den [b] zugleich enthiilt. 

*) Einen Theil dieser Wahrheiten (I und II) hat u. a. Herr Veronese in 
der Kinleitung zu einer inhaltreichen Abhandlung (Math. Ann., Bd. 19, 8. 161) 


zusammengestellt, welche die projectiven Verhiiltnisse der Riume von verschie- 


denen Dimensionen mit Hiilfe des Princips des Projicirens und Schneidens be- 
handelt. 
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Als specieller Fall, nimlich fiir a—1, b=—1, ¢c =O steckt hierin 
das Axiom, dass zwei sich schneidende Strahlen zugleich in einer und 
derselben Ebene liegen. 

IV) Damit es fiir einen [a] eine z-fache Bedingung wird, mit 
einem [b]| einen [cl], aber nicht wnendlich viele |c|, gemeinsam zu haben, 
muss 


e=(c+1)(n+ec—a—b) 


sein. Natiirlich ist hierbei ¢ > a + b — n gedacht (vgl. II). Beispiels- 
weise ergiebt sich fiir m—=4,a—=—1, b)=—2,c¢=0, dass z= 1 ist; 
d. h. in einem vierdimensionalen Raume erfiillt ein Strahl schon eine 
einfache Bedingung, wenn er eine gegebene Ebene iiberhaupt schneidet. 

Aus Satz IV folgt Satz II, wenn man z = 0 setzt. Von sonstigen 
speciellen Fillen des Satzes IV sind fiir uns namentlich die folgenden 
drei wichtig : 

V) Aus IV folgt fir b=—c—a: Die Constantenzahl eines {a| 
ist gleich (a + 1) (n — a). Hiernach ist z. B. die Constantenzahl eines 
Punktes gleich », eines Strahles gleich 2(m — 1), einer Ebene gleich 
3(m — 2) u. s. w., und, dual entsprechend, eines [n — 1] gleich n, 
eines |n — 2] gleich 2(n — 1), eines [n — 3] gleich 3(m — 2) u. s. w. 

VI) Aus IV folgt, dass, wenn ¢=1, c=0 ist, b=n—a—1 
sein muss, d. h.: Es ist fiir einen [a] eine einfache Bedingung, mit 
einem gegebenen |n — a— 1] einen Punkt gemeinsam zu haben. 

VII) Aus IV folgt, dass, wenn 2 = 2, c= Oist, b—=n—a —2 
sein muss, d. h.: Es ist fiir einen [a] eine eweifache Bedingung, mit 
einem gegebenen [n — a — 2] einen Punkt gemeinsam zu haben. 

Da nach Satz V ein Strahl durch 2(n — 1) einfache Bedingungen, 
oder durch » — 1 zweifache Bedingungen bestimmt ist, so ergeben 
sich aus VI und VII fiir a= 1 noch die folgenden beiden Siitze: 

VIL) Es giebt eine endliche Anzahl von Strahlen, von denen jeder 
jeden von 2(n — 1) gegebenen [n — 2] schneidet. 

IX) Es giebt eine endliche Anzahl von Strahlen, von denen jeder 
jeden von n — 1 gegebenen |n — 3] schneidet. 

Die in VIII und 1X erwihnten endlichen Anzahlen sind bezw. 
in § 5 und in § 6 berechnet. 


§ 3. 


Aufzihlung und Bezeichnung der Grundbedingungen und Grundgebilde 
fiir einen linearen, »-dimensionalen Raum. 


Die Zahl der Punkte, welche in unserm Raume zugleich eine ge- 
gebene einfache Bedingung y und eine gegebene, von y unabhiingige, 
zweifache Bedingung 2 erfiillen, ist bekanntlich gleich dem Producte 
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der beiden Zahlen, von denen die eine angiebt, wie viel Punkte y 
erfiillen, und auf einer gegebenen Geraden liegen, die andere angiebt, 
wie viel Punkte z erfiillen und auf einer gegebenen Ebene liegen; 
denn eine Fliche pten Grades schneidet eine in allgemeiner Lage zu 
ihr befindliche Curve qgten Grades in p.q Punkten. Analoge Sitze 
(Charakteristiken -Sdtze) gelten bekanntlich (vgl. Kalkiil der abzihl. 
Geom. 8. 47, 62, 283) auch fiir den Strahl und die Ebene, nur dass 
fiir den Strahl, falls zwei zweifache Bedingungen gegeben sind, eine 


. . . . 
Summe von zwei Producten auftritt, wie zuerst Herr Halphen 


(Comptes rendus, 1872) bemerkte. Die Bedingungen, welche in allen 
den Producten, von denen in diesen Charakteristiken -Siitzen die Rede 
ist, auftreten, und welche also fiir die Hauptelemente unseres Raumes 
in der angedeuteten Weise charakteristisch sind, habe ich (Kalki d. 
abzihl. Geom., 8. 4) Grundbedingungen genannt. Da nun auch fiir 
die Hauptelemente eines [nm], wie ich in einer andern Abhandlung 
zeigen werde, Charakteristikensiitze und deshalb Grundbedingungen 
existiren, und da in den folgenden Paragraphen die fiir weitere Unter- 
suchungen wichtige Vorfrage: ,,wie viel Hauptelemente giebt es, die 
gegebene Grundbedingungen erfiillen?“, vorliufig freilich nur fiir den 
Strahl, erledigt wird, so wollen wir jetzt die Grundbedingungen der 
Hauptelemente eines [n| zusammenstellen, und durch zweckmiissige 
Symbole dem Bedingungsealciil zugiinglich machen. 

Kiir den Punkt bezeichne (k) die ihm auferlegte Bedingung, dass 
er in einem [k] liegen soll, also z. B. (0), dass er gegeben sei, (2), 
dass er in einer gegebenen Ebene liege, (n —1), dass er in einem 
|x — 1] liege, endlich noch (m) die selbstverstiindliche oder nullfache 
Bedingung, dass er iiberhaupt in dem [mn] liege, den wir unseren Be- 
trachtungen zu Grunde legen. Die nm + 1 Bedingungen: 

(0), (1), (2), @), -- + (@@— 1), (m) 

sind die simmtlichen Grundbedingungen des Punktes, und zwar ist 
die Bedingung (b), wie sich aus § 2, IV fir a=0, c =O ergiebt, 
(n — b)-fach, so dass es immer nur eine einzige Grundbedingung 
von vorgeschriebener Dimension giebt. In analoger Weise erhilt man 
als Grundbedingungen des Strahis zuniichst diejenigen n, welche aus- 
sagen, dass der Strahl in einem 1- bis n-stufigen Hauptelement liege. 
Dass aber zu den so erhaltenen Bedingungen noch andere Grund- 
bedingungen hinzuzuzihlen sind, erkennt man schon aus unserm 
dreidimensionalen Raume, wo z. B. auch die Bedingung, dass der 
Strahl einem Strahlbiischel angehére, d. h. in einer Ebene liege 
und dabei durch einen in dieser Ebene gegebenen Punkt gehe, Grund- 
bedingung ist. Dem Verfasser ist es nun gelungen, zu erkennen, dass 


das Symbol 
(a, 6), 


wo b 
darst 
gegeb 
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wo banund a < bist, die stimmtlichen Grundbedingungen des Strahls 
darstellt, wenn (a,b) die Bedingung bedeutet, dass der Strahl in einem 
gegebenen [b| liege, und dabei einen gegebenen in [b] liegenden [a] 
schneide, d. h. mit diesem [a] einen und nur einen Punkt gemeinsam 
habe. Es bedeuten hiernach z. B.: 
(0,2), dass der Strahl einem gegebenen Strahlbiischel an- 
gehéren soll, 
(1, 2), dass der Strahl in einer gegebenen Ebené liegen soll, 
(1,3), dass der Strahl eine gegebene Gerade schneiden und 
dabei ganz in einem gegebenen, diese Gerade enthaltenden 
[3] liegen soll, 
(n — 2,n), dass der Strahl einen gegebenen [n - - 2] schneiden 
soll, 
(n —2, m—1), dass der Strahl ganz in einem gegebenen 
[m — 1} liegen soll. 

Man beachte bei der Uebersetzung dieser Bedingungssymbole, dass, 
wenn in (a, b) die Zahlb gleich der Dimension nm des der Betrachtung 
za Grunde liegenden linearen Raums [mn] ist, die Bedingung (a, m) 
nur ausspricht, dass der Strahl (a, ») einen gegebenen [a] schneiden 
soll, da das Liegen in [m] selbstverstiindlich ist. Ferner beachte man, 
dass, wenn in (a, 6) die Zahl a nur um | kleiner als b ist, die Be- 
dingung (6 —1, 6) nur ausspricht, dass der Strahl in einem ge- 
gebenen [b] liegen soll, da dann das Schneiden von [b — 1] selbst- 
verstiindlich ist, wie aus § 2, II hervorgeht, wenn man die dort ge- 
nannten Buchstaben », a, b bezw. gleich b, 1, b—1 setzt. Die 
Bedingung (n —1, »), welche hiernach von jedem Strahle selbstver- 
stiindlich erfiillt wird, nehmen wir trotzdem in das Register der Grund- 
bedingungen mit auf. Wir erhalten dann: 


erstens » Grundbedingungen (a, b), wo a =O ist, nimlich: 
(, 1), (0,2), 0,3), -»4 (0,n—1), (0, m); 
zweitens » — 1 Grundbedingungen (a, b), wo a=1 ist, nimlich: 
(1, 2), (1,3), ..., (1, »— 1), (1, »); 
(n — 1)-tens 2 Grundbedingungen (a,b), wo a =n -- 2 ist, 
namlich: 
(n—2, n—1) und (n—2, n); 
n-tens 1 Grundbedingung (a, b), wo a = n — 1 ist, niimlich: 
(n — 1, n). 

Demnach ist die Anzahl aller Grundbedingungen des Strahls gleich 

der Summe der ganzen Zahlen von 1 bis », d. h. gleich dem Binomial- 
coefficienten (n + 1), = : n(n + 1). 
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Um die Dimension d jeder der erhaltenen = n(n +1) Grund- 


bedingungen (p,q) durch p, q und m auszudriicken, bestimmen wir 
zunachst mit Hiilfe von § 2,1V die Dimension z der Bedingung, dass 
ein Strahl in einem [gq] liege. Hierftir erhalten wir, indem wir in 
jener Formel IV des § 2 n=n, a=1, b=q, c=1 setzen, 
2 == 2(m — q). Hierzu haben wir noch die Dimension 2’ der Bedingung 
zu addiren ,,dass in einem [gq] ein Strahl mit einem in dem [q] liegen- 
den [p] einen Punkt gemeinsam habe. Wir setzen also zweitens ir 
jener Formel n=q, a=1, b=p, c=0, z=’, und erhalten 
2 =q—1—p. Demnach hat die Bedingung (p,q) die Dimension: 
d=2(n—q)+q—1—p=2n-—-1-—-p-gq 

Ist p= 0, q=1, so kommt d = 2n — 2, d.h., dass ein Strahl 
gegeben ist, ist eine (2m — 2)-fache Bedingung, ein Resultat, das 
auch aus § 2, V ersichtlich ist. Ist p—m—1, g=n, so kommt 
d=0, d. h. die Bedingung (mn — 1, m) ist nullfach. Beispielsweise 
stellen wir noch die Grundbedingungen des Strahls im fiinfdimensio- 
nalen linearen Raume, nach ihren Dimensionen geordnet, zusammen: 

1 nullfache: (4, 5); 1 einfache: (3, 5); 2 zweifache: (2, 5) 
u. (3,4); 2 dreifache: (1, 5) u. (2,4); 3 vierfache: (0,5) u. 
(1,4) u. (2,3); 2 fiinffache: (0, 4) u. (1,3); 2 sechsfache: 
(0, 3) u. (1,2); 1 siebenfache: (0,2); 1 achtfache: (0, 1). 

Die eben fiir den Strahl angestellten Betrachtungen lassen sich 
ohne Schwierigkeit auf die Ebene und iiberhaupt auf alle Haupt- 
elemente iibertragen. Jiir die Ebene erhiilt man die séimmtlichen 
Grundbedingungen aus dem Symbol (a,b,c), wo cen und a<b<e 
ist, wenn (a, b, c) die Bedingung bedeutet, dass, wenn ein [ce], in dem- 
selben ein [b| und in letzterem ein [a| gegeben ist, die Ebene mit dem 
|e] alle thre Punkte, mit dem {b| die Punkte einer Geraden, und mit 
dem |a| einen Punkt gemeinsam haben soll. Es giebt hiernach n — 1 
Bedingungen (0, 1,¢), m — 2 Bedingungen (0, 2,c), u. s. w., also 
tiberhaupt so viel Bedingungen (0, b, c), wie der Binomialcoefficient n, 
angiebt. Ebenso erhilt man, dass es (n — 1), Bedingungen, (1, b, c), 
(n — 2), Bedingungen (2, b, c) u. s. w. giebt. Die Ebene besitzt also 
im Ganzen n, + (m — 1), + (n — 2), +----+ 2, Grundbedingungen, 
d. h. so viel, wie der Binomialcoefficient (n-++- 1), = t (n-+-.1) n(n — 1) 
angiebt. Die Dimension der Bedingung (a, b, c) erhilt man, ahnlich 
wie oben die Dimension der Bedingung (p, q), aus § 2, IV gleich 
3n—3—a—b—e. 

So weitergehend gelangt man zu der Erkenntniss, dass sich 
. ‘ ! 
jedem- Hauptelemente [Kk] (m+ 1)4u1 = an EE er Grundbe- 
dingungen auferlegen lassen, welche simmtlich aus dem Symbol 
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(G1) Gy yy ++ *> Ge4s)s 

WO Qii<—m”, und a, <a, <a, < +++ < ayy ist, hervorgehen, 
wenn man unter (@,, @,, 3, *+ +, @i41) versteht, dass k + 1 Haupt- 
elemente [a,], [@,], [@], ---, [a@xz1] gegeben sind, wo immer [a;] in 
[ai4:] liegt, und dass dann das Hauptelement [k] mit [a,] einen Punkt, 
mit [a,| eine Gerade, und tiberhaupt mit [a;] einen [i — 1] gemeinsam 
haben soll. Fiir die Dimension der Grundbedingung (4a, @.,@3,+++, @x+41) 
ergiebt sich aus § 2, IV: 


(k + 1) m— F(R + 1) — (@ + ay + ay + +++ + anys). 


Da in jedem [| zwischen den Hauptelementen [k] einerseits und den 
Hauptelementen [n — k — 1] andererseits eine ebensoleche Verwandt- 
schaft besteht, wie die ist, welche man in unserm Raume Dualitit: 
oder Reciprocitiit nennt, so muss auch die Anzahl der [k| auferleg- 
baren Grundbedingungen mit der Anzahl der [n —k — 1] auferleg- 
baren Grundbedingungen itibereinstimmen. In der That ist diess auch 
aus der Gleichheit der Binomialcoefficienten (m +-1),41 und (w+1),-x4-141 
ersichtlich. 

Da man in der dreidimensionalen synthetischen Geometrie die 
yesammtheit der eine gegebene Grundbedingung erfiillenden Haupt- 
elemente ein Grundgebilde dieses Hauptelementes nennt, so soll auch 
in einem [n] eine solche Gesammtheit Grundgebilde heissen. Die Grund- 
gebilde des Punktes sind die Hauptelemente selbst. Fiir dieselben 
haben wir die Bezeichnung [0], [1], [2], ..., [w] eingefiihrt. Dem 
entsprechend soll auch fiir den Strahl das Zeichen [a,b] das Grund- 
gebilde bedeuten, welches aus allen die Grundbedingung (a, b) er- 
fiillenden Strahlen besteht, und iiberhaupt fiir das Hauptelement [k] 
mit [@,, a), --., Gazi] das Grundgebilde bezeichnet werden, das aus 
allen die Bedingung (a,, a,, ..., @41) erfiillenden Hauptelementen 
[k] besteht. Um die Stufe s der Grundgebilde zu bestimmen, beachten 
wir, dass, wenn die Constantenzahl eines Gebildes c ist, immer oo°@ 
solcher Gebilde eine gegebene d-fache Bedingung erfillen. Dem- 
gemiiss erhalten wir die Stufe s des Grundgebildes [a,, a,, .. +, @e41], 
wenn wir in s=c—d die Constantenzahl c = (k+ 1) (n-— k) 
(§ 2, V) und die Dimension 


d= (k++ 1) n—FkE+ 1) — (| +a +--+ aay) 


setzen. So ergiebt sich, dass das Grundgebilde (a,, do, . 


++» Me41) 
immer [a +a, ++-+-+ ay — uf k(k+ 1)] - stufig ist. Beispiels- 
weise folgen hier fiir einen vierdimensionalen, linearen Raum die 
10 Grundgebilde des Strahls und die 10 Grundgebilde der Ebene, nach 
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ihren Stufen geordnet, und zwar so, dass immer je zwei sich dual 

entsprechende Grundgebilde zusammenstehen: 

1) nullstufig: [0,1] und [0,1,2]: Strahl selbst bezw. Ebene selbst: 

2) einstufig: [0,2] und [0,1,3]: Strahlbiischel bezw. Ebenenbiischel ; 

3) zweistufig: [0,3] und [0,2,3]: Strahlbiindel bezw. Ebenenbiindel; 

4) zweistufig: [1,2] und [0,1,4]: Strahlen in einer Ebene bezw. Ebenen 
durch eine Gerade im [4]; 

5) dreistufig: [0,4] und [1,2,3]: Strahlen durch einen Punkt im [4] 
bezw. Ebenen in einem [3]; 

6) dreistufig: [1,3] und [0,2,4]: Strahlen, die in einem [3] liegen und 
eine im [3] befindliche Gerade schneiden, 
bezw. Ebenen die in dem [4] liegend, 
durch die Strahlen eines Strahlbiischels 
gehen; 

vierstufig: [1,4] und [1,2,4]: Strahlen, die, im [4] liegend, eine 
Gerade schneiden, bezw. Ebenen, die 
im [4] eine Ebene in geraden Linien 
schneiden ; 

8) vierstufig: [2,3] und [0,3,4]: Strahlen, die in einem [3] liegen, 
bezw. Ebenen, die, im [4] liegend, 
durch einen Punkt gehen; 

9) fiinfstufig: [2,4] und |1,5,4]: Strahlen, die im [4] liegend, eine 
Ebene schneiden, bezw. Ebenen, die, 
im [4] liegend, eine Gerade schneiden; 

10) sechsstufig: [3,4] und [2,3,4]: Strahlen des |4} bezw. Ebenen des [4]. 

Wenn man zu den hier aufgefiihrten Grundgebilden noch die 

Grundgebilde des Punktes und die ihnen dual entsprechenden Grund- 

gebilde des [5] hinzufiigt, und dann die Elemente von je zwei gleich- 

stufigen Grundgebilden projectiv (in allgemeinerem Sinne, so dass z. B. 

auch collinear und correlativ unter den Begriff projectiv fallen) zu- 

ordnet, so gelangt man durch die Schnitte oder die Verbindungen 

entsprechender Elemente zu Gebilden zweiten und héheren Grades im 

[4], deren Eigenschaften man dann aus der Art der Erzeugung in 

aihnlicher Weise ableiten kann, wie diess in der dreidimensionalen 

synthetischen Geometrie iiblich ist. Doch méchte ich nicht hier, 
sondern bei einer andern Gelegenheit auf diese Erweiterung der syn- 
thetischen Geometrie naher eingehen. 


§ 4. 
Auffindung aller fundamentalen Anzahlen des Strahls in einem 
n-dimensionalen linearen Raume. 
Um Anzahlen fir algebraische Gebilde unseres dreidimensionalen 
Raumes bestimmen zu kénnen, muss man vor allem die fundamentalen 
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Anzahlen desselben kennen, d. h. die Zahlen, welche zihlen, wie viel 
Hauptelemente gegebene Grundbedingungen erfiillen. Diese Zahlen kann 
man mit Benutzung der in § 3 eingefiihrten Symbole fir Grund- 
bedingungen angeben, wie folgt*): 

Fiir den Punkt ist: 

(0)=1; 2) (1) =1; @—1; 
Fiir den Strahl ist: 
(0,1) = 1; (1,3) (0,2)=—1; (1,2? —1; (0,3)? =1; 
(1, 2) (0, 3) =0; (I, 2) (, 3)? =I; @, 3) ql, 3)? =1; (1,3)*= 2; 
Fir die Ebene ist: 
(0, 1,2) == 1; (0, 2, 3) (0, 1,3) = 1; (0, 2, 3)) = 1. 

Von diesen Anzahlen wird freilich in unserer dreidimensionalen 
Geometrie nicht viel geredet, da dieselben grésstentheils gleich 1 sind, 
und durch unsere riitumliche Anschauung leicht erkennbar sind. Da- 
gegen sind die Anzahlen, welche in einem -dimensionalen linearen 
Raume jenen Anzahlen entsprechen, im Allgemeinen nicht so leicht 
erkennbar. Da dieselben aber fiir einen [m] dieselbe fundamentale 
Rolle spielen, wie jene Anzahlen fiir unsern [3], so wollen wir hier 
die Wege betreten, welche zu ihrer Berechnung und zu der Ableitung 
der Functionen fiihren, durch die sie von der Dimension » abhiingen. 

Zuniichst ist klar, dass fiir jedes Hauptelement [kK] die Grund- 
bedingung, welche die héchste Dimension hat, von einem einzigen 
Gebilde [k] erfiillt wird; denn diese Grundbedingung sagt nichts weiter 
aus, als dass das Hauptelement [%] vollstindig gegeben isi. Wir haben 
also fiir jedes [Kk]: 

(1) (0, 1,2, ---,k—1,k) =1. 

Was den Punkt anbetrifft, so ergiebt sich, dass fiir ihn auch 
jedes beliebige Product von Grundbedingungen gleich 1 zu setzen ist; 
natiirlich muss die Dimensionssumme eines solchen Productes gleich 
der Constantenzahl » des Punktes sein, damit es tiberhaupt Sinn hat, 
ein solches Product gleich einer Zahl zu setzen. Soll nimlich ein Punkt 
die Grundbedingung (a) und die Grundbedingung (b) zugleich erfiilleu, 


*) Man erinnere sich aus meinem Bedingungscalciil (Kalkiil d. abz. Geom., 
§ 2, § 3), dass erstens das Product mehrerer Bedingungen die Bedingung be- 
zeichnet , welche ausspricht, dass jene Bedingungen eugleich erfiillt werden sollen, 
dass zweitens eine einem Gebilde von der Constantenzahl ¢ auferlegte c-fache 
Bedingung gleich der Anzahl der Gebilde gesetzt wird, die diese Bedingung er- 
fiillen, und dass drittens eine lineare Gleichung zwischen d-fachen Bedingungen, 
die einem solchen Gebilde auferlegt sind, aussprechen soll, dass aus ihr eine 
richtige Zahlengleichung entsteht, wenn man jede dieser d-fachen Bedingungen 
mit einer und derselben (ec — @)-fachen Bedingung multiplicirt, und fiir die er- 
haltenen ¢c-fachen Bedingungsproducte die zugehérigen Anzahlen einsetzt, 


3* 
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also sowohl auf einem gegebenen [a], als auch auf einem gegebenen 
[b] liegen, so muss er auf dem Hauptelement liegen, das [a] und [6] 


gemeinsam ist, also nach § 2, II auf einem [a-+b—wn]. Deshalb ist 
immer: 


(2) (a) (6) = (a+b—n), 


also allgemein: 


(3) (@,)(@2)(@) + + + (@p) = (a, + a, + ay +--+ + a — mp + m). 
Ist nun die Summe der Dimensionen der gegebenen Grundbedingungen 
(a), (@), (a3), . ++, (ap), a. h. die Summe (m — a,)|+- (n — a,)+ -- 
-+-+ (n-~a,) gleich der Constantenzahl » des Punktes, so erscheint 
auf der rechten Seite der Gleichung (3) die Bedingung (0), wofiir nach 
(1) die Zahl 1 zu setzen ist. 

In derselben Weise kann man nun auch fiir ein beliebiges Haupt- 
element [k] jedes Product von Grundbedingungen, dessen Dimensions- 
summe gleich seiner Constantenzahl (k + 1) (n —k) ist, durch die 
(k + 1) (n — k)-fache Grundbedingung ausdriicken, also, da letztere 
nach 1) gleich der Zahl 1 ist, die zugehérige Anzahl berechnen, sobald 
es fiir diesen [k] gelingt, das Product zweier beliebiger Grundbe- 
dingungen d-ter und e-ter Dimension durch die (d + e)-fachen Grund- 
bedingungen auszudriicken, oder, anders ausgedriickt, sobald es fiir 
diesen [Kk] gelingt, eine der Formel (2) analoge Formel aufzustellen. 
Diese Aufgabe hat der Verfasser fiir den Strahl in voller Allgemeinheit 
erledigt. Wir schreiten daher jetzt dazu, fiir den Strahl das Analogon 
der Formel (2) abzuleiten, oder, genauer gesprochen, die zusammen- 
gesetzte Grundbedingung (a, «) (b, y) durch einfache Grundbedingungen 
auszudriicken. 

Wir betrachten zunichst die aus den Grundbedingungen (a, n) 
und (b, mn) zusammengesetzte Bedingung (a, ) (b, n), wo a= b sein 
mag. Da (a, n) eine (n—a—1)-fache, (b, m) eine (n —b—1)-fache 
Bedingung ist, wie aus § 3 hervorgeht, so ist (a, m) (b, ) eine 
(2n — a — b — 2)-fache Bedingung. Es handelt sich also darum, die 
Bedingung (a, ) (b, n), welche verlangt, dass ein Strahl sowohl einen 
gegebenen [a] wie auch einen gegebenen [b] schneiden soll, durch 
(2m — a — b — 2)-fache Grundbedingungen auszudriicken. Im Fall 
a+b>n — 1 ist, gelingt dies auf folgende Weise. Wir specialisiren 
(vgl. Einleitung) die Lage der gegebenen Hauptelemente [a] und [b], 
die im allgemeinen einen [a + ) —m] gemeinsam haben (§ 2, II), 
dahin, dass sie einen [a+b —mn--1] gemeinsam haben. Dann wissen 
wir aus § 2, III, dass es einen [m — 1} giebt, der sie beide enthiilt. 
Die Bedingung (a, ) (b, n) ist daher jetzt auf zweierlei Weise und 
nur auf zweierlei Weise erfiillbar, erstens dadurch, dass ein Strahl 
den [a + 6 — m+ 1] schneidet, zweitens dadurch, dass ein Strahl in 
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dem {nm — 1] liegt, und dabei den [a] und den [6], die gleichfalls in 
dem [nm — 1} liegen, schneidet. Die erstgenannte Bedingung ist durch 
(a+b—n-+1, m) zu bezeichnen, die zweitgenannte Bedingung stimmt 
mit der gegebenen Bedingung (a, ) (0, ) tiberein, nur mit dem Unter- 
schiede, dass der Strahl nicht allein in dem unsern Betrachtungen zu 
Grunde liegenden [m], sondern auch in einem und demselben [n — 1] 
liegen soll. Wir bezeichnen daher die zweitgenannte Bedingung mit 
(a, n —1) (b, n—1), wo die Ueberstreichung von — 1 andeuten soll, 
dass in den beiden Bedingungssymbolen ein und derselbe [n — 1] ge- 
dacht werden soll. Ueberhaupt wollen wir mit (a, m) (b, m) die Be- 
dingung bezeichnen, dass ein Strahl in einem [m] liegen soll, und dabei 
einen [a] und einen |b], die gleichfalls beide in diesem [m] liegen, 
schneiden soll. Man beachte, dass die Factoren (a, m) und (b . m) des 
Bedingungsproducts (a, m) (b, m), wenn m <n ist, von einander 
abhingig sind. Wir erhalten nach Einfiihrung dieser Bezeichnung: 


(4) (a, n) (b,n) = (a+b—n+1,n) + (a,n —1) (b,n—1), 


und auf dieselbe Weise, indem wir nur die obige Betrachtung fiir den 
[m — 1] statt des [n] wiederholen: 


(a, —1) (b, n —1) = (a+b—n+2,n—1) + (a, n—2) (b, n—2), 


und weiter: 





(a,n—2) (b,n—2) = (a+b—n+3,n—2) + (a, n —3) (6, n—83), 
So fortfahrend, miissen wir einmal zu einer Gleichung kommen, wo 
links (a, b +1) (b, b+ 1) erscheint. Diese Bedingung aber wird schon 
von jedem Strahle erfillt, der, in dem [b+ 1] liegend, tberhaupt nur 
mit dem [a] einen Punkt gemein hat, da mit dem in [b+ 1] liegenden 
[b] jeder in [b-+-1] liegende Strahl immer einen Punkt gemein haben 
muss, weil (§ 2, IT) 1+ b — (b+ 1) =0 ist. Es ist also 
(a,b-+1) (0,041) =(a,b + 1). 

Wir haben demnach: 

(a, m) (b,n) =(a+b—n+1,n)+ (a,n—1) (b, n—1), 
(a, n—1) (b, n—1) = (a+b—n+2,n—1) + (a, n—2) (b,n—2), 
(a, n —2) (b, n —2) = (a+b—n+3,n—2) + (a, n—3) (b,n—3), 





(a, b +2) (b,b 
(a,b+1) (, 61) = (a, b+). 
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Durch Addition dieser » — b Gleichungen erhilt man die gesuchte, fiir 
a+b Sn — 1 giiltige Formel: 

(5) (a, n) (6, n) = (a+b—n+1,n)+(a+b—n+2,n—1) 

+ (a+b—n+3,n 7] 2) s ie a (a, b+1), 


a<b 


wo 


gedacht ist. 


Genau genommen, hat man noch zu priifen, ob auch nicht duych 
die Lage-Specialisirungen der gegebenen [a] und [b] eine Bedingung 
hervorgerufen ist, die von geringerer Dimension ist, als (a, ) (b, n), 
und deshalb bei Anwendung der Forme! unendlich viele Strahlen liefern 
wiirde. Dies ist aber nicht der Fall, da alle Bedingungen der rechten 
Seite der Formel (5) die Dimension 2x — a — b — 2, also dieselbe 
Dimension, wie (a, ) (b,) haben. Beispielsweise setzen wir in (5) 
b=n-—2. Dann kommt fir a+n—2>5>n—1,d. h. aS1, und 
fir a<n— 2: 

(a, n) (nm — 2,n) =(a — 1, n) + (a,n— 1). 
Ist hier, noch specieller, n = 3 und a= 1, so kommt: 

(1, 3)? = (9, 3) + (1, 2) 

eine Formel, welche den bekannten Satz ausspricht, dass in unserm 
Raum die Zah| derjenigen Strahlen eines zweistufigen Strahlsystems, 
welche zwei gegebene Gerade schneiden, gleich der Summe der beiden 
Zahlen ist, von denen die eine angiebt, wieviel Strahlen des Strahl- 
systems durch einen gegebenen Punkt gehen, die andere angiebt, wie- 
viel soleche Strahlen in einer gegebenen Ebene liegen. 

Da die Formel (5) nur fiir a + 6 S m — 1 bewiesen ist, so unter- 
suchen wir zweitens den Fall, dass in (a, n) (b,n) a+ b= n— 1 ist. 
Dann giebt es nach § 2,1 einen [a-+b-+ 1], der die gegebenen 
Hauptelemente [a] und [6] zugleich enthiilt. Demgemiiss kénnen wir 


mit Benutzung der bei der Ableitung von (5) eingefiihrten Bezeichnungs- 
weise schreiben: 


(6) (a, n) (b, n) = (a,a+b+1)(b,a+b+4+1). 

Das Product auf der rechten Seite dieser Gleichung kénnen wir 
nun aber nach Formel (5) auflésen, indem wir uns dort statt des 
vorausgesetzten [nm] einen [a + b+ 1] denken. Dadurch wird (a-.b 
—n-+1,n) zu (0,a+b+1), (a+b—n+2) wm (1,a+b), us. w., 
endlich (a, b + 1) bleibt (¢,b-+ 1). So erhilt man die gesuchte, fiir 
a+b<n— 1 giiltige Formel: 

(7) (a, n) (b,n) = (0,4 + b+ 1)+ (la+b)4+(2,a+b- 1) 
+:---+(4,6+ 1), 
wo wieder a < b gedacht ist. 
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Beispielsweise setzen wir » = 5, a = 2, b = 2, und erhalten: 


(2, 5)? a (0, 5) + (1, 4) + (2, 3), 


d. h. in Worten: In einem fiinfdimensionalen, linearen Raume ist die 
Zahl derjenigen Strahlen eines vierstufigen Strahlsystems, welche zwei 
gegebene Ebenen schneiden, gleich der Summe von drei Zahlen, von 
denen die erste angiebt, wieviel Strahlen durch einen gegebenen Punkt 
gehen, die zweite angiebt, wieviel Strahlen eine gegebene Gerade 
schneiden, und dabei in einem gegebenen durch diese Gerade gehen- 
den vierdimensionalen, linearen Raume liegen, die dritte angiebt, wie- 
viel Strahlen in einem gegebenen dreidimensionalen Raume liegen. 

Wir gehen nun zu dem allgemeinen Fall iiber, indem wir statt 
(a, n)(b, m) die Bedingung (a, «) (b, B) betrachten. Dieselbe setzt 
voraus, dass ein [«] und in demselben ein [a] gegeben ist, dass ferner 
ein [8] und in demselben ein [b] gegeben ist, und verlangt dann, dass 
ein Strahl sowohl in dem [@], wie in dem [A] liege, und ausserdem 
sowohl den [a] wie den [b] schneide. Da der Strahl sowohl in [a] 
wie in [6] liegen soll, so muss er in dem [a + 6 — n] liegen, der 
nach § 2, II dem [a] und dem [8] gemeinsam ist. Ein solcher, ganz 
in [« + 6 — n] liegender Strahl soll nun aber auch mit [a] einen 
Punkt gemeinsam haben. Dies kann er, da [a] zwar in [a], aber nicht 
in [a + 8B — n| liegt, nur dadurch, dass er das Hauptelement, welches, 
in [a] liegend, dem [a] und dem [a + 6 — n] gemeinsam ist, schneidet. 
Letztere haben aber nach § 2, II einen [a+ a+ 6 —n — a], d. h. 
einen [a + 6 — n]| gemeinsam. Analog haben [6] und [a + 6 — n] 
einen [6+ a@— mn] gemeinsam. Die zusammengesetzte Bedingung 
(a, «) (b, 8) wird also dadurch, und nur dadureh’ erfiillt, dass ein ganz 
in dem [a@ + 6 — n] liegender Strahl mit den in diesem [a@ + 6 — n] 
liegenden Hauptelementen [a+ 6— mn] und [b+ a — n] je einen 
Punkt gemeinsam hat. Demgemiiss kénnen wir, mit Benutzung der 
bei der Ableitung von Formel (5) eingefiihrten Bezeichnungsweise, 
schreiben: 


(8) (a, @) (b, B) = (a+f—n, a+B—n) (b+a—n, a+f—n). 


Das die rechte Seite dieser Gleichung bildende Product kénnen wir 
nun nach Formel (5) oder Formel (7) auflésen, wenn wir uns dort 
statt des vorausgesetzten [”] einen [# + 6 — n] denken. Die Formel 
(5) ist anzuwenden, wenn (a+f6—n)+(b+a—n)>(a+f—n)—1 
ist, d. h., wenn a+ 6 Sn —1 ist. Die Formel (7) ist anzuwenden, 
wenn (a+ 6 — »)+ (b+ a4—n)<(a+f6—n)—1 ist, d. h., wenn 
a+b<=n—1 ist. Wir ersetzen also in den Formeln (5) und (7) 
n durch a+ 6B — xn, a durch a+ 6 —n, and b durch b+ a— x, 


Dadurch erhalten wir: 
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Erstens: Fira+bsSn—1unda+8=—b+e@ gilt: 
(9) (4, @) (6,8) =(a+b—n+1,@+8—n) 
+(a+b—n+2,¢+8—n—-1) 
+(a+b—n+3,¢+ 8 —n— 2) 
+--+ (a+ 8—nb+a—n+)); 


Zweitens: Fira+b<n—1 unda+B—b+e@ gilt: 
(10) (a, @) (0,8) —(a+b+0¢+4+8—2n+41) 
+ (l,a+b+a@+8— 2n) 
+ (2 a+b6+@+8—2n—1) 
+--+ (a+ 8—n,6+a—n-+1). 


Die erste dieser beiden Hauptformeln enthilt rechts 6 — b Glieder, 
die zweite a + 6B —n-+ 1 Glieder. Beide Formeln werden congruent, 
wenn a+ b=—n—1 ist. Wenn man die Formel (9) auf den Fall, 
in welchem a + b < nm — 1 ist, und fiir welchen sie also oben nicht 
bewiesen ist, anwenden wollte, so erhielte man zuerst Bedingungs- 
symbole (p, g), in denen p negativ ist, und die also sinnlos sind, 
dann aber wiirden die Glieder der rechten Seite von Formel (10) folgen. 
Man kann daher die Unterscheidung der beiden Fille a + bS»— 1 
und a+ b<m — | fallen lassen, und immer nur die Forme] (9) an- 
wenden, wenn man dabei die Vorschrift beachtet, dass die sinnlosen 
Bedingungssymbole (p,q), wo p negativ ist, gleich Null zu setzen sind. 
Man erhialt so, falls man noch, was fiir die Anwendung zweckmiissig 
ist, die Addenden der rechten Seite von Formel (9) in umgekehrter 
Reihenfolge schreibt; die folgende Regel: 

11) Um die (4n — 2 — p— x — q—x)-fache, zusammengesetzte 
Bedingung (p, x) (q, x) durch (4n — 2 — p — a — q — «)-fache, 
Grundbedingungen auszudriicken, entscheide man zuerst, ob p + x 
kleiner, gleich oder grisser als q + a ist. Im ersten Falle setze man 
p=a,a=—a, gq=—b, «= 6, im dritten Falle setze man umgekehrt 
q=a, x=a, p=b, x=. Im eweiten Falle sind beide Ein- 
setzungen gestattet. Darauf setze man die vorgelegte, zusammengesetzte 
Bedingung gleich 
(a+ B—n,b+a—n+1)4+(a+f—n—1,b+a—n42) 

+ (a+fp—n—2,b+a—n+3)+---, 
nehme aber als letztes Glied dieser Summandenreihe das Glied 
(a+b—n+1,ae+ Bf —n). 
Erscheint schon vor diesem Gliede das Bedingungssymbol 
(,a+b+a+Bp—2n+1), 


so wird man von selbst dieses als den letzten Summanden betrachten, 
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da die etwa nachfolgenden sinnlos werden wiirden. Ist schon a+fB—n 
negativ, so erscheinen lauter sinnlose Symbole, d. h. die vorgelegte Be- 
dingung ist unerfiillbar. Es ist z. B. in einem [9]: 


(5,8) (4,9) = (4,9) (6,8) = (3,6) + (2,7) + (1,8); 

(5,8) (6,7) = (3,6); 

(3,7) (4,9) = (4,9) (3,7) = (2,4) + (1,5) + (0,6); 

(1,8) (7,9) ees (1,7) + (0,8); 

(5,9) (2,3) = 0. 
Aus unserer Hauptregel (11) entnehmen wir noch, wegen der An- 
wendungen in § 5 die folgenden speciellen Fille: 

Ist aS 1 und a < @ — 2, so kommt: 

(a, @) (n — 2, n) = (a, a — 1) + (a — 1, a); 

Ist aS 1 und a= ea — 1, so kommt: 

(a — 1, a) (n — 2, n) = (n — 2, n) (a — 1, «) = (a — 2, a); 

Ist a=0 und « S 2, so kommt: 

(0, «) (n — 2, n) = (0, a — 1); 
Ist a = 0 und « = 1, so kommt: 
(0, 1) (wn — 2, mn) = (n — 2, n) (0, 1) = 0. 
Diese Regeln kann man zu der einen Regel zusammenfassen, dass immer 
(12) (a, «) (n — 2, n) = (a, a — 1) + (a — 1, @) 
ist, wenn man die durch Anwendung dieser Formel etwa entstehenden, 
sinnlosen Bedingungssymbole gleich Null setzt. Die Sinnlosigkeit einer 
Bedingung (p,q) kann dabei erstens dadurch herbeigefiihrt werden, dass 
p negativ wird, zweitens auch dadurch, dass p = q wird. 

Wegen der Anwendung in § 6 betrachten wir noch die Zusam- 
mensetzung einer beliebigen Grundbedingung (a, «) mit der zwei- 
fachen Grundbedingung (n — 3, »). Hier kann man die Unterscheidung 
von Fallen wenn auch nicht unterlassen, so doch beschrinken, wenn 
man wieder die Vorschrift beachtet, dass etwa auftretende sinnlose 


Bedingungssymbole gleich Null zu setzen sind, Bei Festhaltung dieser 
Vorschrift erhalt man némlich: 


(13) = — 1, a) (n — 3, n) = (a — 3, a), und fir aca — 2: 

(a, @) (n — 3, n) = (a, a — 2) + (a—1,a—1)+(a— 2,2). 
Die durch die Hauptregel (11) geleistete Darstellung einer aus zwei 
Grundbedingungen zusammengesetzten Bedingung durch einfache Grund- 
bedingungen, hat man nur wiederholt anzuwenden, um auch das Pro- 
duct von drei und mehr Grundbedingungen als Summe von einfachen 


Grundbedingungen zu erhalten, wie folgende Beispiele zeigen, die sich 
wieder auf einen [9] beziehen sollen: 
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(7,9) (5,8) (6,7) _ (7,9)(3,6) _ (3,6) (7,9) = (3,5) + (2,6), 
oder: 

(7,9) (5,8) (6,7) = [(5,7) + (4,8)|(6,7) = (3,5) + (2,6), 
oder: 


(7,9) (5,8) (6,7) = (5,7) (5,8) = (3,5) + (2,6); 


(1,8) (7,9)(6,9) = [(1,7) + (0,8)] (6,9) = [(1,5) + (0,6)] + (0,6) 
— (1,5) + 2. (0,6), 


oder: 

(1,8) (7,9) (6,9) = (1,8)[(6,8) + (5,9)] = ((0,6)] + [(1,5) + (0,6)] 
= (1,5) + 2. (0,6). 

oder: 

(1,8) (7,9) (6,9) = (7,9) (11,6) + (0,7) | = L115) +(,6)] + [0,6)] 
= (1,5) + 2. (0,6). 

Ferner: 

(1,8) (7,9) (6,9) (6,8) = [(1,5)-+-2 . (0,6)] (6,8) = (0,3) + 2. 0 = (0,3), 

(1,8)(7,9) (6,9)? (6,8) = (0,3)(6,9) = (0,1); 

(5,8)(4,9)(7,9)? = (3,6) + (2,7)-+.(1,8)) [(6,9) + (7,8)] 

= [((3,4) + (2,5) + (1,6) + (2,5) + (1,6) + (0,7) 


Ban oe oils es 

+ [(2,5) + (1,6) +(0,7)] 

= (3,4) +3. (2,5) +4. (1,6) +3. (0,2), 
(5,8) (4,9) (7,9)*(3,8) = (8,4) +3 . (2,5) +4 . (1,6) +3 . 0,7)](38) 

=043.044.(0,1)+3.0—4.(0,1); 

(0,9)(6,9)* = (0,7) (6,9)? = (0,5) (6,9)? = (0,3) (5,9) = (0,1); 
(4,9)* = [(4,9)"]* = [(4,5) + @,6) + (2,7) + (1,8) + 0,9)? 

= (4,5) + (3,6)? + (2,7)? + (1,8)? + (0,9)? 

+ 2. (4,5) (3,6) + 2. (4,5) (2,7) did 

= (0,1) + (0,1) +(0,1)-+(0,1)+-0,1)-+2.042.04 --. 

= 5.(0,1). 
Diese Beispiele zeigen dreierlei: erstens, dass mit Hiilfe der Hauptregel 
(11) jede beliebige, aus Grundbedingungen zusammengesetzte Bedingung 
schliesslich in eine Summe von nicht-zusammengesetzten Grundbe- 
dingungen verwandelt werden kann, zweitens, dass man, falls die zusam- 
mengesetzte Grundbedingung mehr als zwei Grundbedingungen enthilt, 
meist auf mehreren Wegen zu dieser Summe gelangen, also Controlen 
der Rechnung erhalten kann, drittens dass man, falls die Dimension 
der zusammengesetzten Bedingung gleich der Constantenzahl 2(n— 1) 
des Strahles ist, zuletzt x - (0,1) erhalten muss, wo x eine nicht nega- 
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tive ganze Zahl ist. Da nun aber die 2(n—1)-fache Grundbedingung 
(0,1) von einem einzigen Strahle (F. 1) erfiillt wird, so ist x die Anzahl 
der Strahlen, welche die gegebene, zusammengesetete Bedingung erfiillen. 
Damit ist also die Aufgabe, die Anzahl derjenigen Strahlen zu finden, 
welche beliebige, gegebene Grundbedingungen erfiillen, vollstdndig gelist. 
Beispielsweise iibersetzen wir zwei von den in den obigen Beispielen 
erhaltenen Anzahlresultaten in Worte: 
(5,8) (3,8) (4,9) (7,9)* = 4. (0,1) = 4 bedeutet: 
Es giebt in einem [9] 4 Strahlen, von denen jeder in einem gegebenen 
|8} liegt, und einen gegebenen, in [8| liegenden [5] schneidet, ferner in 
einem andern gegebenen |8| liegt, und einen gegebenen, in diesem [8] 
liegentten |3| schneidet, ferner einen gegebenen |4| und zwei gegebene [7] 
schneidet. 
(4,9)! = 5. (0,1) = 5 bedeutet: 

Es giebt in einem [9] 5 Strahlen, von denen jeder jeden von vier ge- 
gebenen [4] schneidet. 

Zum Schluss stellen wir noch fiir den vierdimensionalen, linearen 
Raum die fundamentalen Anzahlen des Strahls zusammen: 


(O,1)=15; (0,2)(2,4)—=1; (0,3)(1,4)—=1; (0,3) (2,3)=0; (1,2)(1,4)—=0; 
(1,2) (2,3) = 1; 


(0,4)? =1; (0,4) (1,3) =0; (1,3)?=1; 
(0,3) (2,4)? =1; (1,2) (2,4)? = 1; (0,4) (1,4) (2,4) =| } (0,4) (2,3) (2,4) =0; 
(1,3) (1,4) (2,4)=1; (1,3) (2,3) (2,4)=1; (1.4)? =1; (1,4) (2,3)=1; 
(1,4) (2,3)? =0; (2,3)3=1; 
(0,4) (2,4)3==15; (1,3) (2,4)? ==2; (1,4)?(2,4)?—=2; (1,4) (2,3)(2,4)?—=1; 
(2,3)?(2,4)°=1; 
(1,4)(2,4)'==3; (2,3)(2,4)'=2; (2,4)°'= 


§ 5. 
Zahl der Strahlen eines |x], welche die einfache Bedingung, einen 


gegebenen [n—2] zu schneiden, beliebig oft, und ausserdem 
eine beliebige Grundbedingung erfiillen. 


Durch wiederholte Anwendung der Regel (12) des § 4 erhalt man 
nach und nach: 


(n—2,n) —(n— 2, mn); 

(n—2, n)? =(n— 3,n)+ (n—2,n—1); 

(n—2,n)> = (n— 4,n)+ 2(n—3, n—1); 
(n—2,n)t'=(n— 5,n)+ 3(n—4, n—1) + 2(n—3, n—2); 
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(n—-2, n)> = (n— 6,n)+ 4(n—5, n—1) + 5(n—4, n —2); 
(n—2, n)® = (n— 7,n)+ 5(n—6, n—1) + 9(n—5, n—2) 

+ 5(n—4,n-—-3); 
(n—2, n)' = (n— 8,n)+ 6(n—T, n—1) + 14(n—6, n—2) 

+ 14(n—5, n—3); 
(n —2, n)* = (n— 9,n)+ T(n—8, n—1) + 20(n—T7, n—2) 

+ 28(n—6, n—3) + 14(mn—5,n—4); * 
(n —-2, n)® = (n—10,n) + 8(n—9, n—1) + 27(n—8, n—2) 

+ 48(n—7, n—3) + 42(n— 6, n—4); 

u. Ss. W. 


Man erkennt hieraus ohne Weiteres, dass die e-te Potenz von (n@ 2,”) 
gleich einer Summe von gewissen Vielfachen der Bedingungen 
(n —e—1,mn), (n—e,n— 1), (n—e+1,n—2),... 

ist, und dass die letzte dieser Bedingungen (n — ? e—l, n— +) 
heisst, wenn e gerade ist, dagegen (n— 2. n— bet heisst, 
wenn e ungerade ist. Bezeichnet man also den Coefficienten des k-ten 
Addenden der Summe, welche gleich (n—2, mn) ist, mit p(e, k), so 
ergiebt sich: :, 
(1) (m—2, n)* = —(e,1).(n—e—1,n)+ (e, 2).(n— e,n—1) 

+ p(e,3).(n—e+1, n—2) 

+ yp (e,4).(n— e+2,n—3)+---, 
welche Summe soweit fortzusetzen ist, bis eine Grundbedingung (a, b) 
erscheinen wiirde, bei der a> b wire, und die also sinnlos wiirde. 


Das letzte Glied heisst also v(e, -* + 1) ° (n — : e—i,.e-— sa e), 


: e+1 3 e—1 
weun e gerade ist, und 9 (6, ; + )-(n— km od n— 


- = 2 


), wenn 
e ungerade ist. Es handelt sich nun noch darum, den Coefficienten 
p(e, k) allgemein durch e und & auszudriicken. Um dies zu erreichen, 
beachten wir, dass die obigen Coefficienten nach folgendem Bildungs- 
gesetze entstehen. Es ist immer: 

erstens: g(e,1)—1, 

zweitens: g (e, k) = p(e — 1,k) + p(e— 1, k — 1), 

drittens: @ (e, + e+ 1) = @ (c —1l, 5 e), wenn e gerade ist, 


Es ist also p(e, k) so zu bestimmen, dass diesen drei Bedingungen 
geniigt wird. Der zweiten Bedingung geniigt bekanntlich jeder 
Binomialcoefficient von der Form (e + ¢)k+a, woe und d ganze Zahlen 





Fundamentale Anzahlen bei » Dimensionen. 45 


sind, und deshalb auch jede Summe von Vielfachen solcher Binomial- 
coefficienten mit der Basis e +c. Um auch der ersten Bedingung zu 
gentigen, ist es am einfachsten, (e+ c),_, mit einer algebraischen 
Summe von Vielfachen von Binomialcoefficienten additiv zusammen- 
zusetzen, welche simmtlich die Basis (e + ¢) hahen, und deren Index 
kleiner als K — 1 ist. Aus den hiernach noch méglichen Functionen 
haben wir dann eine solche herauszusuchen, durch welche auch der 
dritten der obigen Bedingungen geniigt wird. So erhilt man: 

(2) p(e, k) = (e — Inn — (€— 1s 

oder Functionen, die wegen der Sitze iiber Binomialcoefficienten mit 


dieser identisch werden. Die erhaltene Function formen wir noch in 
folgender Weise um: 


tite ak (e—1)! (e—1)! 
P(E) =~ Nes — @—D-9™ E_ie—aT — Ese Ea 
(e—1)! 


= EnDie—k par Le k+ IC —k+2)—(K&—1) (K—2)] 


ally EOF el _ , €— 2k +38 
~ (k—1)l\(e—k-+1)! e—k+2”’ 





—2k+3 
(3) p(e, k) = ei: paene ’ 
Demnach lisst sich die e-te Potenz der einfachen Grundbedingung 


(n—2,m) auf folgende Weise durch die e-fachen Grundbedingungen 
ausdriicken : 


(4) (n — 2, n)' = (n —e —1,n) +e, -°—* -(n — e,n — 1) 


+ e+ *=*. (mn —e+1,n — 2) 


e 


+ @+ <=> + (n—e+2,n—3)4---, 


e 


welche Summe abzubrechen ist, sobald ein sinnloses Bedingungssymbol 
erscheint, oder, was auf dasselbe hinauskommt, sobald ein Coefficient 
Null oder negativ wird. 

Mit Hiilfe dieser Formel kann man z. B. die Anzahl der Strahlen, 
welche die beliebige Grundbedingung (a, @) erfiillen und zugleich die 
Grundbedingung (n — 2, n) (a + a — 1)-mal erfiillen, direct durch a 
und «@ ausdriicken. Zu diesem Zwecke hat man in (4) e=a+a—1 
zu setzen, und jede der Grundbedingungen (n—e—1, n), (n—e,n—1), 
(n—e+1,n—2) u.s. w. mit (a, @) zusammenzusetzen. Die so 
erhaltenen zusammengesetzten Bedingungen werden aber siimmtlich 
unerfiillbar, mit Ausnahme von (n — «, » — a) (a, «), wofiir sich nach 
§ 4 (0,1) ergiebt. Es ist also, da (0,1) = 1 ist, die gesuchte Anzahl 
gleich dem Coefficienten, mit dem in (4) die Grundbedingung (n—e,n—a) 
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multiplicirt erscheint. Es ist dies der Coefficient des (a + 1)-ten 
Addenden, also 

e—2a+l 

e—a+i1’ 


ex=a+a--1 


Ca* 
wo 


ist, d. h. 
(a+a—1i1)! aw-—a ras (a+ a)! a—a a—a 


a!(@— 1)! a ata! a+a = (@+a)a° a+a’ * 
also: 
(5) (a, a) (n — 2, n)ete—! = ,* ea = “ + a)a. 
Demnach ist immer *— a qa +a), die Anzahl der Strahlen, 
welche in einem [n| einen gegebenen \a] schneiden, dabei in einem durch 


[a] gehenden [| liegen, und ausserdem (a + a — 1) beliebig gegebene 
[x — 2] schneiden. Es ergiebt sich hieraus z. B. fiir a=—0, a = 2, 


dass es oT - (2+ 0), = 1 Strahl giebt, der in unserm Raume in 


einem gegebenen Strahlbiischel liegt und zngleich eine gegebene Gerade 
schneidet; ferner fiir a= & , «@=4, dass es in einem vierdimen- 


sionalen, linearen Raume * — -(4+-1), = 3 Strahlen giebt, die eine 


gegebene Gerade und vier gegebene Ebenen schneiden, ein Resultat, 
das schon am Schluss von § 4 vorkommt. Bemerkenswerth ist der Fall, 
wo a==0 und a@ beliebig ist. Dann erhalt man = (@+0), = 1. 


Es giebt also in jedem [| immer nur einen einzigen Strahl, der 
durch einen gegebenen Punkt geht, in einem beliebigen, diesen Punkt 
enthaltenden [a] liegt, und « — 1 gegebene [nm — 2] schneidet, gl-“ 
viel wie gross «@ ist. 

Schliesslich bestimmen wir noch die Zahl (n—2, n)?*-*, d.h. die 
Anzahl der Strahlen, welche in einem [| mur die einfache Grund- 
bedingung hinlinglich oft, d. h. (2m — 2) mal, erfiillen. Man kann 
diese Zahl erstens aus (5) entnehmen, indem man sich unter (a, @) 
die nullfache Grundbedingung (nm —1, ) vorstellt, zweitens auch aus 
(5), indem man sich unter (a, «) die einfache Grundbedingung (n — 2,n) 
vorstellt, drittens aus (1), indem man e = 2n — 2 setzt. Je nachdem 
man den ersten, zweiten oder dritten Weg einschligt, erhilt man fiir 
die gesuchte Zahl: 


(6) Se 7 (2n—1)-1 oder = gy *(2m—2),-2 oder 


(0,1) - p(2n —2, n) = (2n—2),1++- 


Alle drei Resultate erweisen sich als identisch und ergeben den Satz: 


liner 


alge 
Rau 
2n 

Uy 


geg 
dim 
von 
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Die Anzahl der Strahlen, welche in einem n-dimensionalen, linearen 

Raume jeden von 2n —2 beliebig gegebenen (n — 2)-dimensionalen, 
” ; . . , (2% —1) 
linearen Réumen zu schneiden vermidgen, betragt —— we * 

Es wird vielleicht nicht iiberfliissig sein, dieses Resultat auch in 
algebraischer Form auszusprechen Dass in einem [n] 2n—2 lineare 
Raiume (n—2)-ter Dimension gegeben sind, bedeutet algebraisch, dass 
2n —2 Systeme von je zwei Gleichungen zwischen » Variabeln 
@y, Vy, %y,..++,%_ Von der Form: 


ort + ay Ly + Ay Hy + ++ ++ Anta, 
Ly = a + ay Hy + a, 2%, + +++ + Ante 
gegeben sind. Wenn nun ein gesuchter Strahl einen solchen (n— 2)- 


dimensionalen Raum schneiden soll, so heisst dies, dass ein System 
von » — 1 Gleichungen von der Form: 


2 = — YX, + %, 
33 = — 3%, + 43, 


Ln = — Yn, + Sn 
mit dem jenen Raum darstellenden Gleichungssysteme eine Werthgruppe 
der %,, %j, %, -.., , gemeinsam haben soll. Hierzu ist erforderlich, 
dass zwischen den 2n — 2 Grossen y,, Y3,- +.) Yny 22) 23) +++) Sn eine 
Gleichung besteht. Man erhilt dieselbe durch Elimination der 
Uy, Uy, +++) Ly aus den 2+ (n—1) Gleichungen der beiden Systeme 
in folgender- Form: 


(7) + Oy fp Oy %y a + 4, oe @’ + Gy 2+ ds’ fg -+-+--+ a, 2, 

1+ 4242+ G3¥3 +--+ 4,9, 1+ de Yo+ G3 ¥g +--+ ay, 
Da eine solche Bedingungsgleichung fiir jeden der 2 — 2 linearen 
Riiume stattfinden muss, so erhalten wir aus (6) den Satz: 

Einem System von 2n—2 Gleichungen, welche alle die Form der 
heath | eh. Werth- 
2n— 1 
gruppen der 2n —2 Unbekannten y,, Ys, «+5 Yny 2) 23) ++ +> Sn geniigt. 





in (7) angefiihrten Gleichungen haben, wird durch 


§ 6. 
Zahl der Strahlen eines [n], welche die zweifache Bedingung, einen 
gegebenen [»—3] zu schneiden, beliebig oft, und ausserdem eine 
beliebige Grundbedingung erfiillen. 


Durch wiederholte Anwendung der Regel (13) des § 4 erhilt man 
nach und nach: 


*) Wegen dieser Anzahl vergl. die Anmerkung auf Seite 27, 
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(n—3,n) = (n— 3,n); 

(n—3.n)? = (n— 5,n)+ (n— 4,n—1)+ (n— 3,n—2); 

(mn —3,n)* = (n— 7,n)+ 2(n— 6,n—1)+ 3(n— 5, n—2) 
+ (n— 4,n—83); 

(n—3,n)* = (n— 9,n) + 3(n— 8,n—1)+ 6(n— 7, n—2) 
+ 6(m— 6,n—3)+ 3(n-- 5, n—4); 

(n--3,n)° = (n—11,”)-+ 4(m—10,n—1) + 10(n— 9, n—2)+ 
+ 15(n— 8, n—3) + 15(n— 7, n—4) 
+ 6(n— 6,n—5); 

(n—3,n)® = (n—13,) + 5(m—12, n—1) + 15(n —11, n— 2) 
+ 29(n— 10, n—3) + 40(n— 9, n—4) 
+ 36(n— 8, n—5) + 15(n— 7, n—6); 


u. 8S. W. 


Hieraus ersieht man ohne Weiteres: 
(1) (n—3, n)j* = p(e,1) (n—2e— 1, n) + We, 2) (n—2e, n—1) 
+ v(e,3) (n—2e+1, n—2) + w(e,4)(n—2e+2,n—3) 
+-+-+ v(e,e+1)(mn —e—1,n—e), : 
wo w(e, k) den Coefficienten des h-ten Addenden der Summe bezeichnet, 
die gleich (n — 3, n)* ist. Es handelt sich also nur noch darum, den 


Coefficienten y(e, k) allgemein durch ¢ und k auszudriicken. Zu diesem 
Zwecke beachten wir das Bildungsgesetz, nach welchem die obigen 
Coefficienten entstehen. Dieses lisst sich ausdriicken, wie folgt: 

erstens: w(e, 1) = 1, 

zweitens: w(e, 2) =e — 1, 

drittens: w(e, k) = w(e—1, k) + w(e—1, k—1) + v(e—1, k —2) 

fir 3<k<e, 

viertens: w(e, e+ 1) = w(e—1, e—1). 
Eine Ueberlegung, iihnlich der, welche in § 5 einen Ausdruck fiir 
p(e, k) liefert, fiihrt dazu, dass diesen vier Bedingungen geniigt wird, 
wenn gesetzt wird: 
(2) (e,k)—=(e+k—3),_2—e,.(e+k—6).2+¢e,.(e+k—9).2—:+:, 
welche Reihe von selbst abbricht, sobald die Basen e + k — 3p der 
Binomialeoefficienten (e+ — 3p), kleiner als der Index e— 2 werden. 
Wir beweisen zuniichst, dass dieser Ausdruck von o(e, &) der dritten 
der obigen vier Bedingungen geniigt. Zu diesem Zweck addiren wir 
die drei Gleichungen : 


v(e—1, k) = (e-+k—4).-5 — (1), .(e+k—Te-s 


| 


a 
nH 


oe oe 
nH 


eo ae F&F & 
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w(e—1, k—1) = (e+ k—5),_3 — (e—1), .(e +k—8)e-s 
+ (e—1),. (e+ —11)-3 —---, 
y(e—1) kK—2) = (e+ k—6).-s — (e—1), (e+ k—9).-2 
+ (e—1),. (e+h—12).-3 — +>. 
Die Summe der drei ersten Glieder rechts giebt nach einem bekannten 
Satze tiber Binomialcoefficienten: (e+4—3),-2 — (e+k—6),-2; die 
Summe der drei zweiten Glieder rechts giebt analog: 
— (e—1), [((e+4—6).-2 — (¢+k—9),-2], 
die Summe der drei dritten Glieder giebt ebenso: 
+ (e—1), [((e+k—9),2 — (e+k—12),_9], u. s. w. 
Demnach ist: 
y(e—1, k) + v(e— 1, k—1) + y(e—l, k—2) 

= (e+k—3)--2 — [1+ (e—1),] €+h—6)--2 

+ [(e—1), + (¢— 1a] (C+ kes 

— [(e— 1), + (e— Ig] (eH h—12).-2 + ++ 

= (e+k—3),2 — e,.(e+k—6),_2 + €,.(e +k—9)e-2 

— ¢.(e-+k—12).-2 +++, 
welcher Ausdruck gleich w(e, k) ist. Dass ferner durch den Ausdruck 
in (2) auch der ersten und zweiten Bedingung geniigt wird, ergiebt 
sich daraus, dass fiir k = 1 und k = 2 alle auf das erste Glied folgen- 
den Glieder Null werden, und dass das erste Glied zu (e—2),» = 1 
bezw. zu (e —1),2 =e — 1 wird. Um die vierte Bedingung zu be- 
weisen, beachten wir, dass die Gleichung 

¥(e, k) = w(e—1, k) + v(e—1, k—1) + v(e—1, k—2) 
oben fiir jedes k bewiesen ist, und dass man dieselbe deshalb auch 
auf Coefficienten anwenden kann, die Null oder negativ werden. Wir 
kénnen demzufolge die Coefficienten in den Ausdriicken fiir die Potenzen 
von (n—3, m) simmtlich auch dadurch erhalten, dass wir der Formel 
(2) die Werthe von (2, k) fiir alle méglichen positiven k entnehmen, 


und dann nur die erste, zweite und dritte Bedingung anwenden. So 
ergiebt sich die Coefficiententafel: 





}-t|-1| 0} o | o | oj o | 0 


~ti 6) eee 1S 18 o | 0 
~t§ } 26 | +o 6 “s|—1 0 0 
—6 |—15|—15) —10| al 


15 |— 15 — 36} — 40) —29 | 


—5|.. 
| 91 | 36 |—36|—91,—105| —84 | —49]|., 


154 | 238 280 | 232 | 91 |—91| (= 288 | — 200 | — 288 
| | \ 
Mathematische Annalen. XXVI, 4 
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Da nun einmal in der ersten Horizontalreihe die Coefficienten 1, 1, 1, 
—1, —1, —1, 0, 0,... heissen, so muss in der zweiten Reihe der 
fiinfte Coefficient das Negative des vierten, der sechste das Negative 
des dritten, u. s. w. sein. Aus dieser Eigenschaft der dritten Reihe 
folgt dann die analoge Eigenschaft der vierten Reihe u. s. f. Es ist 
also immer w(e, k) = — o(e, 2e —k-+ 3), und speciell w(e — 1, e) 
=—v(e—1,e-+ 1). Hieraus folgt aber bei Anwendung der dritten 
Bedingung de Richtigkeit der vierten Bedingung; denn 

v(e, e+1) = o(e—1, e+ 1) + v(e—1, e) + v(e—]1, e—1) 
wird wegen der eben bewiesenen Relation zu w(e,e+ 1)—w(e—1,e—1). 

Die Forme] (1), deren Coefficienten nunmehr durch e ausgedriickt 
sind, multipliciren wir jetzt mit der beliebigen Grundbedingung (a, «), 
und bestimmen dabei e so, dass die Dimension von (n—3, n)* (a, @) 
gleich der Constantenzahl 2 — 2 des Strahls wird. Dadurch erhalten 


wir 2e + 2n—1—a— a= 2n— 2, alsoe= stem! - Von den 

entstandenen (2 — 2)-fachen, zusammengesetzten Grundbedingungen 

(a, a) (n — 2e — 1, n), (a, a) (n — 2e,n— 1) u. 8s. w. werden nun 

simmtliche unerfiillbar, ausser (a, @) (n — a, m — a) = (0,1). Deshalb 
past ae 

ist die Zahl (a, a) (mn —3,») * gleich dem Coefficienten 


v(*te=", a+ 1), 


fiir welchen sich aus (2) ergiebt: 
a+a— 


(3) ‘ee, saat lg oe ce  * ‘Same ae? 


2 i ae 


+(*9=).. cetecm | 4 “i 


Wir benutzen ferner die Formeln (1) und (2), um, mit Hilfe von 
§ 5, Formel (5), die Anzahl der Strahlen zu berechnen, welche die Be- 
dingung (n — 3,n) e-mal und die Bedingung (n — 2, n) (2n—2—2e)- 
mal erfiillen. Fiir diese Anzahl erhailt man: 

‘ ¢ 2e+1 ‘ 2e—1 
(4) (2n—2e—1)q- = 22 F* 4 [(e—1) ea] -(2n—2e— Int GS 


+le2-@e—Se— i)... — 


2n—2e—1 


+ ((e¢+1)2—& -(€ —2)--¢]+(2n—2Ze—1)n_-s- a en 


+ [(¢-+2)e-2—6,-(e— 1)e-2] «(2m —2e — ea ggg ny 





2e—5 


Schliesslich setzen wir in (1) e=—»—1 oder in (3)a=n—1, «=n, 
und erhalten dadurch: 
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(5) w(m—1,m) oder (2 — 4), -3—(n—1),(2n—T7),-s 
+(n—1),(2n—10)n-s—-+*, 

was nach Formel (2) identisch ist. Dieses Resultat lautet in Worten: 

Die Anzahl derjenigen Strahlen eines n-dimensionalen, linearen 
Raumes, welche jeden von n—1 beliebig gegebenen (n —3)-dimensionalen 
Réumen schneiden, betrigt: 

(2m — 4)n—s —- (wm — 1), (2m — T)n-s + (nm — 1), (2m — 10),_3 
— (n—1), (2m — 13)n-s +:--, 
also z. B. fiir n = 9: 
14, — 8, . 11, + 8, . 8, = 91. 


In derselben Weise, wie fiir den Strahl habe ich auch fir die 
Ebene und fir beliebig-stufige Hauptelemente einen Theil der Grund- 
lagen zur Berechnung der zugehérigen fundamentalen Anzahlen fest- 
gestellt. Doch werde ich in der Abhandlung, welche ich zuniichst 
verdffentlichen werde, nicht diese Erweiterung des Inhalts der vor- 
liegenden Abhandlung zeigen, sondern die hier gewonnenen Resultate, 
namentlich den Inhalt von § 3 und § 4, dazu benutzen, um die Tan- 
gentensingularitiiten eines in einem [m] liegenden, (m —1)-stufigen, 
punktallgemeinen Raumes m-ten Grades, also n-dimensionale Verall- 
gemeinerungen von gewissen vielstudierten Theilen der Flachentheorie, 
anzahlgeometrisch zu behandeln. 


Hamburg, October 1884. 





Die n-dimensionale Verallgemeinerung der Anzahlen fiir die 
vielpunktig beriihrenden Tangenten einer punktallgemeinen 
Flache m-ten Grades. 


Von 


Hermann Scuusert in Hamburg. 


Fiir eine in unserm dreidimensionalen Raume liegende, punkt- 
allgemeine Fliiche m-ten Grades sind die Anzahlen, welche angeben, 
wie viel vierpunktig beriihrende Tangenten eine gegebene Gerade 
schneiden, oder ihren Beriihrungspunkt auf einer gegebenen Ebene 
haben, und wie viel Tangenten fiinfpunktig beriihren, sowie alle ver- 
wandten Singularititenzahlen gewisse ganze Functionen von m, die 
z. B. in den genannten Fiillen von Salmon und vom Verfasser (vgl. 
im ,,Kalkiil der abzihl. Geometrie“: § 33 und Literaturverz. S. 341) 
bestimmt sind. Die Coefficienten dieser ganzen Functionen sind be- 
stimmte rationale Zahlen, denen man nicht ansehen kann, in welcher 
Weise sie von der Dimension drei des Raumes und von der Natur der 
betreffenden Singularitiiten abhiingen. Um diess deutlich zu erkennen, 
und um zugleich die Anwendbarkeit meiner Abziihlungsmethode auch 
bei Zugrundelegung eines n-dimensionalen, linearen Raumes zu zeigen, 
lése ich hier (§ 6, F. 2) in voller Allgemeinheit die folgende Aufgabe: 

Fiir einen in einem n-dimensionalen linearen Rauwme liegenden, 
(m — 1)-dimensionalen, punktallgemeinen Raum m-ten Grades RY, die 
Anzahl derjenigen Geraden durch m und n auszudriicken, welche den 


Ri in i+ 1 wnendlich nahen Punkten beriihren, dabei selbst eine be- 
liebige gegebene Grundbedingung erfiillen, und auch ihren Beriihrungs- 
punkt eine solche erfiillen lassen. 

Was hier unter Grundbedingung zu verstehen ist, geht aus § 3 
meiner der vorliegenden Abh, hier vorangestellten Abhandlung ,,Die n- 
dimensionalen Verallgemeinerungen der fundamentalen Anzahlen unseres 
Raums“*) hervor. Dort sind auch die simmtlichen Grundbedingungen 
des Punktes und des Strahles zusammengestellt und mit leicht verstiind- 


*) Diese Abhandlung nenne ich im Folgenden abkiirzend ,,Fund. Anz.‘ Von 
den Resultaten der ,,Fund. Anz.‘‘ benutze ich hier namentlich die dort in § 4 
bewiesenen wichtigen Formeln (9) und (10), welche fiir den Strahl jede aus zwei 
Grundbedingungen zusammengesetzte Bedingung durch nicht-zusammengesetzte 
Bedingungen ausdriicken. 
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lichen Symbolen bezeichnet. Da ich diese Symbole auch in der vor- 
liegenden Abhandlung anwende, so wiederhole ich hier, was sie be- 
deuten: 

Das Symbol [a] bedeutet einen a-dimensionalen, linearen Raum, 
und dem entsprechend das Symbol (a) die Bedingung, dass ein Punkt 
in einem gegebenen [a] liegen soll; 

das Symbol [a, «] bedeutet die Gesammtheit der Strahlen, welche, 
ganz in einem gegebenen [a] liegend, einen in diesem [a] befindlichen, 
gegebenen [a] schneiden, d. h. einpunktig treffen, und dem ent- 
sprechend das Symbol (a, «) die Bedingung, dass ein Strahl einer ge- 
gebenen Gesammtheit (a, «) angehdrt*). 

Einen a-dimensionalen Raum, der m-ten Grades ist, d. h. der m 
mit einem gegebenen [n—a] Punkte gemein hat, bezeichne ich mit Ro. 
Die Dimension des linearen Raumes, in dem die erérterten Gebilde 
liegend gedacht werden sollen, ist immer , wenn nicht eine andere 
Dimension ausdricklich gesagt ist. 

Das Hauptziel der vorliegenden Abhandlung ist die in § 4, § 5 und 
§ 6 bewerkstelligte Lésung der oben ausgesprochenen Aufgabe. Um 
jedoch die in dieser Aufgabe angestrebte Anzahl ermitteln zu kénnen, 
hat man zwei allgemeine Formeln néthig. Die erste dieser Formeln 
(§ 1) ist die m-dimensionale Verallgemeinerung der von mir in § 7 
(S. 25) meines ,,Calciils‘‘ abgeleiteten, und als ,,Incidenzformel zwischen 
Punkt und Strahl bezeichneten Formel. Die zweite Formel (§ 2), 
die man nothig hat, ist die m-dimensionale Verallgemeinerung der von 
mir in § 14 (S. 44) meines ,,Calciils abgeleiteten und als ,,Coincidenz- 
formel des Punktpaares“ bezeichneten Formel. Aus beiden Formeln 
habe ich noch viele andere Incidenz- und Coincidenzformeln abgeleitet; 
von diesen sind jedoch hier, der Kiirze wegen, nur diejenigen ent- 
wickelt, welche in den folgenden Paragraphen Anwendung finden. 
Der letzte Paragraph enthilt einige naheliegende Specialisirungen des 
in § 6 gewonnenen allgemeinen Resultats. 

Um méglichst kurz zu sein, und um Complicationen zu _ver- 
meiden, habe ich nur solche Tangenten beriicksichtigt, welche einen 
Riv. an einer Stelle (¢ + 1)-punktig beriihren, und sonst m —i — 1 
einfache Schnittpunkte besitzen. Ich bemerke jedoch, dass ohne weitere, 
theoretische Schwierigkeit sich in aihnlicher Weise auch alle Anzahlen 
ermitteln lassen, welche auf solche Tangenten Bezug nehmen, die an 
einer Stelle k,-punktig, an einer zweiten Stelle k,-punktig, an einer 
dritten Stelle &,-punktig u. s. w. beriihren. 


*) Die Gebilde [a] bezw. [a, «] nenne ich Grundgebilde des Punktes bezw. 
des Strahls, und die Bedingungen (a) bezw. (a, a) nenne ich Grundbedingungen 
des Punktes bezw. des Strahls. (Fund, Anz. § 3). 
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§ 1. 
Die grundlegende Incidenzformel zwischen Punkt und Strahl. 


Dem Gebilde, welches aus einem Strahle g und einem darauf be- 
findlichen Punkte p besteht, und welches desshalb (nach ,,Fund. Anz.“, 
§ 3) die Constantenzahl (2n — 2)+ 1—2n —1 hat, sei die zu- 
sammengesetzte Bedingung 


(a, n) (n — 1) 
auferlegt, d. h. die Bedingung, dass der Strahl g einen gegebenen 
[a] schneiden soll, und dass zugleich der Punkt p in einem gegebenen 
[n—1] liegen soll. Da diese Bedingung die Dimension (2n — 1 —a—n) 
+ (n — n+ 1) oder n — aa hat, so ist durch sie und eine beliebige, 
hinzutretende und von ihr unabhingige (2m — 1 — m + a)-fache, 
d. h. (n+ a — 1)-fache, algebraische Bedingung Z eine endliche 
Anzahl von Gebilden bestimmt. Nach dem Princip von der Erhaltung 
der Anzahl bleibt diese endliche Anzahl erhalten oder wird unendlich, 
wenn man den beiden, die Bedingung (a,)(m — 1) definirenden 
linearen Riumen [a] und [m — 1] die allgemeine Lage zu einander 
nimmt und eine specielle Lage zu einander ertheilt. Desshalb legen 
wir den Raum [a] in den Raum [nw — 1]. Jetzt ist die gestellte Be- 
dingung (a,) (wn -- 1) nur auf zweierlei Weise erfiillbar, entweder 
dadurch, dass der Punkt p in dem Raume [a] liegt, oder dadurch, 
dass der Strahl g in dem Raume [n — 1] liegt, und dabei den in dem 
[m — 1] liegenden [a] schneidet. Im ersten Falle erfillt das aus p 
und g bestehende Gebilde die Bedingung (a), im zweiten Falle die 
Bedingung (a, n — 1). Da nun beide Bedingungen, (a), und (a, n —1), 
die Dimension » — a, also dieselbe Dimension wie (a, n) (mn — i) 
haben, so ist die oben erwiahnte, endliche Anzahl durch die Lage- 
specialisirung nicht unendlich geworden, und es ergiebt sich desshalb 
die wichtige Formel: 
(a, n) (m — 1) = (a) + (a, » — 1). 

Hierbei kann @ jede der ganzen Zahlen von 0 bis n — 2 sein. 
Der héchste Werth aber, den a haben kann, damit (a, ) Sinn be- 
halt, ist » — 1. Auch in diesem Falle ist die Incidenzformel (1) noch 
wichtig, wenn man das dann auftretende, sinnlose Symbol (m — 1, » — 1) 
gleich null setzt. Es kommt nimlich dann, da (n — 1, m) selbstver- 


stindlich immer erfillt wird, (n—1)—(m—1). Fir a=n—2 


ergiebt sich speciell: (m — 2, mn) (m —1) = (nm — 2) + (m — 2, — 1). 
Setzt man ferner in Formel (1) » = 3 und dann a = 1 oder a= (0, 
so ergeben sich die Incidenzformeln, welche ich in meinem Kalciil der 


abzihl. Geom. (§ 7) in der Form pg=p*+ gy, beazw. pg, = p*+ g, 
geschrieben habe. 








ge 
ge 


eoeclUC tll!” 
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Die obige Incidenzformel lautet in Worten: 

Die Anzahl derjenigen, aus einem Strahl g und einem darauf be- 
findlichen Punkte p bestehenden Gebilde, welche eine beliebige, algebraische, 
(n + a — 1)-fache Bedingung Z erfiillen, ihren Strahl g einen ge- 
gebenen a-dimensionalen, linearen Raum [a] schneiden lassen, und 
dabei auch ihren Punkt p auf einem gegebenen (n — 1) -dimensionalen, 
linearen Raume [n — 1] besitzen, ist gleich der Summe der beiden 
Zahlen, von denen die eine angiebt, wie viel solcher Gebilde die Be- 
dingung Z erfiillen und ihren Punkt p auf einem gegebenen [a] be- 
sitzen, die andere angiebt, wie viel solcher Gebilde die Bedingung Z 
erfiillen, und die Eigenschaft haben, dass ihr Strahl g in einem ge- 
gebenen [n — 1] liegt und dabei einen in dem [n — 1] befindlichen, 
gegebenen [a] schneidet. 

Aus der obigen grundlegenden Incidenzformel lassen sich durch 
Multiplication mit den auf p und g beziiglichen Grundbedingungen, 
bei Benutzung der in § 4 der ,,Fund. Anz.“ fiir die Multiplication 
von Grundbedingungen aufgestellten Hauptformeln, alle iibrigen In- 
cidenzformeln ableiten. 


§ 2. 
Die grundlegende Coincidenzformel fiir Punktepaare. 


Der Correspondenzsatz, welcher in unserm dreidimensionalen 
Raume fiir die Punkte einer Geraden , die Strahlen eines Strahlbiischels 
und die Ebenen eines Ebenenbiischels besteht, gilt auch fiir die Ele- 
mente jedes einstufigen Grundgebildes, das in einem »-dimensionalen, 
linearen Raume [] liegt. Um diess ftir die oot Riume [n — 1] ein- 
zusehen, welche einen und denselben festen [n — 2] gemeinsam haben, 
denke man sich in dem [mn] eine beliebige, feste Gerade g, und deren 
Punkte als ihre Schnittpunkte mit den co' Raiumen [n — 1], so dass 
sich jedem [nm — 1] ein Punkt auf g als Schnittpunkt zuordnet. Wenn 
nun einem [nm — 1] B andere |n — 1] in gewisser Weise entsprechen, 
und umgekehrt a Riume [m — 1] einem dieser 6 [nm — 1] entsprechen, 
so ist dadurch auch eine Correspondenz (a, 6) zwischen den zugeord- 
neten Punkten von g festgestellt. Da nun « + 6 Punkte auf g liegen, 
welche durch diese Correspondenz sich selbst entsprechen, so giebt es 
auch «@ + 6 durch den festen [n — 2] gehende [m — 1], die sich selbst 
entsprechen. Durch diese Erkenntniss sind wir im Stande, die all- 
gemeine Formel fiir die Coincidenz von Punkten abzuleiten. Wir 
denken uns zu diesem Zwecke ein einstufiges System von Gebilden 
(Punktepaaren], deren jedes aus zwei Punkten p und p’ und ihrer 
Verbindungsgeraden g besteht. Es bezeichne (m — 1) die Zahl der- 
jenigen Gebilde dieses Systems, welche ihren Punkt p auf einem ge- 
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gebenen [mn — 1] haben, (m — 1) die Zahl derjenigen Gebilde dieses 
Systems, welche ihren Punkt p’ auf einem gegebenen [n — 1] haben, 
und (n —2,m) die Zahl derjenigen Gebilde dieses Systems, welche 
ihre Verbindungsgerade einen gegebenen [nm — 2] schneiden lassen. 
Legt man nun durch einen festen [m — 2] und je zwei einem und 
demselben Gebilde angehérige Punkte p und p’ je zwei (m — 1)-di- 
mensionale lineare Riume, so entsteht eine Correspondenz zwischen 


den co! durch den [mn — 2] gehenden Riumen. Diese Correspondenz 
fiihrt nach dem Obigen zu 


(n — 1) + (n—1y 
sich selbst entsprechenden Riiumen, Wenn aber ein solcher Raum 
sich selbst entspricht, so kann diess nur von zweierlei herriihren, 
erstens davon, dass die Verbindungsgerade eines Punktepaares den 
festen [m — 2] schneidet, zweitens davon, dass in einem Punktepaare 
die Punkte p und p’ zusammenfallen. Demnach erhilt man als 
Coincidenzformel fiir Punktepaare: 
(n — 1) + (n — 1) — (n — 2, n) =e, 

wo € die Zahl derjenigen Gebilde des vorausgeseteten einstufigen Systems 
bedeutet, auf denen die Punkte p und p’ zusammenfallen. 

Aus dieser grundlegenden Coincidenzformel lassen sich durch 
Multiplication mit den auf p, p’ und g beziiglichen Grundbedingungen, 
bei Benutzung der Incidenzformeln (§ 1), alle -iibrigen Coincidenz- 
formeln ableiten. Eine derselben folgt in § 3. 


§ 3. 
Schnitt einer Linienfliche mit einem (» — 1)-dimensionalen Raum 
m-ten Grades. 


Obwohl auch rein algebraisch erkannt werden kann, dass ein 
(m — 1)-dimensionaler Punktraum m-ten Grades eine Linienfliche 
m’-ten Grades in einer Curve (m.m)-ten Grades schneidet, ziehen 
wir es vor, diesen im Folgenden (§ 4) zur Anwendung kommenden 
Satz mit Hilfe der in § 2 abgeleiteten Punktepaar-Formel zu be- 
weisen, Zu diesem Zwecke multipliciren wir die letztere mit der auf 
den Verbindungsstrahl g der Punkte p und p’ beziiglichen Bedingung 
(O, m), und erhalten: 


(O, n) (wn — 1) + (0, n) (n — 1) — (m — 2, n) (0, n) = €(0, n). 
Statt (0, m) (wn — 1) kann man nach § 1 : (0) + (0, » — 1) setzen, 
und ebenso (0) + (0, m — 1) statt (0, m) (wm — 1). Ferner kann man 
nach der in § 4 der ,,Fund. Anz.“ abgeleiteten Formel (n— 2, ») (0,n) 
gleich (0, m — 1) setzen. Diese Einsetzungen ergeben: 


(0) + (0) + (0, n — 1) = «(0, n). 
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Diese Formel kann in Worten folgendermassen ausgesprochen 
werden: 

Zwischen den co" Punkten eines n-dimensionalen, linearen Raumes 
bestehe eine Correspondenz derartig, dass jedem beliebigen Punkte in 
gewisser Weise 6 Punkte entsprechen, und dass umgekehrt jedem dieser 
6 Punkte « Punkte entsprechen. Ferner habe das n-stufige System der 
Verbindungsgeraden je zweier einander entsprechender Punkte die Eigen- 
schaft, dass in einem gegebenen (n — 1)-dimensionalen, linearen Raume 
y solcher Verbindungsgeraden durch einen in diesem Raume gegebenen 
Punkt gehen. Dann ist 


a+tB+y 


die Zahl der Punkte, denen ein entsprechender Punkt derartig unendlich 
nahe liegt, dass die Verbindungsgerade der beiden unendlich nahen 
Punkte durch einen beliebig gegebenen Punkt geht. Zu dieser Zahl ge- 
hiren also auch die vollen Coincidenzen, d. h. solche Paare wnendlich 


naher Punkte, bei denen die Richtung der Verbindungsgeraden villig 
unbestimmt wird. 


Mit Hilfe dieses Satzes kann man leicht die Zahl x der gemein- 
samen Punkte eines (x — 1)-dimensionalen Raumes m-ten Grades 
Ri. und einer Curve (ein-dimensionaler Raum) m’-ten Grades Rv 
bestimmen, indem man jeden Punkt von Ri mit jedem Punkte von 
Ri: zueinem Punktepaar zusammenfasst. Dann sind die Symbole 
(0) und (0) der obigen Formel gleich null zu setzen. Um das Symbol 
(0, m — 1) zu bestimmen, bringen wir den die Bedingung (0, » — 1) 
definirenden [» — 1] zum Schnitt mit R®. Da R®” m'-ten Grades 
ist, so schneidet der [n — 1] den RY in m’ Punkten. Jeden derselben 
verbinden wir mit dem durch die Bedingung (0, » — 1) gegebenen 
Punkte. Da jede der so erhaltenen m’ Verbindungsgeraden den Ry; 
in m Punkten schneidet, so giebt es m.m’ Punktepaare, welche die 
Bedingung (0, mn —1) erfiillen. Ferner wird das Coincidenzsymbol 
é(0, m) durch jeden Punkt erfillt, der zugleich auf Re, und auf 
RY liegt. Da ausserdem keine einander entsprechenden Punkte un- 
endlich nahe liegen, so ist «(0,)=—= 2. Wir erhalten also m.m’ 
fiir die Zahl «x der gemeinsamen Punkte eines Ri, und eines 
Ri. Hieraus ergiebt sich die Bestimmung des Grades der Schnitt- 
curve eines R™, und einer Flache Ry m’-ten Grades in folgender 
Weise. Man nehme einen beliebigen [nm — 1] an. Derselbe schneidet 
den R™, in einem R™» und den R% in einem Ry. Dieser Re» 
und dieser R? schneiden sich aber in m.m’ Punkten , wie aus dem 
eben bewiesenen Satze hervorgeht, wenn man sich statt des dabei 
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vorausgesetzten [nm] den [nm — 1] denkt. Es liegen also auf einem be- 
liebig angenommenen [nm — 1]: m.m’ gemeinsame Punkte des Ry, 
und des Ry, d. h. beide schneiden sich in einer Curve vom Grade 
m.m’. Da nun auch ein einstufiges System von Strahlen, unter 
denen m’ einen gegebenen [» — 2] schneiden, ein zweistufiges Punkt- 
system (Fliiche) m’-ten Grades bildet, so ergiebt sich der Satz: 

Ein (n — 1)-dimensionaler Raum m-ten Grades schneidet eime 
Linienfliiche (einstufiges System von Strahlen) m'-ten Grades in einer 
Curve (einstufiges System von Punkten), deren Grad m.m’ ist, d.h., 
von deren Punkten in einem beliebig gegebenen (n — 1)-dimensionalen, 
linearen Raume m.m' Punkte liegen. 


g 4. 


Zahl der (i + 1)-punktig beriihrenden Tangenten in einem einstufigen 
Systeme von :-punktig beriihrenden Tangenten. 


Wir legen allen folgenden Betrachtungen einen punktallgemeinen, 
(m — 1)-dimensionalen Raum zu Grunde, der mit einer beliebig ge- 
gebenen Geraden m Punkte gemein hat, und den wir desshalb m-ten 
Grades nennen und mit RR, bezeichnen. Unter den simmtlichen 
oo?"~* Geraden muss es ein (2% — i — 1)-stufiges System von solcher 
Beschaffenheit geben, dass von den m Schnittpunkten, welche jede 
Gerade dieses Systems auf dem Ry, besitzt, i unendlich nabe sind, 
d. h., dass jede Gerade dieses Systems i-punktig beriihrt. Aus diesem 
System denken wir uns durch eine hinzutretende (2n — i — 2)-fache 


Bedingung ein einstufiges System > von i-punktigen Tangenten g 
1 


ausgeschieden, und auf jedem der Strahlen von yd den Beriihrungs- 
1 


punkt b mit jedem der m— i einfachen Schnittpunkte e zu einem 
Punktepaar zusammengefasst. Auf das so erhaltene einstufige System 
von Punktepaaren wenden wir die Coincidenzformel fiir Punktepaare 
(§ 2) an, und erhalten: 


(m—i)b+e—(m—i)g=—e, 


wenn 6 die Zahl derjenigen Strahlen von bs bedeutet, deren Be- 
1 


riihrungspunkt auf einem gegebenen [m — 1] liegt, e die Zahl der- 


jenigen Strahlen von ow bei denen irgend einer der einfachen 
1 


Schnittpunkte auf einem gegebenen [n -- 1] liegt, g die Zahl der- 
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jenigen Strahlen von 2 , welche einen gegebenen [nm — 2} schneiden, 


und ¢ die Zahl derjenigen Strahlen von » Z bei denen im Beriih- 
1 


rungspunkte nicht bloss 7, sondern i+-1 Punkte unendlich nahe liegen. 

Die Zahl e lisst sich mit Hilfe des am Schluss von § 3 be- 
wiesenen Satzes durch die Zahlen b, g, m, i ausdriicken. Nach 
diesem Satze miissen niimlich von den oo! Schnittpunkten des RiW1 
mit der Linienfliche der i-punktigen Tangenten m.g in einem ge- 
gebenen [m — 1] liegen. Da diese oo' Schnittpunkte aber keine andern 
Punkte, als die Beriihrungspunkte und die einfachen Schnittpunkte 
der i-punktigen Tangenten sein kénnen, und da jeder Beriihrungs- 
punkt 7 Schnittpunkte des Rj, mit der Linienfliche in sich vereinigt, 
so erhalten wir: 

m-g=t-b+e. 

Den aus dieser Gleichung resultirenden Werth von e setzen wir 
in die obige Gleichung ein, und bekommen: 
é=(m—i)b+m-g—i-b—(m— ig, 
oder : 
(1) é=(m — 2i)-b+i-g9. 

Diese Formel bezieht sich auf jedes beliebige einstufige Strahl- 
system, das in dem (2 — ¢ — 1)-stufigen Systeme der i-punktigen 
Tangenten enthalten ist. Wenn wir also erstens durch das Symbol 
é, die Bedingung bezeichnen, dass eine Gerade des [m] den zu Grunde 
gelegten Ri, p-punktig beriihre, zweitens durch das Symbol (gq) die 
Bedingung, dass der Beriihrungspunkt einer solchen Geraden in einem 
gegebenen [gq] liege, drittens durch das Symbol (v, w) die Bedingung, 
dass eine solche Gerade in einem gegebenen [w] liege, und dabei 
einen in dem [w] liegenden, gegebenen [v] schneide, so kénnen wir 
die Formel (J) folgendermassen schreiben: 

(2) &i41 = (m — 2i)- a(n — 1) +7- &(m — 2, n). 

Multipliciren wir diese Formel mit dem Product der auf die 
i-punktigen Tangenten beziiglichen Bedingung (a,@) und der auf 
deren Berihrungspunkte beziiglichen Bedingung (n — a — a+i-+ 1), 
so erhalten wir rechts und links (2m — 2)-fache Bedingungen, also 


Anzahlen, namlich: 
(3) &41(a, &)(n—a—a+i+1) =(m—2%). &,(a,a) (n—a—a+i-+1)(n—1) 
+4. &(a,a)(n—a—a+i+1)(n—2,n). 


Ist nun n—a-ae+ti+ionn, dh ata=i-+1, so 
entsteht aus (3): 


&i41(a, @) = (m — 2i) + & (a, @) (n — 1) + 74> &(a, a) (n — 2, mn). 
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Hieraus ergiebt sich durch Anwendung der Formel (12) 
in §4 der ,,Fund. Anz.“ die Forme]: 


(4) é41 (a, &) = (m — 24)- E: (a, &) (mn — 1) + ¢-€:(a— 1, @) 
+é-¢(a,@—1), falls a+ a@=é+1 ist. 

Ist aber n—a—ati+t+il<cn, dh at+a>d>i+tl, so 

kann man in (3): . 

(n-—-a—a+i+1)—(n—a—a+i-+ 2) (n—1) 
(Fund. Anz, § 4, F. (2)) 

setzen und auf das dann entstehende Symbol die in § 1 entwickelte 

Incidenzformel (n — 1) (n — 2, n) = (n — 2) + (m — 2, n — 1) an- 

wenden. Dadureh erhilt man zuniichst: 


&4.1(a, &)(m—a— a+i-+ 1)—=(m—2%)- &;(a,a) (n—a —a +i+ 1)(n—1) 
+ i-é(a,a)(n—a—a+i- 2) (n—2) 
+ ¢-8;(a,a)(n —a—a+i+2)(n—2,n—1), 
Beachtet man nun hoch, dass (n—a—a-—+ i+ 1) (n—1) 
ebensowohl wie (n — a—a-—+i+ 2) (wn — 2) nach ,,Fund. Anz.“, 
§ 4, F. (2) gleich » — a — a+ i werden, und dass nach ,,Fund. Anz.‘‘, 
§ 4, F. (11) (a, «) (n — 2, nm — 1) = (a — 1, @ — 1) ist, so erhilt 
man schliesslich: 


(5) €:41(a,@) (2 —a—e +é+ 1)=—(m — é)-€;(a, 0) (rn —a— e+ 4) 
+é-e(a—Il,e—1)(n—a—e@+i-+2), 
falls a+e@>é+1 ist. 

Diese Formel, welche in einfachster Weise die Bestimmung der 
Anzahlen fiir (¢ + 1)-punktige Tangenten auf die Anzahlen fiir 
i- punktige Tangenten zuriickfiihrt, lautet in Worten: 

Die Anzahl derjenigen Geraden, welche einen (n — 1) -dimensio- 
nalen, punktallgemeinen Raum m-ten Grades Rv, in i+1 unendlich 
nahen Punkten beriihren, ferner in einem gegebenen [a] liegen, einen 
in diesem [a] liegenden, gegebenen |a] schneiden, und ihren Beriihrungs- 
punkt auf einem gegebenen |n — a — a+ i+ 1) besitzen, ist gleich 
der Summe zweier Summanden von folgender Beschaffenheit. Der erste 
Summand ist das (m— i)-fache der Anzahl derjenigen Geraden, welche 
den Ri. in i unendlich nahen Punkten beriihren, in einem gegebenen 
[a] liegen, einen in diesem [a] liegenden, gegebenen [a] schneiden, und 
ihren Beriihrungspunkt auf einem gegebenen [n — a — a + ¢) besitzen. 
Der zweite Summand ist das i-fache der Anzahl derjenigen Geraden, 
welche den Ry, in i unendlich nahen Punkten beriihren, in einem ge- 
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gebenen [a — 1} liegen, einen in diesem [a — 1] liegenden, gegebenen 
[a — 1] schneiden, und ihren Beriihrungspunkt auf einem gegebenen 
[n—a—a+it-+ 2] besitzen. : 


§ 5. 
Ableitung der allgemeinen Formel, welche die gesuchten Zahlen 
durch i, m, n ausdriickt. 


Die siimmtlichen Anzahlen, deren Bestimmung das Hauptziel (vgl. 
Einleitung) dieser Abhandlung ist, erhailt man nach einander ver- 
mittelst der Formeln (4) und (5) des vorigen Paragraphen, sobald jede 
durch das Symbol «,(a, «) (n — a — « + 1) ausgedriickte Anzahl be- 
rechnet vorliegt, d. h. jede Anzahl, welche angiebt, wie viel Gerade 
des [n] eine beliebige gegebene Grundbedingung (a, «) erfiillen, und 
dabei den Ri; so treffen, dass einer ihrer m Schnittpunkte auf einem 
gegebenen [nm — a—a- 1] liegt. Um diese Anzahl aus der Defi- 
nition des RY, abzuleiten, beachten wir, dass einer der m Schnitt- 
punkte nicht bloss auf dem gegebenen [nm — a—a- 1], sondern 
auch, wegen der Bedingung (a, a), auf einem gegebenen (a) liegen 
muss. Der Schnittpunkt muss also auf dem Schnitt des [n —a—a+1] 
und des [a], d. h. auf einem [— a+ 1] liegen. Dieser Raum kann, 
da a doch nicht negativ sein darf, nur noch einen Punkt oder eine 
Gerade darstellen, je nachdem nimlich a =1 oder a=O ist. Ist 
er ein Punkt, so ist die gestellte Bedingung (a, a) (n — a — a + 1) 
unerfiillbar, weil dieser Punkt, als Schnitt des beliebigen [n —a —a-+-1] 
und des beliebigen [a] im Allgemeinen nicht zugleich Punkt des RY, 
zu sein braucht. Ist jener Raum [— a-+ 1] aber eine Gerade, also 
a = 0, so schneidet dieselbe den RY, in m Punkten, und die Ver- 
bindungslinie jedes dieser m Punkte mit dem durch a = 0 gegebenen 
Punkte, erfiillt die gestellte Bedingung. Es ist demnach immer: 


ORE (n—a+1)—m, 


(1) é,(a, «)(n—a—a+1)=0, falls o> 0 ist. 


Hieraus ergeben sich nun vermittelst der Formeln (4) und (5) des 


vorigen Paragraphen die auf «, beziiglichen Zahlen, nimlich aus (4) 
fiir ¢ = 1: 


é,(0, 2) = (m — 2)-m+1-0+1-m—m(m— 1); 
ferner aus (5) fir i= 1: 
&,(0, a) (nm —a+2)—(m—1) m+1-0—m(m—1) fir a >2, 
und ¢,(1, @) (n—a+1)—(m—1)-04+1-m=—~m fir a>1, 


endlich ¢,(a, @) (n—a —a+2) =(m—1).0+m.0=0 fiir a>1, 
also a > 2. 
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Das erste und zweite dieser vier auf ¢, beziiglichen Resultate lassen 
sich zusammenfassen, sodass wir erhalten: 
[2 «) (n—a-+ 2) = m(m—1), wo natiirlich « > 1 ist, 
é, (1, a) (n—u-}- 1) =m, wo natiirlich « > 1 ist, 
&, (a, a) (n—a—a+2) —0, falls a > 1, also a > 2 ist. 


(2) | 


Aus diesen Resultaten erhiilt man, indem man die Formeln (4) und 
(5) des vorigen Paragraphen fiir i = 2 anwendet, fiir «,: 
{ €,(0,@) (nm — a+ 3) == (m— 2).m(m — 1), wo natiirlich @ >2ist, 
é,(1,2) = (m—2.2).m-+2.m(m— 1)+2.0 

= (m—2)m-+2m(m— 1)—2.m 

= = o 

om 2m | 4 +} = |-2tm, 

& (1,@)(m — a+ 2) = (m—2).m+2.m(m— 1) 
21m & = a p. i , falls « >2 ist, 


&,(2,a)(m-—a«- 1) —2).0+2.m=2!m, 
wo natiirlich @ >2 ist, 





\ &3 (a, @) (n—a—a+3) = 0, falls a>2, also a>3 ist. 


Von den Resultaten, die man aus denen fiir ¢, in aihnlicher Weise fiir 
é, erhalten kann, schreiben wir hier nur die fiir ¢,(0,4), (1,3), 
é, (1, 4) (n— 1), @,(2, 3) (n—1), €,(2,@)(m—a@+2), und zwar in folgen- 
der Gestalt: ° ‘ 


‘ m—1 r—2 m—83 
&, (0,4) 3!m — o — —— ° _ |; 
¢ . w—1 
é, (1,3) Bim | . 


é, (1,4) (n—1) 


é,(2,3)(m—1) = 31m —* 4 BR 





é,(2,a@)(n—a+2) = 3!m se = " ! “fe "yp  )pfallse > dist. 


Wenn man nun noch beachtet, dass sich hieraus in derselben 


Weise z. B.: 
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(5) ¢,(2,3) == 4!m om . ae =— . ns + = : 


m—2 m—3 m—2 m—4 m—3 
ete ee eee 


m—1 m— 2 m—3 m—4 
— Alm tex +2 4255 aa ee 
ergiebt, so kann man das Bildungsgesetz, welches diese Ausdriicke 
fiir die von uns gesuchten Zahlen befolgen, schon vermuthen. Bezeich- 
net man nimlich mit 
F(m, Ps g) 

das Product von p!m mit derSumme aller méglichen Producte 
m—1 m—2 m—38 

. ?, Bis te 
so scheint es, als ob man immer 
(6) &:41(a,0)(n—a—e@e+it+l) = /f(m,i,i—a) — f(m, i,t — @) 
erhielte, wenn man f(m, p, 0) = p!m und f(m,p,gq) fiir 
negative q gleich Null setzt. 

Um zu beweisen, dass die vermuthete Formel (6) allgemein richtig 
ist, zeigen wir ihre Richtigkeit fiir i= 1, und beweisen ausserdem, 
dass dieselbe fiir den Index i + 1 richtig wird, sobald man aunimmt, 
dass sie fiir den Index i richtig sei, Fir i—1 und a= 0, also 
« > 0 giebt Formel (6): 

&,(0,a@) (n—a-+2) = f(m, 1, 1) — f(m, 1, 1—@). 
Nun ist aber «@ >2, weil sonst (n—a-+2) sinnlos wiirde. Deshalb 
kommt: 


£,(0, e)(n—a +2) = f(m, 1, 1) — f(m, 1, 1—a) = 11m ("=") — 0, 


was nach den Formeln (2) richtig ist. Ist zweitens «= 1 und a = 1, 
also @ > 1, so giebt Formel (6): 

é,(1, «) (n—a+1) = f(m, 1, 0) — f(m, 1, 1—a«) = 1!m — 0, 
was auch nach den Formeln (2) richtig ist. Ist drittens ¢ = 1 und 
a> 1, also a > 2, so erhiilt man nach Formel (6): 

&,(a, «) (n—a—a+2) =f (m, 1, 1—a) — f(m, 1, 1—a) = 0 — 0, 
weil 1 — a und 1 — a@ jetzt negativ werden. Da dieses Resultat eben- 
falls mit Formel (2) in Einklang ist, so ist nunmehr erkannt, dass 
Formel (6) fiir i = 1 immer richtig ist. Um nun die Allgemeingiiltig- 
keit dieser Formel zu zeigen, wollen wir 
(7) &(a,«)(n—a—a+i)—f(m,i—1,i—a—1)—f(m,i—1,i—a—1) 
als richtig voraussetzen, und unter dieser Voraussetzung die Giltig- 
keit von ’ 


£41 (a, a) (n—a—a+ti+1) = /f(m, i, i—a) — f(m, i, i— @) 


von jeg unter den p Zahlen - 
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beweisen. Hierzu benutzen wir die Formeln (4) und (5) des § 4. 
Wir nehmen alsd zuerst a+ a—i-+1 an, und setzen in die auf 
diesen Fall beziigliche Formel (4) des § 4 rechts fiir die ¢; enthalten- 
den Symbole das ein, was sich aus der mit (7) bezeichneten Voraus- 
setzung ergiebt. Dadurch erhalten wir: 
(8) &41(a,«) = (m—2i).f(m,i—1,i—a—1) 

—(m —2i).f(m.i—1,i—a—1) ¥ 

+ i.f(m,i—1,i—a) —i.f(m,i—1,i—a—1) 

+ i.f(m,i—1,i—a—1)—i.f(m,i—1,i— a) 

= (m—1).f/(m,i—1,i— a—1) 

— (m—i).f(m,i —1,i—a—1) 

+ i.f(m,i—1,i— a) —i.f(m,i—1,i—a). 
Um zu erkennen, dass 


(m—i) . f(m, i—1, i—a—1) + i. f (m, i—1, i—a) 


gleich f(m, i, i— a) wird, nehmen wir das Beispiel i = 5, a = 2. 
Dann ergiebt sich: 


(m — 5). f(m, 4,2) +5. f(m, 4, 3) 


Pp m—1 m-2 m—1 m—38 m—-1lt m—4 m—2 m—3$ 
= — 5).4! enienmn ty ; 2 7 a . ; 
aiitecncses (ik RAE inaakes Gaia Iai Gach iad Bie 





3 4 


m—2 m—4 m—3 m—4 
ere a 





= m—2 m—2 mS , wm—1l m—2 m—4 
+ 5. Atm| ; . aps ; z 
pA m— 3 a a I nk m—3 m—4 
1 3 4 2 3 4 
—1 m—2 m—5 m—i m—3 m—5 
om inf... oS = ms 
es 2 “wale ae 3 7 
i m— 4 pen $a m—3 m—5 
1 4 5 2 3 5 
ie ee m—A4 pace A, sr m—4 m—5 
2 4 5 3 4 5 
- —1 m—2 m—3 m—-1 m—2 m—4 
5! = ° . ie Se 
+ itm | 1 2 es a 2 4 


Gerade so ist es auch, wenn ¢ und a allgemein sind. Es liefert dann 


(m — i) f(m, i — 1, i — a — 1) diejenigen <i foe ir Glieder von 








f( 
di 
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f(m,i,i—a), welche den Factor s— enthalten, und i.f(m,i—1,i—a) 


(¢—1)! 
(j — a)! (a— 


diejenigen - ir Glieder, welche den Factor ™ 7 * nicht 
aiGsar Glieder, 
welche den Ausdruck f(m, i, i— a) zusammensetzen. Es ist also 
immer: 

(m—i) f(m, i—1, i— a—1) + i.f(m, i—1, i— a) = f(m, i, i—a), 
also auch: 

(m—it) f(m, i—1, i—a—1) + i.f(m, i—1, i— @) = f(m, i, i— @). 
Durch diese Beziehungen wird aber aus Formel (8); 
(9) &41(a, @) = f(m, i, i — a) — f (m, t,t — @) 
Damit ist bewiesen, dass Formel (6), falls a + a—i-+ 1 ist, fir 
jeden Index ¢ giiltig ist. 

Wir nehmen zweitens a + @ >i-+ 1 an, und setzen in die auf 
diesen Fall beziigliche Formel (5) des § 4 fiir die «¢; enthaltenden 
Symbole das ein, was sich aus der mit (7) bezeichneten Voraussetzung 
ergiebt. Dadurch erhalten wir: 


&:41(a, @)(n—a—a+i+1) = (m—i).f(m,i—1,i—a—1) 

— (m—i) .f(m,i— 1,i—a—1) 

+ i.f(m,i—1,i—a)—i.f(m,i—1,i—a). 
Der Ausdruck rechts stimmt mit dem letzten Ausdruck in Formel (8) 
genau tiberein, ergiebt also auch f(m,i,i—a)— f(m,i,i—a). Wir 
bekommen also, gleichviel ob a+ a gleich i+ 1 oder grésser als 
i+ 1 ist, dass die Formel 

&41(a,a@) (n—a—a+i+1) = f(m, i, i—a) — f(m, i, i— @) 
richtig ist, wenn die Formel (7) richtig ist. Da wir nun die Richtig- 
keit von (7) fiir i = 2 oben erkannt haben, so haben wir auch die 
vermuthete Formel (6) als allgemeingiiltig bewiesen. 

Unter Hinweis auf § 7, wo weitere Anwendungen unseres Re- 
sultats folgen, fiigen wir bier nur diejenigen Specialisirungen hinzu, 
welche die bekannten Zahlen fiir vier- und fiinfpunktige Tangenten 
einer in unserm Raume liegenden Flaiche mten Grades ergeben. Dem- 
gemiiss setzen wir erstens n = 3, i= 3, a =2, a = 3, und erhalten: 


é,(2, 3) (2), 





enthalten. Durch Addition ergeben sich also alle 


d. h. 
e,(2) =f (m, 3, 3—2) — f (m, 3, 3—3) = f(m, 3, 1) — f(m, 3, 0) 
—1 —2 —8 
—3im[">* + "> + acy —3!m 
= m(1llm — 24) 
Mathematische Annalen. XXVI. 
? 


cr 
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fir die Ordnung der von den Berithrungspunkten der vierpunktigen 
Tangenten gebildeten Curve. 
Wir setzen zweitens n = 3, i= 3, a= 1, «a = 3, und erhalten: 


1, 3) (3), 
dh. é,(1, 3) (3) 


é,(1,3) = f(m, 3, 3—1) — f(m, 3, 3—3) 
= f (m, 3, 2) — f(m, 3, 0) . 


= ttet-—- . Sa SO a 8-3 OF 8 
Bim [ rs om 3!m 


= 6m — 22m? + 12m = 2m(m—3) (3m—2) 
fiir den Grad der von den vierpunktigen Tangenten gebildeten Linien- 
fliche. 
Wir setzen drittens n = 3, i=4, a=2, «a =3, und erhalten: 


5(2 3) 3), 
d. h, are 


&, = f(m, 4,4—2) — f(m, 4, 4—3) 
— f(m, 4, 2) = f(m, 4, 1) 


witte m—1 m—2 m—1 m—3 w—t m—é m—2 m—3 
4tm[™ hae > ..-% ie 3 


m—2 m—4 


m—3 m—A4 
+ : = es al ry 


— el +8 4s ts] 


- 


= 35m* — 200m? + 240 = 5m(m—4) (Tm — 12) 


fiir die Anzahl der fiinfpunktig beriihrenden Tangenten. 


§ 6. 
Bestimmung der Coefficienten der die gesuchten Zahlen darstellenden 
ganzén Functionen von m. 


Im vorigen Paragraphen (lormel (6)) haben wir fiir die gesuchte 
Zahl ¢4:(a,@)(n—a—a+i+1) den Ausdruck f(m,i,i—a) —f(m,i,i—a) 
gefunden, wo /(m, p,q) das Product von p!m mit der Summe aller 
méglichen Producte von je q unter den p Zahlen a “=, =, + 
my —- bedeutet, wo ferner f(m, p,q) fiir gq =O gleich p!m und 


fiir negative q gleich Null zu setzen war. Es handelt sich nun noch 
darum, diese Function und damit auch die Zahl 


44 (a, @) (mn —a—a+i+1) 
als eine nach fallenden Potenzen von m geordnete, ganze Function 
hinzuschreiben, und die dabei auftretenden Coefficienten zu untersuchen. 


s 
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Da f(m,p,0) durch die Definition der Function f gleich p!m wird, 
so beginnen wir mit f(m, p, 1). Es ist: 
fim py 1) — pies. [PT + MSE. + BER) 
= 9(p, p—1).m*—p.plm 
wo »(p,p —1) die Summe aller méglichen p Producte von je p — 1 
der p ganzen Zahlen von 1 bis p bedeutet. In der Entwickelung von 


fm p2)—pim - [BOt.PO8 4 St. Bot... Beet. Bee) 


erscheint als Coefficient von m* die Summe aller méglichen pip=)) 


Producte von je p— 2 der p ganzen Zahlen von | bis p. Wir be- 
zeichnen diese Summe mit (p, p — 2). In den Coefficienten von m? 
tritt mit negativem Vorzeichen das Product 2.3.4... so oft ein, 


als in der eckigen Klammer der obigen Formel Producte mit dem 


Factor r 1 vorhanden sind, also p — 1mal. Ebenso oft tritt jedes 


der tibrigen Producte 1.3.4...p, 1.2.4...p u.s. w. in jenen 
Coefficienten ein. Demnach erscheint {py —1) »(p, p—1) als Coefficient 
von m*, Endlich tritt in den Coefficienten von m die Zahl p! so oft 
ein, als die eckige Klammer Glieder enthilt, also (e— 1) mal. Des- 
halb ergiebt sich: 

¢ € ack. 
f (m,p,2) = @ (p,p—2).m®—(p— 1).—p(pyp—1).m?-+ PP) . yt m, 
In derselben Weise erkennt man, dass 
f(m,p,3) = 9(p, p— - are —2).m* 


-2)( —2 1 
+ PIP=Y . pp, p—1) +m? — P—)P—D-P oy») .m 


gesetzt werden ai wo 9(p, p—3) die Summe aller méglichen Pro- 
ducte von je p—3 der p ganzen Zahlen 1, 2,3, 4,..., p bedeutet, 


und wo 9(p,p)=p! ist. So fortfahrend gelangt man leicht zu der 
Erkenntniss, dass allgemein: 


(1) f(m, p, g) = p(y, p—q). mr — (p—q+1). p(p,p—q+1). mi 
—q+1)(p—q+2 
+ (p- at hee -a+2) , p(p,p —q+2)-m2-! 
_ (»— 49+!) (p—49+2)(p—9+8) 





—  —(p,p—q-+3)-m-* 


+.+--+(— 1): (p— puget (p—l)p - p(p, p) +m! 
wird, wo immer p(p,k) die Summe aller méglichen Producte von je k 
unter den p ganzen Zahlen 1, 2, 3,4,... bis p bedeutet, und wo 
p(p,p) =p! ist. Auch die Retwishsiengen von f(m, p, p — 1) und 
von f(m, p, p) gehorchen noch dieser Formel, wenn man 


5* 
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(PI) = 1+ 24+34---+p— PPT | 
und o(p, 0) = 1 setzt. 
Wenn wir nun gemiiss dieser Formel die rechte Seite der Formel 
(6) des § 5 entwickeln, und dabei, wie es iiblich ist, den Binomial- 





so erhalten wir die gesuchte Entwickelung der Zahl , 
&41(a, «) (n—a—a+i+l1) 

nach Potenzen von m in folgender Gestalt: 
(2) &41(a, &) (n—a—a@+i+1) = [—lé, a). mi 

— (a+1).- pli, a+1).mi-* + (a+2).-Q(i,a+2).mi-— 

— (4+3)a-p(i, a+3).mi——* + --- + (—1)*.4,. P(é,)-m'] 

— [p(éi, &).m'—“H'— (4+ 1). -p(i,¢+1).mi—- 

+ (+2). (i,e@+2).mi— 4 — ... + (—1)'* . 4. pi, 0). mi]. 

Die ganze Function von m, welche die rechte Seite dieser Formel 
bildet, stellt also immer die Zahl der Tangenten dar, welche einen in 
einem n-dimensionalen linearen Punktraume liegenden (n—1)-dimen- 
sionalen, punktallgemeinen Raum, der mit jeder Geraden m Punkte 
gemein hat, derartig beriihren, dass erstens die Beriihrungsstelle i + 1 
von den m Schnittpunkten in sich vereinigt, dass zweitens dieser Be- 
riihrungspunkt auf einem gegebenen (n—a—a-+i-+ 1)-dimensionalen, 
linearen Raume liegt, und dass drittens die Tangente selbst ganz in 
einem gegebenen «a-dimensionalen, linearen Raume liegt und dabei einen 
in diesem Raume liegenden, gegebenen a-dimensionalen Raum einpunktig 
trifft. Jedes in dieser ganzen Function auftretende Symbol o (i,k) bedeutet 
die Summe aller midglichen Producte von je k unter den i ganzen 
Zahlen 1,2,3,4,...,%. Das nath dieser Definition sinnlose Symbol 
gy (i, 0) ist gleich 1 zu setzen, p(i, 1) ist natiirlich gleich 


142434 ---+i= Zii+)), 
ferner (i, i) gleich i!. 

Die Zahlen (i, k) treten in der Theorie der hdheren Differential- 
quotienten auf, und werden dort meist Facultéitencoefficienten genannt. 
Man kennt mehrere independente Darstellungen von g(i, k) durch 7 
und k. Nach der Entwickelung in Schlémilch’s Kompendium der 
héheren Analysis, Il. Theil, ergiebt sich: 


yet ke gh+2 _ 9, yh+2 
2°k+1  ¢+3° (+41) K+2) 


(3) (i,k) —=(— 14 (6 +1) a HR+ De {A 


ght _ gs .ght¥ a9, 1*t 
(k-+1) (+2) (+3) 
FTP A ee ec 
G+k+1) (k-+-1) (B42)... (2) 





ks 
Tita 
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Eine mit i= 1, i= 2, u. s. w. beginnende Tabelle der Werthe von 
g(i, k) findet man auf kiirzerem Wege, als durch die obige Formel, 
vermittelst der aus der Definition von (i,k) leicht ableitbaren Re- 
cursionsformel : 


9 (i,k) =i. p(i—1, k—3) + pG—1, 8). 
Hiernach ist jede Zahl in der i-ten Horizontalreihe der folgenden 
Tabelle gleich der unmittelbar dariiber befindlichen Zahl, vermehrt 
um das i-fache der links von der letzteren stehenden Zahl. 


Tabelle der (i,k). 





(96.0) 96, 1)9C.2)96,3) 96,4) 965) 968)| 97) 
1 | | 


p(t,8)| - 





U 
1 
Bit Ae 2 | | 
1 6 ME 6 | | 

1 10 35 50 | 24 | | | | 
1 15 85 225| 274 120 | 

1 21 | 175 | 735) 1624 1764 720, 
1 

1 








28 | 322 | 1960) 6769) 13182| 13068 ental 
| 36 | 546 | 4536 22449 67284 118124 109584) 40320 | ; 





§ 7. 
Specialisirungen. 


Die Thatsache, dass fiir unsern dreidimensionalen Raum die in 
jedem Punkte einer Fliiche zweipunktig beriihrenden Tangenten eine 
Ebene, also einen Ort vom Grade 1 bilden, die dreipunktig beriihren- 
den Tangenten aber in der Zahl 2 vorhanden sind, erweckt die Frage, 
wieviel Tangenten in jedem Punkte eines in einem [m] liegenden R™ , 
n-punktig beriihren, und von welchem Grade der Ort der oo daselbst 
(n—t)-punktig beriihrenden Tangenten ist. Die Antworten auf diese 
Fragen erhiilt man aus der Formel (2) des § 6, wenn man a =i, 
a =m setzt. Dadurch kommt: 

&41(t, n) (1) = p(t, i). m= i! m. 
Da die Gerade der Bedingung (1) den R™ _, in m Punkten schneidet, 
so ergiebt sich, dass es immer i! Tangenten giebt, welche in einem 
festen Punkte eines R™_, (¢ + 1)-punktig beriihren, und zugleich einen 
gegebenen [i] einpunktig treffen. Fir i gleich », n—1, n—2,..-,2,1 
heisst dies: In jedem Punkte eines (n—1)-dimensionalen Rauwmes be- 
liebigen Grades giebt es (n—1)! Tangenten, die daselbst n-punktig be- 
riihren; die oo' (n — 1)-punktig beriihrenden Tangenten bilden eine Fliche 
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(Kegelfliiche) vom Grade (n—2)!; die co? (n—2)-punktig beriihrenden 
Tangenten bilden einen R, vom Grade (n—3)!; u. s. w.; endlich die 
co"? gweipunktig beriihrenden Tangenten bilden einen R,_, vom Grade 1. 

Die Thatsache, dass in der Ebene von einem Punkte aus m(m—1) 
Tangenten an eine punktallgemeine Curve gehen, und in unserem 
Raume m(m— 1) (m—2) dreipunktig beriihrende Tangenten von einem 
Punkte aus an eite punktallgemeine Fliche gehen, laisst vermuthen, dass 
in einem [n] an einen Ri, m(m—1)(m—2)...(m—n+1) n-punktig 
beriihrende Tangenten von einem Punkte aus gelegt werden kinnen. Diese 
Vermuthung erhalten wir bewiesen, wenn wir entweder in der Formel 
(2) des § 6 oder noch kiirzer in der Formel (6) des § 5 i=n—1, 
a=0, «=n setzen. 

Da vor Ausbildung der neueren Abzihlungsmethode von den auf 
mehrpunktige Tangenten beziiglichen Anzahlen namentlich die Bestim- 
mung der Anzahl der eine Fliiche unseres Raumes fiinfpunktig beriihrenden 
Tangenten Schwierigkeiten darbot, so wollen wir hier als dritte Speciali- 
sirung unseres allgemeinen Resultats die Frage beantworten,  wieviel 
(2n—1)-punktige Tangenten ein in einem [mn] liegender R7, besitzt. 
Zu diesem Ende setzen wir i=2n—2, a=n—1, a=—n, und 
erhalten aus der Formel (2) des § 6: 

fon-1 = p(2n— 2, n—1).m"™—n,_1.y(2n—2,n) .m"—! 
+ (n+1),1.9(2" —2,n+ 1). m™? 
—-+++(—1)""'.(2n—2),_1.p(2n —2,2n —2).m' 
— p(2n—2,n)m"—!+ (n+ 1),.p(2n — 2,n-+1).m"-? 
—++-— (—1)""*.(2n—2),. p(2n—2,2n—2).m! 
oder: 
Een—1 = P(2n—2,n— 1).m"™"—(n+ 1)n.p(2n—2,n).m"™ 
+ (n+ 2), .p(2n—2,n+ 1).m™ 
—-+ ++ (—1)**1.(2n—1),-p(2n—2,2n —2).m', 
wo noch die Zahlen o(2n—2,k) vermittelst der Formel (3) direct 
durch m und » ausgedriickt werden kénnen. Fiir » = 3 erhalten wir 
hieraus Bekanntes, niimlich: 
&, = (4, 2).m — 4,.p(4, 3).m? + 5,.(4, 4).m 
= 35m > — 4.50m? + 10.24m = S5m(m — 4) (7m — 12). 
Fir n = 4 erhalten wir: 


é; = p(6,3)m* — 5,.p(6, 4) m> + 6,.—(6,5)m? — 7, (6,6) m 
= 735m! — 5.1624m5 + 15.1764m? — 35.720m 
= 35m(21m*> — 232m? + 756m — 720) 
= 35m(m — 6) (7m — 12) (8m — 10). 





— 
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Es giebt also in einem vierdimensionalen, linearen Raume 
35m(m — 6) (7m — 12) (3m — 10) 
Gerade, von denen jede einen dreidimensionalen Raum m-ten Grades 
siebenpunktig zu bertihren vermag. 
Um das analoge Resultat auch noch fir einen [5] zu gewinnen, 
setzen wir » = 5, und erhalten: 


Ey = (8,4) m> — 6, .p(8,5)m* + 7, . p(8,6)m* — 8, p(8,7)m? + 9, w (8,8)m 
= 22449 m®— 6.67284. m! + 21 . 118124 m3 — 56. 109584 m? 
+ 126. 40320m 
= 21m(m—8) (1069m — 10672 m? +. 32748m — 30240). 


Es giebt also in einem fiinfdimensionalen, linearen Raume 
21 m(m— 8) (1069 m* — 10672 m? 4+- 32748 m — 30240) 


Gerade, von denen jede einen vierdimensionalen Raum m-ten Grades 
neunpunktig zu bertihren vermag. 

Als vierte Specialisirung unseres allgemeinen Resultats wihlen wir 
die Auffindung der Anzahlen, welche sich in n-dimensionalen Raumen 
auf die Geraden beziehen, die ganz in (n—1)-dimensionalen Riumen 
liegen kénnen. In unserm [3] besitzt die Fliche ersten Grades (Ebene) 
co? Gerade, die Fliche zweiten Grades enthilt oo' Gerade so, dass 
von jedem Punkt zwei ausgehen, die Fliche dritten Grades endlich 
besitzt 27 Gerade. Was die entsprechenden Zahlen fiir einen [4] an- 
betrifft, so ist zuniichst zu erwihnen, dass ein in diesem [4] liegender 
R,, ersten Grades oof Gerade enthilt, dass ein R, zweiten Grades oo’, 
ein R, dritten Grades oo?, ein RF, vierten Grades co! und ein R, 
fiinften Grades eine endliche Anzahl von Geraden enthalt. Da aber 
die oo Geraden eines R,? oof Punkte enthalten, der R,? selbst aber 
nur co? Punkte enthilt, so miissen von jedem Punkte des R,? oo! 
Gerade ausgehen. Man kann deshalb fragen, von welchem Grade 
der von solchen oo! Geraden gebildete Kegel ist, d. h. wieviel Punkte 
er mit einer beliebigen Ebene gemein hat. Dass 2 die Antwort auf 
diese Frage ist, kann man aus der schon oben abgeleiteten Wahrheit 
schliessen, dass die oo' in jedem Punkte eines R™ , (n— 1)-punktig 
bertihrenden Tangenten eine Fliche vom Grade (n—2)! bilden, wenn 
map n = 4 setzt, und beachtet, dass eine dreipunktige Tangente eines 
R, zweiten Grades ganz auf diesem liegen muss. In ahnlicher Weise 
liefert die ebenfalls oben abgeleitete Wahrheit, dass in jedem Punkte 
eines R™ , (n—1)! Tangenten n-punktig beriihren, fir n=—4 und 
m = 3, das Resultat, dass von jedem Punkte eines R,* sechs Gerade 
ausgehen, die ganz in dem R,°* liegen. Was die oo' Geraden anbe- 
trifft, die ganz auf einem R, vierten Grades liegen,. so wird man 
fragen, von welchem Grade die von diesen oo' Geraden gebildete 
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Linienfliche ist, oder, was dasselbe ist, wieviel von den oo? Punkten, 
die auf diesen co' Geraden liegen, auf einer gegebenen Ebene liegen. 
Um diese Zahl zu finden, haben wir in unserer allgemeinen Formel 
(F. (2) in § 6) i+1—5, a=3, a=—4 wu setzen, und dann fiir 
m == 4 zu specialisiren. Wir erhalten zuniichst: 
&, (3,4) (2) = [p(4, 3)m? — 45. (4, 4)m] — [9 (4, 4).m] 
= 50m? — 4.24m — 24m = 10m(5m—12). 

Es giebt also in einem |4] 10m\5m— 12) Gerade, welche einen in 
dem |4| liegenden dreidimensionalen Raum m-ten Grades fiinfpunktig 
beriihren, und dabei ihren Beriihrungspunkt auf einer gegebenen Ebene 
besitzen. 

Setzt man nun m = 4, so erhalt man hieraus: 

Ein in einem [4| liegender, punktallgemeiner, dreidimensionaler 
Raum vierten Grades enthdlt co' ganz in thm liegende Gerade, die eine 
Linienfliche vom 320ten Grade bilden, d.h. von denen immer 320 eine 
beliebige Ebene zu schneiden vermdgen. 

Endlich haben wir noch zu untersuchen, wieviel Gerade ein in 
einem [4} liegender R,° ganz enthilt. Um diese Zahl zu finden, setzen 
wir zuniichst in der Formel (2) des §6 i+1=—6, a=3,a=4 
voraus und erhalten: 

&, (3, 4) (3) = [p(5, 3) m> — 4,.(5, 4)m? + 5,.(5, 5)m] 
— [(5, 4)m? — 5, .p(5, 5)m| 
= 9 (5, 3)m> — 5,.p(5, 4)m? + 6,.p(5, 5)m 
= 225m — 5.274m? + 15.120m 
= 5m(45m? — 274m + 360). 

Es giebt also in einem [4| 5m(45m? —274m- 360) Gerade, welche 
einen in dem |4] liegenden, dreidimensionalen Raum m-ten Grades 
sechspunktig beriihren, und dabei ihren Beriihrungspunkt auf einem ge- 
gebenen [3] besitzen. 

Hieraus ergiebt sich fiir m = 5 der Satz: 

Ein in einem [4] liegender, punktallgemeiner, dreidimensionater 
Raum fiinften Grades enthilt 5° . 23 = 2875 Gerade, die ganz in ihm 
liegen.*) 
po “#) Dieses vierdimensionale Analogon der Anzahl 27 der auf einer Fliche 
dritter Ordnung liegenden Geraden vermochte ich noch auf einem zweiten Wege 
zu bestimmen, Ich suchte niimlich (vgl. Math, Ann., Bd. XII, S, 192) die Zahl 
der Geraden, welche in einem [4] einen dreidimensionalen Raum m-ten Grades 
so in m Punkten schneiden, dass sechs dieser Schnittpunkte zugleich auf sechs 
gegebenen dreidimensionalen linearen Riumen liegen. Fiir diese Zahl erhielt ich 
5m? (m* — 9m + 26m* — 27m-+- 8). Ist m= 5, so muss eine solche Gerade nach 
dem Princip der Erhaltung der Anzahl unziihlig viele Schnittpunkte mit dem 
R,° besitzen, also ganz auf ihm liegen. In der That ergiebt 5.5*(5'— 9. 5°+- 26.52 
—27.5-+-8) die oben gefundene Zahl 2875. 
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So wie in unserm [3] eine allgemeine Flache dritter Ordnung, in 
einem [4] ein punktallgemeiner R,° eine endliche Anzahl von Geraden 
enthalt, so muss es in einem [m] auf einem R2">% eine endliche Anzahl 
von Geraden geben. Um die Anzahl a dieser Geraden zu bestimmen, 
verfahren wir analog, wie oben fiir den R,°, und setzen in unserer 
allgemeinen Formel (F. (2) des § 6): 
i=2n—3,a=—=n—1,a=n, m=2n—3. 
Dadurch kommt: : 
x= o(2n—3, n—1).(2n—3)"— — n,_1.9(2n — 3, n).(2n —3)"- 
+ (n+ 1),1.9(2n —3, n+ 1).(2n—3)"- 
—-++++(—1)™*.(2n—3),_1.9(2n—3, 2n—3).(2n —3)! 
— g(2n—3, n).(2n—3)""+ (n+ 1),.9(2n—3, n+ 1).(2n—3)" 
— (n+2),.p(2n —3, n+ 2) (2n—3)"- 
++.++—(—1)*>.(2n—3),.p(2n—3, 2n—3) .(2n—3)!, 
oder: 
x= O(2n—3, n—1) (2n—3)*"'— (n+ 1), y(2n—3, n) (2n—3)*-? 
+ (N2).9(2n—3, n41) (2n—3)-8 
—-++-+ (—1)*(2n — 2), p(2n—3, 2n—3) (2n —3)'. 
Dieser Ausdruck, in den man noch nach Formel (3) die Symbole 
o(2n — 3,k) durch Binomialcoefficienten und Potenzen der ganzen 
Zahlen 1° bis 2n — 3 ausdriicken kann, stellt als Function von n die 
Anzahl der Geraden dar, welche in einem n-dimensionalen linearen 
Raume ganz auf einem punktallgemeinen, (n—1)-dimensionalen Raume 
(2n —3)-ten Grades liegen. 


Hamburg, November 1884. 






Begriindung der Lagrange’schen Multiplicatorenmethode in 
der Variationsrechnung*), 


Von 


A. Mayer in Leipzig. 


Lagrange hat seine Multiplicatorenmethode, durch die er zur 
Aufstellung der allgemeinen Differentialgleichungen der Bewegung ge- 
langte, ohne Weiteres aus der Mechanik hiniibergenommen in die 
Variationsrechnung. Ein wirklicher Beweis fiir die Richtigkeit dieser 
Methode in dem Falle, wo nicht bloss endliche Bedingungsgleichungen 
vorliegen, sondern den unbekannten Functionen des Problems von 
vornherein auch Differentialgleichungen vorgeschrieben sind, ist aber 
bisher noch nicht erbracht worden. Es ist vielmehr nur kein Beispiel 
bekannt, in welchem das Lagrange’sche Verfahren zu einem falschen 
Resultate gefiihrt hiitte, und alle diejenigen besonderen Regeln der 
Variationsrechnung, die, wie die isoperimetrische, sich auch noch auf 
anderem, directen Wege beweisen lassen, gehen als blosse Anwen- 
dungen aus demselben hervor. Daher wurde die Lagrange’ sche 
Methode von einem Theile der Mathematiker gewissermassen als Axiom 
acceptirt, wiihrend ein anderer Theil es vorzog, alle diejenigen Auf- 
gaben der Variationsrechnung, zu deren Lésung man keine anderen 
Methoden kennt, iiberhaupt einfach zu ignoriren. 

Im Anschlusse an Clebsch habe ich selbst mich immer zu dem 
ersten Theile gehalten und die Lagrange’sche Regel allen meinen 
Arbeiten iiber Variationsrechnung zu Grunde gelegt. Obgleich ich 
aber das Ungeniigende der bisherigen Versuche, die Lagrange’ sche 
Multiplicatorentheorie in dem Falle von Bedingungsdifferentialgleichungen 
zu begriinden, recht wohl herausfiihlte, wurde mir der eigentliche 
Kernpunkt, um den es sich hierbei handelt, doch erst vollstiindig klar 
bei einer miindlichen Discussion der Frage mit Herrn L. Scheeffer, 
und als ich dann diese Anregung weiter verfolgte, fand ich in der 


*) Der Hauptsache nach bereits mitgetheilt in den Berichten der Kgl. Sachs. 
Giesellsch, d, Wissensch., Januar 1885, 
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Art, wie derselbe in Band XXV dieses Journals pag. 583—587 die 
Theorie der isoperimetrischen Probleme darstellt, die Mittel zu einer, 
wie ich glaube, in allem Wesentlichen vollig befriedigenden Begriindung 
der Lagrange’schen Methode, 


§ 1. 

Man kann immer annehmen, dass in dem vorgelegten Probleme 
von den unbekannten Functionen keine héheren Ableitungen vor- 
kommen als die ersten. Denn treten hodhere Differentialquotienten auf, 
so braucht man nur fiir jede unbekannte Function die niederen Ab- 
leitungen neuen Variabeln gleichzusetzen und dafiir diese Definitions- 
gleichungen der Aufgabe als neue Bedingungsgleichungen hinzuzufiigen, 
um wieder auf den angenommenen Fall zuriickzukommen. Sieht man 
daher zuniichst von etwaigen endlichen Bedingungsgleichungen ab, so 
handelt es sich darum, die Richtigkeit der Lagrange’schen Regel 
fiir das folgende Problem zu beweisen: 

Unter allen Functionen y,,.. +; Yn von x, die m < m vorgeschrie- 
benenen Bedingungsgleichungen: 

(1) © qa(%, 9h) - + 9 Yur Ypr- > Yu) =O, (mm l,2,..., m) 
geniigen, in den beiden gegebenen Grenzen x. und x, gegebene Grenz- 
werthe besitzen und zwischen diesen Grenzen mit ihren ersten Ableitungen 
stetig bleiben, diejenigen zu finden, fiir welche das gegebene Integral 


v—/ f(x, Yir- ++) Yn» ve eee Yn ) dx 


einen grossten oder kleinsten Werth erreicht. — 

Ich setze voraus, dass die Determinante: 
6 7 OM: O%2 O%m 
®) 2 + ay! tt “oHe 
nicht Null ist und auch in Folge der Bedingungsgleichungen (1) nicht 
identisch verschwindet, 

Ist dann das vorgelegte Problem iiberhaupt allgemein, d. h. ohne 
Kinschriinkung der Grenzwerthe der Functionen y lésbar, so ist klar, 
dass dasselbe, solange man diese festen Grenzwerthe nicht specialisirt, 
jedenfalls auch solche Lésungen zulassen muss, fiir welche die Deter- 
minante (2) nicht identisch Null wird. 

Denkt man sich nun diese Lésungen bereits gefunden und iiberall 
fiir die y substituirt, so muss die erste Variation des gegebenen 
Integrales: 


; “Sy af ao 
(3) dV= | da (yy Om +  byi) =0 
% 2 ey; ; ; 








OY; 
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werden fiir alle stetigen Kunctionen dy,,..., dy, vou #, welche in 
den beiden Grenzen verschwinden und den m Bedingungsgleichungen 


V( Ov, PO «4 
(4) >( by, dy¥i + Oy; dy!) =0 
geniigen. 

Indem man diese Bedingungsgleichungen, mit vorliufig ” unbe- 
stimmten Functionen a, multiplicirt, der Bedingung (3) unter dem 
Integralzeichen hinzufiigt und die Differentialquotienten dy durch 
theilweise Integration fortschafft, bringt man diese Forderung auf 
die Form: 


e ~~ or d oF 
; i — = () 
J da S ( = 7 sy ) OY 0, 


Bo i 


worin zur Abkiirzang 


(6) i+ Hy Py + <pahe + UnPu = 
gesetzt worden ist. Setzt man nun weiter fiir r—1,2,...,m 
or a@ oF * 
— —— ) 
(7) ey, dx dy, 0, 


so bilden nach der iiber die Determinante (2) gemachten Voraussetzung 
diese Gleichungen ein System von m linearen Differentialgleichungen 
1. O. fiir die « Multiplicatoren u,,..., @,. Daher lisst sich die Be- 
dingung (5) ihrerseits wieder zuriickfiihren auf die: 

Fir alle mit den Beschriinkungen, denen die m» Variationen 
dy,,... Oy, unterworfen sind, vertriglichen Functionen dy,,,..-,9Yn 
muss die Gleichung bestehen: 


, t S ‘OF ad OF \. 
S P ; s —_ = 
( ) Us y y) da ~~ ( A) ”, d x e ", ) fi) Ys ( > 


in der @,,..-., @m irgend ein System Lésungen der m linearen 
Differentialgleichungen (6) bilden. 

Um also die Differentialgleichungen des Problems zu finden, 
kommt es zuniichst darauf an, festzustellen, welche Bedingungen sich 
aus jenen Beschriinkungen fiir die iibrig gebliebenen »— m Variationen 
Stns +++ OY, ergeben. 

Zu diesem Ende multiplicire ich die Bedingungsgleichungen (4) 
mit neven Factoren v, und addire die Producte. Ihre Summe lisst 
sich dann so schreiben: 


" m . n m Y: 
Say Si (site hon?) 4 @ (Say, St.) 
— dy: _ (: - eu; dx ”* dy; TS - . oy - p Vx ey; = 0. 
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Nennt man also 


ye 


m? 


ve, vf, .., 


(@=1,2,...,m) 


die m linear unabhiingigen Systeme von Lisungen v,,7,, ..., Ym det 
m verktirzten linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung: 


m 


og d 0p 
9 > a 2 ss.) a oc! 9 
) (v. oy, da ”* oy, 0, (r  * 


1 


so folgt aus den Bedingungsgleichungen (4) 


da (> dyi > vx8 nt) 


. : ‘ 0%, d eo, ras) 
- > ay. >» (», oy, ~~ da val nt) —e 


m+1 
Durch Integration erhilt man hieraus, weil alle dy fiir «= x, ver- 
schwinden miissen: 





m XN nn m eg 

10 2 eu > fan tdy, D* v0 o7% 
09, d 09, 

-f dz > > oy, SH 3 ae v8 5). 


Wegen 9 = 1, 2,..., m sind das m lineare Gleichungen fiir die 
m Unbekannten dy,, ...,0Ym, deren Determinante: 
1 ae ty Cg, O92 le O%m 

ne es =" 7 ™ P + OM OYe OY mn 
nicht Null ist, m Gleichungen also, welche diese m Unbekannten be- 
stimmen und somit den m Bedingungsgleichungen (4) vollstindig 
iiquivalent sind. 

Weiter aber sollen alle m Variationen dy auch fiir «=a, ver- 
schwinden, also miissen Oy,,..-, OY, den m Bedingungen geniigen: 


d a9 
(12) wi=f dx Son Dl a ir) = 9 


Zo m+1 


und dies sind, wenn man sich w, und x, so gewihlt denkt, dass die 
Determinante (11) in keiner dieser beiden Grenzen verschwindet, eben 
auch alle Bedingungen, denen die dy, unterworfen sind. 
Setzt man nun fir s—=m-+1,...,m: 
m 


(13) By, = a + >? dat’, 


1 








| 
| 
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wo die wu,’ beliebig zu wihlende und die z, willkiirliche Functionen 
von « bezeichnen, die in beiden Grenzen verschwinden, die a, da- 
gegen Constanten sind, so gehen die Bedingungen (12) tiber in: 


(14) We+ >? aWe 0. 
1 


Hat man daher fiir die u,° irgend m(n — m) solche an beiden Grenzen 
verschwindende Functionen gesetzt, dass die Determinante 


(15) S+wiwi.-.w, 


nicht Null wird, so lassen sich die m Constanten «, so bestimmen, 
dass die m Gleichungen (14) erfiillt und die Gleichungen (12) also 
durch die Substitutionen (13) identisch befriedigt werden. 

Weiter haben die Auflésungen der Gleichungen (14) die Form: 


(16) te = > By? WS, 
1 


wo die Constanten 6, nur von der Wahl der Functionen u,’ ab- 
hiingen, aber dieselben Werthe behalten fiir alle beliebigen Functionen 2. 

Fiihrt man nun die Werthe (13) der dy, in die Bedingung (8) 
ein, so verwandelt sich diese in: 


U.+ >: a,gU,~=0 
- u ? 
oder nach (16) in: 


™m 


U.+ >? re We = 0, 
i 


aoe > Be Us 
1 


von der Wahl der Functionen ¢ unabhingige Constanten sind. 
Nach (8) und (12) lisst sich aber diese Bedingung also schreiben: 


wo die 


* 


; n 
J dz > oF -- s or 
% m+i OYs ” oy, 


m 


NM 0% d.. %, ) 
@ Vo % ee e__—_— = (0) 
+ _ Ve a (», oy, dz Vy oy, 


und verlangt daher, da die Functionen zg bis auf die Grenzwerthe 


ganz willkiirlich geblieben sind, dass der Coefficient jedes einzelnen zg, 
Null sei. D. h. aber, da die 































Die Lagrange’sche Multiplicatorenmethode. 


Vy == e Vo v,e s 
1 
wiederum Lésungen der Differentialgleichungen 


. ao ad a9, 
(9) > ( _ — fn Ft) =0, (ry = 1,2,---, m) 


sind, die gesuchten Lésungen y,,..., Y, sowie die m Multiplicatoren 
y4,-+ + Um miissen neben den m Gleichungen 


oF d oF ¢ 
(7) <—— OF, an, (r= 1,2,+--+,m), 


welche die Multiplicatoren u, definiren, noch den n — m Gleichungen 
geniigen: 


oF 4d oF 0% OP,\ 
(17) dy, da dy, +E — ie “Oy, )=09, 


in denen s=m-+1,---+,” und die v, Lésungen der Differential- 
gleichungen (9) sind. , 

Addirt man aber zu jeder Gleichung (7) die entsprechende Glei- 
chung (9), so erhalten die Gleichungen (7) die niimliche Form wie 
die Gleichungen (17), und wenn man sich noch der Bedeutung (6) 
von F erinnert und 

Uy + Vv, = A, 
setzt, so ergiebt sich somit schliesslich, dass die Lésungen y,,..., Yn 
des Problems zusammen mit den m Multiplicatoren 4,,..., 4, den 
n Gleichungen geniigen miissen: 


of e O%x d woe) = 
(18) yt 2 1 tee — ae (FE r+ ke uy; 


Das ist aber eben die Lagrange’sche Regel. — 

Diese Ableitung setzt stillschweigend voraus, dass die Determinante 
(15) nicht fiir alle beliebigen, in den beiden Grenzen verschwindenden 
Functionen u,? Null sei, d. h. m@ anderen Worten, dass es kein System 
Lésungen v,,...,%m der m Differentialgleichungen (9) gebe, welches 
zugleich auch den n» — m Gleichungen: 


m a9 , — 
(19) >} (v4 Ge — hve Gt) =O, (s==-m+1,--., n) 
1 3 


geniigte. 
In Verbindung mit den Gleichungen (1) und den Grenzbedingungen 
wiirden aber die m Gleichungen (9) und (19) im Allgemeinen selbst 
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schon die Functionen y vollstindig und zwar ganz unabhiingig von 
der Function f bestimmen und daher ist klar, dass, im Allgemeinen 
wenigstens, die Lésungen des Problems nicht den letzteren Gleichungen 
unterworfen sein kénnen. 

Im Besonderen diirfen jedoch keine Multiplicatoren v,, ..., Um 
existiren, fiir welche die » Gleichungen (9) und (19) Identitiiten oder 
blosse Folgen der Gleichungen (1) wiirden. Nun sagt das identische 
Bestehen jener » Gleichungen aus, dass 


m 


> Px 


1 


ein vollstindiger Differentialquotient ist. Die vorgeschriebenen Be- 
dingungsgleichungen (1) diirfen also keine Gleichung von der Form 
oe cas 
x 
nach sich ziehen. Das ist aber keine neue Voraussetzung, sie ist viel- 
mehr implicite schon in unserer friiheren Annahme enthalten, dass 


das vorgelegte Problem den Grenzwerthen der y keinerlei Beschrin- 
kungen auferlegen sollte. — 


§ 2. 


Die Richtigkeit der Lagrange’schen Regel in dem besondern 
Falle, dass nur Bedingungsdifferentialgleichungen vorliegen, involvirt 
nun von selbst ihre Giiltigkeit auch fiir den allgemeinen Fall, wo den 
unbekannten Functionen ausserdem noch endliche Bedingungsglei- 
chungen auferlegt sind*), 

Modificiren wir niimlich das friihere Problem dadurch, dass wir 
jetzt den y an Stelle der m Gleichungen (1) die p endlichen Glei- 
chungen: 

(20) Va(%,Y%jr°*% Yn) = 9, (= 1,2,---, p) 
und die q Differentialgleichungen 


*) Man darf aber nicht meinen, dagg man, um den Fall von gemischten 
Bedingungsgleichungen auf den friiher betrachteten zuriickgefiihrt zu haben, nur 
jede endliche Bedingungsgleichung: 


W(X, V1) ak x,) = 0 


zu ersetzen brauchte gurch die, wegen der festen Grenzwerthe ihr iquivalente 
Gleichung: 


GF) Yr" "1 Yn) og, 


dz 


denn hierdurch wiirde man eben auf den am Schlusse von § 1 hervorgehobenen 
Ausnahmefall kommen. 
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(21) PB(L, Yr, Yas Vir es Yn), (B= 1,2,-->+,Q) 

vorschreiben , wobei also p + gq < m ist und von den untern, wie von 
den obern Grenzwerthen der y nur noch je » — p willkiirlich bleiben, 
so kénnen wir uns diesen Fall immer durch Auflésung der Gleichungen 


(20) nach p von den y auf den friiher betrachteten zuriickgefiihrt 
denken. 


Es sei etwa die Determinante 


oC OY, Oe ow 
22 SP img Vo ae 
( ) at oy, OYe OU’, 
weder an sich, noch in Folge der Gleichungen (20) identisch Null 
und die Auflésung dieser Gleichungen ergebe: 
(23) Yu = Yu(X, Yptiy** *> Yn), (x= 1,2,--+-+, p). 
Wird dann durch Substitution dieser Auflésungen: 
f= u(x, Yptit,** "> Yn» Yp-+1) or Yn), 
= 1a (x, Ypt+i,** ‘> Yn» Yp-+1 a alba: Yn), 


so kommt das Problem auf eines der friiher betrachteten Art zuriick, 
das kurz durch die Formeln: 


raz = Max., Min., yg =—0 
2 


charakterisirt werden kann. Ueberdiess miissen, falls die Grenzwerthe 
der y nicht noch mehr beschrinkt werden sollen, die q Gleichungen: 


(24) uw=9, (6=1,2,--+@) 


q von den Differentialquotienten y’ bestimmen und diirfen auch keine 
Gleichung von der Form: 


2¥(2, Ypgas” Me) 
dx 


zur Folge haben. Nach § 1 wird daher die neue Aufgabe gelist 
durch die Gleichungen (24) und die Gleichungen: 


6 ag ad 00 
(25) dy, de Bye (s=p+1,--+m), 


=0 





in denen: 


O=7+ 4 t+ + Aah 


Durch die Substitutionen (23), welche die Multiplicatoren 42 gar 
nicht beriihren, wird nun zugleich auch: 


(26) FH=l+Agyt--+ + 4gH, = 9. 


Mathematische Annalen. XXVI. 


ist. 
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Wird aber iiberhaupt fiir » beliebig gewihlte Functionen y,, . . ., Ya von 
LZ, Uy, +--+, U ein gegebener Ausdruck: 
F(a, Yir- +) Yn, "> - ae Yn ) vr O(a, Uys tty Ups uy; 73 Up)» 
so gelten fiir diese Functionen stets zu gleicher Zeit auch die Relationen: 
n 4 
ao =— ad 80 - >} (37 - d or wat R 
Ou, dz du, - oy; dx dy; / Ou,’ 
die entweder indirect durch Variation der vorhergehenden Definitions- 
gleichung von ® abgeleitet, oder mit Hiilfe der Formeln: 


oy; i d 0Y; oy; = OY; 


Ou, da du,’ du,” du, 
direct durch die aus jener Gleichung folgenden Werthe der partiellen 


Differentialquotienten von ® verificirt werden kénnen. 
Fiir die Functionen (23) hat man daher einerseits nach (26) identisch: 


P ‘ 

eo d @o 1( oF ad OF \ CYx oF ad oF 

dy, dx dy. = ij \ey, da dy,’ ] oy ss oy, dx dy. 
s s 1 Jn . x s vs . Ys 


und andererseits auch, weil sie Auflésungen der Gleichungen (20) sein 
sollen: 


< Ov, Oy, . OW, 


Oo=— 
OY, OY, Oy, 


Daher kann man die vorhergehenden Relationen so schreiben: 


P Pp 5 
a> = ad 6 > oF _o¢ FY Oe \ Oy 
oY, dx 6y, " 0”, dx oy, fe Oo”, OY, 
aK d aF P ow 1 
0 a a 
+ oy, ~ aa oy, +> ~ dy, ’ 
1 


worin (,,.--., @» Willkiirliche Multiplicatoren sind. 
Nach der bei (22) gemachten Annahme kann man aber diese p 
Multiplicatoren so bestimmen, dass in den letzten Formeln der Coeffi- 


‘ ° . oY ° ° ° . 
cient eines jedeu a verschwindet. Daher lassen sich die (ohne Auf- 





lésung der Gleichunyen (20) nicht aufstellbaren) Differentialgleichungen 
(24) und (25) ersetzen durch die Gleichungen (20), (21) und die 
n Gleichungen: 

wd a¥ 


Y; dx oy; =0, (¢—=01,2,--., n), 


| i>) 


in denen: 
WFAA Dy He + GPa + iY, +: + + bp dp 


ist, und die Lagrange’sche Regel gilt somit allgemein. — 
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Die gleichmassige Convergenz von Functionen mehrerer 
Veranderlichen zu den dadurch sich ergebenden Grenzwerthen, 
dass einige derselben constanten Werthen sich ni&hern. 


Von 


O. Srouz in Innsbruck. 


f(x, y) sei eine eindeutige Function der Verinderlichen zy, min- 
destens fiir ulle Werthsysteme xy, wo xy bez. den Bedingungen 
a<a<a, b<y<bD' geniigen. Hat f(7, y), wiihrend 2 dem con- 
stanten Werthe a z. B. fallend unbeschrinkt sich nihert, den endlichen 
Grenzwerth (y) d. h. gehdrt zu jeder Zahl ¢ > 0 eine Zahl d > 0, 
so dass 


(1) \f(@,¥)—ey)|<e 

fiir alle Werthe a<2x<a-+0, so giebt es méglicherweise eine 
Zahl A >O von der Art, dass die Relation (1) besteht, wenn nur 
a<a2<a+A, welchen Werth aus dem Intervalle (b, b') mit Einschluss 
der Grenzen man y auch ertheilen mag. Dann sagt man, dass f(z, y) 
bei lim a = a+ O zum Grenzwerthe p(y) gleichmdssig fiir alle Werthe 
von y: b<y<D' convergire*). Aber es kann auch, wie man u. A. 
aus der Theorie der unendlichen Reihen weiss, sein, dass eine solche 
Zahl A nicht vorhanden ist. — Es springt in die Augen, wie man 
den Begriff der gleichmissigen Convergenz fiir Functionen von mehr 
als zwei Veriinderlichen festzustellen hat. 

Dass die Unterscheidung zwischen gleichmiissiger und ungleich- 
miissiger Convergenz eine neue Phase in der Entwickelung der Analysis 
bedeute, diirfte gegenwirtig wohl kein Kundiger in Abrede stellen. 
Im Folgenden werden insbesondere einige Sitze der reellen Functionen- 
theorie aufgefiihrt, bei deren Begriindung die neue Einsicht sich vor- 
theilhaft bewihrt, was, so viel mir bekanunt ist, bisher bei allen nicht 
geniigend hervorgehoben worden ist. 

1. ,,Wenn f(x,y) bei den von einander unabhiingigen Grenz- 
iibergingen limz=—a-+0, lim y=—b-+ 0 einen endlichen Grenz- 


*) Vgl. Dini Fondamenti 1878 p. 397, 
: ot 
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werth ¢ hat und f(x,y) bei limza—a-+0O zum Grenzwerthe o(y) 
gleichmiissig fiir alle Werthe von y: b<y <b’ convergirt, so hat »(y) 
bet lim y= b+ 0 einen Grenzwerth und zwar stimmt er mit ¢ iiber- 
ein. — Dieser freilich recht bescheidene Satz folgt unmittelbar aus 
dem Begriffe der hier vorkommenden Grenzwerthe. Zu jeder Zahl 
é > 0 gehéren Zahlen A > 0, E > O derart, dass, wenn nur zy den 
Bedingungen: a<x<a+A, b<y<b+E geniigen, | f(x,y) —e|<e 
ist. Es besteht ferner, wenn nur a < x <a-+A, die Relation (1), 
worin y jeder der oben bezeichneten Werthe von.y sein kann. Legen 
wir nun in den beiden Ungleichungen x einen bestimmten Werth 
innerhalb des Intervalles (a, a + A) bei, so folgt, dass fiir alle Werthe 
b<y<b+E, | p(y) —e| < 2¢ sein muss, d.i. lim p(y) =e 
bei lim y= 0+ 0. 

2. In der Theorie der einfachen Integrale gelangt man mit Hilfe 
der gleichmissigen Convergenz, wie Hr. Dini a. a. O. hervorgehoben 
hat, zu-folgendem Satze, der als speciellen Fall die gliedweise Inte- 
gration der unendlichen Reihen enthialt: ,,Wenn f(z, y) bei allen 
Werthen von y: b << y <0’ im endlichen Intervalle a<a< a 
endlich und nach « integrirbar ist, wenn f(z, y) bei lim y = b + 0 
zum Grenzwerthe (a) gleichmiissig fiir alle Werthe von x: a<a<a@ 


convergirt und (xz) im Intervalle (a, a’) integrirbar ist, so hat man 
sicher 


(2) lim | f(x,y)dx= J (a) dx. *) 
=b-+0 


— 
Der Satz ergiebt sich unmittelbar durch Betrachtung der Differenz 
J (f(z, y) — p(x)| dx. Wenn f(x, y) bei constantem y(b < y <b’) 


a 
eine stetige Function von z fiir alle Werthe a<a<a’ ist, so ist 
unter der im Satze verlangten Bedingung g(x) fiir die genannten 2 


é 
stetig, somit die Existenz von | g(x) dx eine Folge derselben. — 


Und ferneres: ,,Gilt die Gleichung (2) fiir jeden Werth a > O (bez. 
fiir jeden Werth a’ =e —E(0<—<c — a), convergirt fie y) dx 


*) Hr. Dini hat weiter bemerkt, dass man, auch wenn nicht bekannt ist, 

dass g(x) im Intervalle (a, a’) integrirbar ist, im Falle des Bestehens der iibrigen 
¢ 

Bedingungen des Satzes schliessen darf, dass f(x,y) dx bei limy=b+ 0 


a 


einen endlichen Grenzwerth habe. 
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85 
bei lim a = +00 zu Null gleichmdssig fiir alle Werthe von y: 
b<y<D' und existirt auch f (x) dx, so hat man ebenfalls 


+o Fa 
lim | f(z,y)dx#= J p(x) dx.“ *) 
y=b+0 . 


Diese Gleichung erschliesst man aus der Zerlegung 


) +o 
f f(e,ydx— f o(@) de 


: ig il 
— | [fe, 9) — o(@)] de + J f(a, y) dx — f (a) dx, 


worin man fiir @ einen solchen Werth setzen kann, dass der zweite 
und der dritte Theil absolut genommen kleiner als « sind. 

Wir bediirfen der gleichmiissigen Convergenz ferner bei Auf- 
stellung der allgemeinen Quadraturformel. Beschreibt der Punkt x= q(t), 
y = v(t), wiihrend ¢ monoton von ¢, zu ¢, tibergeht, eine geschlossene, 
sonst willkiirliche Linie, haben die stetigen Functionen g(t), o(¢) fiir 
die Werthe von ¢: t, << ¢t<#, endliche Ableitungen g’(é), w(t) und 
convergiren in den Gleichungen 


p(t+ 1) — ot) =—rtl{g +o}, 
vi¢+t)—¥O—t{¥O+ 9} 


die Functionen o(t), 6(t) bei limt = 0 zur Null gleichmdssig fiir die 
genannten Werthe von t, so ist der Inhalt der von der obigen Limie 
eingeschlossenen Fliiche (im algebraischen Sinne) 


t th 
2 | (2 yy an) at = — fy = dt. 
fo & 
Die an oo gestellte Forderung ist erfillt, wenn g'(f), w(t) fiir 
ebendieselben Werthe von ¢ stetig sind. — Der Satz lisst eine Ver- 


allgemeinerung zu, wenn das vorstehende Integral mindestens als wn- 
eigentliches, d. h. als Grenzwerth eines eigentlichen Integrales existirt. 

3. Noch mehr Dienste leistet die gleichmissige Convergenz in 
der Theorie der Doppelintegrale. Man sagt**), eine Function, die fiir 


*) Dini 1. c. p. 403. Der Satz wurde auch von Hrn. Selivanoff ge- 
funden. Vgl. Bull. d. 1. soc. math. de France X (1882) p. 149. 

**) Vgl. Thomae, Zeitschrift tf. Math. XXI, p. 224. P. Du Bois-Rey 
mond. Kronecker J. 94. B,, p. 277. Harnack, Elemente der Diff. u. Inte- 
gralrechn, p, 309, 
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alle Punkte eines zusammenhingendeu oder aus getrennten Stiicken 
in endlicher Anzahl bestehenden endlichen Gebietes § definirt und 
endlich ist, besitze darin ein eigentliches Doppelintegral, wenn 


y f (Sr, Yr) T — WO T,T,...T, ein System geradlinig begrenzter, 


gleichbeseichneter (etwa positiver) Zellen, welche iiber das Gebiet ¥ 
ausgebreitet sind und z, y, einen beliebigen nur auch zu § gehorigen 
Punkt des Polygones rt, bezeichnet — bei unbegrenzter Abnahme der 
t, nach den beiden Dimensionen der Ebene einen endlichen Grenz- 
werth J hat, d. h. wenn zu jeder Zahl ¢ > 0 eine positive Zahl B 
gehért, derart dass 


> f(@e¥r) tr-—dJd | <é, 
ee 


falls nur die Polygone t, so beschaffen sind, dass die grisste Sehne 
(also Diagonale) eines jeden von ihnen kleiner als B ist: Dabei sind, 
wenn die Ebene auf irgend eine Weise durch Gerade zerstiickelt wird, 
zu den t, diejenigen Zellen und nur sie zu rechnen, welche ein 
Flichenstiick (nicht bloss Randtheile) mit §% gemein haben. Die zur 
Existenz eines Doppelintegrales nothwendige und hinreichende Be- 


n 
dingung bildet das Versechwinden der Summe >: (gr — ky) ty bei 


1 
lim t, = 0 (in obigem Sinne) --- unter g,k, die obere und untere 
Grenze von f(x, y) im Polygone rt, verstanden. 
Systeme von Theilungen, welche das Gebiet § in Polygone zer- 
legen, deren grésste Diagonale unter jede geyebene Linge sinkt, 
werden in der Regel durch zwei Curvensysteme 


=9(P,%), y= (p,q) 

definirt. Zugleich muss ein zusammenhiingendes oder aus getrennten 
Stiicken in endlicher Anzahl] bestehendes Gebiet  existiren, so dass 
jedem Punkte pq von @ ein Punkt von § und umgekehrt jedem 
Punkte zy von ¥ ein Punkt von © entspricht und wenn dieser ein 
Punkt innerhalb G, so nur ein Punkt. Die Funetionen g(p, q), 
#(p, q) seien in allen Punkten von % mit Einschluss der Begrenzung 
stetig und mit partiellen Differentialquotienten nach pq begabt, deren 
jeder im ganzen Gebiete ( endlich sein soll. Betrachten wir nun 
das von den durch die Werthsysteme pq; p+ Apq; p q+ Aq; 
p+ Ap, q+ Aq bestimmten Punkten MM’ M” M” (mit den Coordi- 
dinaten zy, wy’ u.s. w.) gebildete geradlinige Viereck*) und nehmen 
an, dass die in den Differenzen 


*) Solche Systeme von Theilungen sind \von mir schon friiher benutzt, 
worden (vgl. d. Annalen Bd. XXIII, p.156). Damals handelte es sich nur darum 
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a — 2 — Ap (5% +e), #—a=Adq (oe +6), 


(3) = i Or) ot : 7 

uv” —2 = Ap (2 + P), L’— 2 = Aq(% 4. x); 

sowie den analogen y’ — y u. s. w. vorkommenden Functionen von 
Ap&q:eoo¢ PX, o u.s.w. bei den von einander unabhiingigen Grenz- 
iibergiingen lim Ap=O, lim Ag =O je zur Null gleichmdssig fiir 
alle Stellen pq des Gebietes  convergiren. Dann ergiebt sich leicht, 
dass wenn gesetzt wird 


, — 0% dy _ dx | dy 
| MM’ M" MM” |=| WApdq|+| RApdg| 


ist, worin R bei lim Ap = 0, lim Ag = 0 zur Null ebenfalls gleich- 
miissig fiir alle Stellen pq des Gebietes & convergirt. Endlich setzen 
wir noch voraus, dass W fiir ebendieselben Werthsysteme durchaus 
gleichbezeichnet sei. 

Bezeichnen wir nun die jiussersten Abscissen des Gebietes (% mit 
kk’, seine fussersten Ordinaten mit Jl’ und theilen die Intervalle 
k’ —k, U —1 bezw. in m und m’ Theile und zwar sei k ck’, 1 <l’, 


ki — k= Ap + &yp + +++ Onp, 
l—tl=Ag+A,¢+---4 Ang. 
Es seien ferner: 
k,=k+ Ap, k,=—k, + A,p--- kh’ =—kn-1 + Oop, 
L=l+Aq, 4=1l +d.q --- U =ly-it Ang 
und 
f{e(pa), ¥(pg)] = Fv, @. 
Dann folgt sofort, dass das Doppelintegral J auch der Grenzwerth ist 
der Doppelsumme 
S' = >) FG, b) | Wilkes b) O- pda | 
bei lim A, p = 0, lim A,qg=0. Denn man bat 


dass das Viereck MM’ M” M’” mit Ap und Aq unendlich klein werde gleich 
missig fiir alle Punkte pq des Gebietes @. Zerlegt man 


x 


ov — # x —2 “2 —2 «—2x 
2“ —2“= rere we 


pot +4 


7 





, 


und aihnlich y’ — y, so erkennt man, dass dazu natiirlich auch die Forderungen 
im Texte hinsichtlich der partiellen Ableitungen von wy nach pq ausreichen, so 


ex Hy 
dpdaq dpda entfallt. 


dass die a. a. O, verlangte Beriicksichtigung von 
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und kann zufolge der vorstehenden Bemerkung iiber R bei vorgelegtem 
é>0 Zahlen > 0, x > 0 angeben, so dass wenn nur | A,p| < a, 
|Aql<«, |R| (ki —k) (UU —) <e ist. . 

Aus diesem Satze ergiebt sich die Transformation des eigentlichen 
Doppelintegrales 


fre dx dy — | {Foo | Wdpdq\. 
ry 


~~ 
8 


Zum Beweise der Formel ist nur noch der Nachweis erforderlich, dass 
die Function F'(p,q) W im Gebiete & ein Doppelintegral besitze — 
welchen wir in Nr. 7 tiihren werden. 

Die fiir die Functionen go u. s. w. geforderten gleichmissigen 


Convergenzen bestehen bekanntlich, wenn ep 09 2% OP in allen 
Op oq Op oq 
Punkten des Gebietes % mit Einschluss der Begrenzung stetig sind. 


4. Aebnliche Beschriinkungen treten auf bei Behandlung der Auf- 


gaben, einen Kérper, dessen Begrenzung vermittelst zweier Parameter, 
also durch Gleichungen 


z= (p,q), y= ¥(p,9), 2=—2(P,9) 


definirt ist, zu cubiren und den Inhalt einer auf dieselbe Art dar- 
gestellten krummen Fliche zu bestimmen. Fiir den genannten Kérper- 
inhalt (im algebraischen Sinne) findet man 


xv, y; a, 


| 
1 ~| Ox oy as | 
off op’ dp’ dp |adpdg, 

Ox ey as | 

éq’ @q’ aq | 
erstreckt iiber einen Bereich G, der zur Oberfliiche © des Kérpers in 
der Beziehung steht, dass jedem Punkte pq von G ein und nur ein 
Punkt von D und jedem Punkte von © ein, und wenn das ein Punkt 
im Invern von @ ist, nur ein Punkt von % entspricht — und zwar 
sicher unter der Voraussetzung, dass die Functionen myx, sowie ihre 
partiellen Differentialquotienten erster Ordnung im Gebiete & durchaus 
endlich und stetig sind oder etwas allgemeiner, dass die in (3) vor- 
kommenden Functionen von Ap&q:eoPX, sowie die analogen in 
Bezug auf y und z, bei lin Ap =O, lim Aqg=0 zur Null gleich- 
miissig fiir alle Punkte pq des Gebietes G convergiren. — Das Nim- 
liche lasst sich bemerken hinsichtlich der bekannteren Formel iiber 
den Inhalt der oben erwihnten krummen Fliiche. — Beide Siatze ge- 
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statten Verallgemeinerungen, wenn die betreffenden Functionen im 
Gebiete  wenigstens uneigentliche Doppelintegrale zulassen. 

5. Endlich sei noch Erwaihnung gethan eines Theorems iiber die 
Abinderung der Reihenfolge von zwei einfachen Integrationen: ,,Wenn 
in dem von den Geraden s =a, c= X, y=b, y=D' gebildeten 
Rechtecke, wo X jeden Werth >a annehmen kann, f(z, y) endlich 
und integrabel ist, desgleichen auch als Function von 2, sowie als 
solche von y auf jeder zu den Axen parallelen Sehne dieses Rechteckes 


und wenn Jf, y) dx = (y) gleichmdssig fiir alle y:b<y<U 


convergirt — ®(y) eine im anit (0, b’) integrirbare Function 


von y ist, so existirt auch J ‘az f f(x,y) dy und ist gleich 


far fren ase 


Das folgt vermittelst des Satzes (2) in Nr. 2 aus der in der Theorie 
der Doppelintegrale zu beweisenden Gleichung (vgl. Nr. 8) 


fie fre. y) dy eal fres dy 


durch den Grenziibergang lim X = + oo. 


Anhang. Zur Theorie der eigentlichen Doppelintegrale. 


6. Eine Abdnderung der Integrabilititsbedingung fiir eine Function 
f(a, y) von zwei Verdnderlichen. Hierzu gelangt man durch Ein- 
fiihrung von Unbestimmtsgrenzen fir die Werthe von f(x, y) in einem 
unendlich kleinen Kreise um irgend einen fixirten Punkt 2’y’ des Ge- 
bietes § (Nr. 3), wobei wir genau dem Vorgange des Hrn, P. du Bois- 
Reymond folgen. Beschreiben wir um 2’y’ einen Kreis mit dem 
Radius @, so seien die obere und untere Grenze von /(%, y) fir die 
Punkte desselben g(g) und k(g), die wir hier wegen der Endlichkeit 
von f(a, y) als endlich annehmen diirfen. Da neben @ < @, 
g(@) <g(@), k(e’) > k(@), so existiren bei lim g—0 Grenzwerthe 
(hier endlich), lim g(@) = O(2’, y’), lim k(g) = U(a’', y’); zugleich 
hat man O(2',y’)<g(o), U(x,y)>k(e). Dabei gehdrt zu jeder 
Zahl $ é > 0 eine Zahl 0, derart dass fiir @ < 0 


*) Auf diesen Satz wies ich hin in den Berichten d, naturw. medicin. Vereins 
in Innsbruck VIII, 3. Heft (1879) p. XII. 
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O@',y)>g9(0:) —>e, Ulz',y) < ke) ++. 
Bezeichnen wir O(2’, y’), U(a’,y’) bez. als obere und untere Un- 
bestimmtheitsgrenze von f(a”, y) in unendlich kleiner Umgebung von 
zy, den Unterschied D = O — U als Sprung von f(x, y) im Punkte 
ay’, so ergiebt sich aus dem Bemerkten ° 
(a) (@< 84), g(e) —k(e)—# < D@,y) <g(e) — ke). 

Nunmehr folgt leicht der Satz: Die nothwendige und hinreichende 
Bedingung dazu, dass f(x,y) ein eigentliches Doppelintegral im Ge- 
biete § besitze, besteht darin, dass die Punkte xy’ in §, wo der Sprung 
D(x’, y') irgend eine vorgelegte Zahl 9 > 0 iibersteigt, ein System von 
der Fldchengrenze*) (nach Hrn. G. Cantor vom Inhalte) Null bilden. 

Dass die angefiihrte Bedingung nothwendig sei, folgt sehr leicht. 
Denn hiitte das Punktsystem 2’, y, wo D(a’y’) > @ den positiven In- 


halt L, so kénnte lim r .— k, Ty, bei lim Ty, unmdglich Null, 
g ) 5 
1 


/(xy) also nicht integrabel in § sein. Nach (a) hat man niimlich 


> Gr —kr)r2e> %>el, 


worin die Summe Py sich nur auf diejenigen Zellen bezieht, die im 
Innern oder auf dem Rande Punkte der Menge z’y’ enthalten. 

Die Zulinglichkeit derselben stiitzt sich auf den folgenden Satz: 
ylst in dem endlichen Gebiete § der Sprung D(x, y) nirgends grisser 
als eine gegebene Zahl @ > 0, so lisst sich § in so kleine Theile zer- 
legen, dass in keinem von ihnen die Schwankung 6 = g — k von f(z, y) 
die Zahl 9 iibersteigt.“ 

Beweis. Wiirde man nicht zugeben, dass zu @ + ¢, wo é irgend 
eine positive Zahl bedeutet, eine Zahl B gehdrt, derart, dass wenn 
der Polygone rt, grésste Diagonale unter 8 sinkt, die Schwankung von 
f(@, y) in keinem 9 + « itibersteigt; so wiirde man auf einen Wider- 
spruch mit der Voraussetzung stossen: Es seien aa’ die fiussersten 
Abscissen, bb’ die fiussersten Ordinaten des Gebietes § und a < a, 
b <b’; h bezeichne eine unatiirliche Zahl >2. Man denke sich das 
von den vier iiussersten Coordinaten gebildete Rechteck dadurch in h* 
congruente Rechtecke zerlegt, dass man die Seiten a = a’ — a und 
6B = b' — b desselben in je h gleiche Theile theilt. Unter den so er- 
haltenen Rechtecken muss sicherlich eines sein, in welchem die 
Schwankung von f(x,y) nicht allein grésser ist als g@ + ¢, sondern 
das auch so beschaften ist, dass, in wie kleine Theile es auch zer- 


*) Vgl. d. Annalen XXIII, p. 154. 
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schnitten werden mag, darunter sich doch mindestens einer mit eiuer 
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o + « iiberschreitenden Schwankung befindet. Das dem Punkte ab 
niichste Rechteck von der soeben beschriebenen Art sei 


a a +1 
a+ =%, a+—,—a 0<a,<h—1, 
b b 1 we SS 
+B; b+ 4 B 0<b,<h 1 


Zerlegt man dasselbe dadurch, dass man jede seiner Seite in h gleiche 
Theile theilt, neuerdings in hk? congruente Rechtecke, so muss sich 
darunter mindestens eines, also auch ein dem Punkte ab _ niichstes 
befinden von genau derselben Beschaffenheit wie das getheilte u. s. f. 
Somit miisste man zu einem Punkte 


lg 


eas ue Saati be 
Y=o+(% 4 B4---)B, 


wo a, a,..., b, b,... natiirliche Zahlen zwischen 0 und h — 1 be- 
deuten, gelangen, so beschaffen, dass wie gross auch m sein mag, die 
Schwankung o von f(z, y) in dem Rechtecke 


lo+(3 Hp ttle, at (H+ et +) a 


h" 


(b) 

eA. eA ty eee ee 
grésser als 9 +¢ wiire. Das vertrigt sich aber nicht damit, dass 
D(X, Y)<e@ sein soll. .Nach (a) hat man D(X, Y) > 6 — €, wenn 
nur die Umgebung von X Y klein genug gewihlt wird. Innerhalb 
derselben ist demnach 

6< D(XY)+e<cot+e, 

also 6 <@+ 6. Man kann aber in (b) » so gross annehmen, dass 
das betreffende Rechteck ganz innerhalb die soeben nasa tata Un- 
gebung von X Y hineinfiallt. 

Da é hier eine jede positive Zahl sein kann, so muss man schliessen, 
dass auch eine so feine ‘Theiluug von ¥ méglich ist, dass die Schwankung 
6 von f(x,y) in keinem Theile @ iibersteigt. In der That, wiire bei 
jeder Theilung 6 wenigstens in einem Theile > @, so wiirde es auch 
Zahlen @ geben zwischen g und diesem Werthe von 6. Das ist aber 
dem bemerkten zufolge unméglich; man braucht uur ¢é = eg’ — @g zu 
setzen. 

Da die Punkte 2’ y’ ein System vom Inhalte 0 in § bilden, so 
lassen sie sich aus § durch Flichenstiicke 1, ausscheiden, deren Summe 
kleiner ist als eine beliebige Zahl 9 > 0, Das iibrige Gebiet kann 
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man zufolge obigen Satzes in so kleine Theile rt, zerlegen, dass in 
jedem die Schwankung von f(z, y) @ nicht tiberschreitet. Somit ergiebt 
sich, dass 

> %t < oF + o(B—A), 
worin § den Inhalt des Gebietes §, A B zwei Zahlen bedeuten, zwischen 
denen jeder zu einem Punkte von § gehérige Werth von f(z, y) liegt. 
Bezeichnet « irgend eine Zahl > 0, so nehme man 9’ < 3 é:(B— A) 


und g@ < ; é:%, wodurch man findet? 


D> ote <e d. h. lim >’ 6c, = 0 bei lim s, = 0. 


7. Die vorstehende Integrabilitiitsbedingung ist manchmal be- 


quemer als die gewéhnliche. Das erkennt man an folgenden Siitzen. 
1.*) ,Es seien 


uU, = 9, (2, y), 7 P,(2, Y) 5 «+ +) Um = Pm(2, y) (m > 1) 
Functionen, die in dem endlichen Gebiete % eindeutig endlich und in- 
tegrirbar sind. Und es seien die obere und untere Grenze von u, 

a,,b, (r= 1,2,...,m). 

Wenn sodann F'(u,, uw, ..., Um) eine in dem Gebiete 

(c) a, <u <d,, a, < ty < dg, © ~~) Am < Um < Om 


stetige Function von u,, ty, ..., Um bezeichnet, so ist die Function 


F (9 (, Y)y ++ +> Pm(%, y)) = f(x, y) 
im Gebiete § endlich wnd integrirbar.“ — Insbesondere darf man 
F = tty... Um setzen. 


Beweis. Vermége der Stetigkeit von F(u,,..., Um) gehdren zu 
jeder Zahl 9 > 0 Zahlen 6,, 0,,..., On, so dass 


(d) | F(u,’, . . ., Um) — F(u,,. ~~, Um)| < @, 


wenn nur |w,’ — u,| << 0, ...|%n — Un| < On, gleichgiiltig wo die 
Stellen (uw, ... tm) (u,’...%¢m) im Gebiete (c) liegen. Nehmen wir 
positive Zahlen 0,° << 0,, 0, << 0,,...-, On <9, an, so bilden die 
Punkte in §, wo der Sprung von ,(z, y), bezw. der von @,(x,y),-... 
der von @,(2,y) grésser als 6,° bezw. 0,'...0, ist, je ein System 
vom Inhalte 0. In allen tibrigen Punkten von § kann der Sprung 
von /f(z,y) @ nicht iibersteigen, somit ist f(a, y) in § integrirbar. 
Bezeichnen wir nimlich den Sprung von g,(%, y) im Punkte # y mit 
4,(z, y), 80 kénnen wir uns um zy einen Kreis k, von so kleinem 
Radius g, beschreiben, dass nach (a) 


*) Verallgemeinerung des Satzes von P. du Bois-Keymond, d. Annalen 
Bd, XVI, p. 112 und Bd. XX, p. 122, 
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Grenzwerthe von Functionen mebhrerer Veranderlichen. 


9(@r) — k(er) < (a, y) + e< 4, + 8, 
somit wenn 2’ y’, 2 y” beliebige Punkte innerhalb k, bedeuten, 

pr (x y’) — Pr (@" y")| < G(r) — Kor) <8 + <4, 
falls wir ¢«< 0, — 6; annehmen. Wéahit man unter den Kreisen 
ky, ky, ++, km den kleinsten aus und liisst 2’ y’, x” y” innerhalb des- 
selben liegen, so folgt nach (d) | f(a’, y’) — f(x”, y”)| << @, und da, 
wenn g k obere und untere Grenze von f(x, y) in diesem Kreise ist, 
innerhalb desselben auch Punkte x, y,, x, y, zu finden sind, so dass 
f (@5 91) — f(%, Ys) > g — & — &; so ergiebt sich nach (a) fir den 
Sprung von f(z, y) im Punkte zy 

D(z, y)<g9—-k<erte, 

also da ¢ jede positive Zalil sein kann D(a, y) < @. 

2) , Wenn die Function f(x, y) in dem endlichen Gebiete F endlich 
und integrirbar ist und x = p(p, gq), y= Wv(p, g) gesetzt werden, in- 
dem ein Gebiet G in pg existirt, sodass jedem Punkte desselben ein 
und nur ein Punkt von § und jedem Punkte zy von ¥ ein und wenn 
das ein Punkt innerhalb G, nur ein Punkt von G entspricht, — wobei 
also gm w in allen Punkten pq von & stetig sind; so ist die Function 
f{o(p q), V(pPg\h= F (p,q) im Gebiete & integrirbar.“ — Indem 
vermoge der Stetigkeit von m w jeder Umgebung von xy eine um dem 
entaprechenden Punkt pq in & zugeordnet werden kann, so erkennt 
man, dass die Spriinge von Fp, q) die — Zahlen sind wie 
die von f(z, y). 

Aus beiden Siitzen zusammen ergiebt sich nun unmittelbar, dass 
die in Nr. 3 erwahnte Function F(p,q). W(p, q) im Gebiete 
integrirbar ist. 

8. Berechnung eines Doppelintegrales durch zwei aufeinanderfolgende 
Integrationen. ,Wenn die endliche Function f(z, y) in dem Gebiete 
®& (das eine convexe Fliche mit den fiussersten Abscissen a < a’ und 
den dussersten Ordinaten b < b’ sein mége) ein eigentliches Doppel- 
integral J zuliisst wnd wenn*) f(x,y) als Function von x auf jeder 
zur X-Axe parallelen Sehne von § (mit Ausnahme allenfalls der einem 
Systeme von Werthen Y, das im Intervalle (b, b’) den Inhalt 0 hat, 
entsprechenden Sehnen) integrirbar ist, so ist die auf solche Art erhaltene 
Function von y 


(e) o(y) = fi f(y) de, 


*) Wie aus einem von Herrn P. du Bois-Reymond (Kronecker J. 94, B. 
p. 278) mitgetheilten Beispiele hervorgeht, folgt aus der Kxistenz des Doppel- 
integrales J nicht (wie Herr Harnack in seinem Lehrbuche p. 313 versichert), 
dass f(a, y) bloss fiir die Werthe Y einer discreten Mannigfaltigkeit hinsichtlich x 
nicht integrirbar zu sein braucht, 
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wo x 2x” die Abscissen der zur Ordinate y gehérigen Punkte des Randes 
von  bedeuten, im Intervalle (b, b’) integrirbar und zwar hat man 


fow) dy = J.“ 


Wir zeigen zuniichst, dass ®(y) im Intervalle (b, &) integrirbar 
ist. Wenn ®(y) in einer Mannigfaltigkeit von Punkten y= Y, welche 
den Inhalt O hat, nicht definirt ist, so denken wir uns daselhst be- 
liebige, mur zwischen endlichen Zahlen gelegene Werthe hinzugenommen, 
um die Function ®(y) zu einer vollstiindig bestimmten ®’(y) zu machen. 
Theilen wir das Intervall (b, b’) in n Theile: 


b—b=2e+4,4+---+8 


und bezeichnen mit [,K, obere und untere Grenze von ®(y) im 
Intervalle 


(f) b+et---tartcycdb+et+---+ 4, 


mit [, K, die analogen Zahlen fiir die Function ®’(y), so hat bekannt- 
lich die Summe >? (, K,) ¢, bei lim ¢, = 0 Null oder eine positive 
1 


Zahl zum Grenzwerth, je nachdem ’(y) im Intervalle (b, b’) integrir- 
bar ist oder nicht. Es ist aber unmittelbar ersichtlich, dass dieser 


n 
> 
Grenzwerth jedenfalls mit lim +r, K,) €, tibereinstimmt, wovon wir 
1 


hier zeigen kénnen, dass er Null ist. — Wir theilen auch a —a und 
zwar in m Theile: 


fA SBVEsSEyY*: +e, 
und itiberziehen das Gebiet § mit den durch die Punkte der ersten 
Theilung parallel zur X-Axe und durch die der zweiten parallel zur 
Y-Axe gelegten Geraden. Zu jeder positiven Zahl ¢ gehdren positive 
Zahlen AE, derart, dass 


(g) ) <>) Ors — brs) 0, & < ae 


wenn nur alle 0, < A und alle ¢, < E. Dabei bezieht sich die Doppel- 
summe auf diejenigen Rechtecke 0, ¢, (worin g,,, k,,, obere und untere 
Grenze von f/(z, y) seien), welche der in Nr. 5 hinsichtlich der t, aus- 
gesprochenen Bedingung geniigen. Was auch die Zahl « > 0 sein 
mag, man kann im Intervalle (f) Werthe von y: u,v, angeben, so dass 


O(u,)>T,—e, O(v,)<K, +e, F,—K,< O(u,) — O(v,) +22. 


Liisst man s nacheinander 1, 2,...,” sein, so ergiebt sich daraus 
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Grenzwerthe von Functionen mehrerer Veriinderlichen: 


(h) 0< S(L—Kye <>} [(u,) — 0(,)] & + 2¢ (0 —D). 


Bezeichnet ferner 2, ein willkiirliches x im Intervalle 


(a+ 0 ++++ +84, 448, 4+-+-+44,), 


d;,. - - ;, diejenigen Intervalle d,, welche zu den im Abstande 6 + «, 
+.--+ 6; von der X-Axe gehdrigen Rechtecken 6, ¢, der vor- 


stehenden Doppelsumme gehéren, und endlich M eine Zahl grésser 
als |f(z, y)| im Gebiete §, so kann man eine positive Zahl A, an- 
geben, derart, dass fiir 0, << A, 

by 
P (us) <>) {(@,, Us) 0, + & +2MA,, 

ks 
(i) 





ls 
(v,) >>? f(a, %,) 8, — & — 2MA,. 
k, 


8 





Man braucht nur A, so zu bestimmen, dass fiir 0, < A, 


| (us) — > f(a; Us) 0, | < é, ®(v,) —>' f(a, Us) 6, 


was nach (¢) stets angeht. Da jedoch in den zuletat erwihnten Summen 


<é, 





> 6, gleich den zu y=wu, und y=v, gehérigen Werthen von 2’ —z’, 


also im Allgemeinen kleiner ist als die Summe der in (i) erscheinen- 
den Intervalle 6,, so ist dort noch + 2MA, zuzufiigen. Somit ergiebt 
sich, unter A, die grésste der Zahlen A, A,...A, verstanden, 


>: [ D (1) ais (v;)] és So f(s, Us) —f (tr, Us) | 0, &s 


+ 2(&+2MA,) (b'—b) 
und mit Hiilfe von (g) und (h), wenn man sich nur ¢, < E und alle 
6, kleiner als die kleinste der Zahlen A A, A, ... 4, denkt, 
O< SHAK) a < get 46 (bd) + 4MA, (0 —0). 
1 


é ist willkiirlich, lisst sich also so bestimmen, dass 4é(b'—b) < ; é 
und endlich kann A, so verkleinert werden, dass auch 
4MA,(U—b)< Ze. 


Wir finden demnach, dass fiir ¢, << E 
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0< SS (LK) a <e, 
1 


somit 


lim >? (F,—K,) & = 0 bei lime, =O. W. z. b. w. 
1 


ry ? 


Nunmehr folgt sofort, dass, wenn | O(y)dy = H gesetzt wird, 


6 
J =H sein muss. Wir haben, wenn nur 6, < A, ¢, < E, 
’ 1 
(k) > f Ges Ys) 9, sai Sol 


, 
wo y, irgend einen Werth im Intervalle (f) bedeutet. Zugleich sei 
E so klein, dass fiir «, < E auch 


E 1 
(1) oun Hl <p, 
es 
Und zwar soll ¢,, &,,..., & in diesen beiden Relationen, sowie fortan, 


ein bestimmtes der Bedingung «, < E geniigendes Werthsystem be- 
deuten. Nach (i) ist demnach fiir 6, < A, 


O(y.) — > F(a y.) |< & + 2MA,, 


also 


| «2 
(m) Pa 8, — >) f(@rs ys) 8 &| < (& +-2MA,) (0 —D). 


Nimmt man hier das willkiirliche ¢ so klein, dass «(b’ —b) <ze 
und verkleinert A, soweit, dass auch 2MA,(b'—b) < ; é, so folgt 


durch Zusammenfassung von (k), (I), (m), dass |H —J| < ed. h. 
H=dJ. 


Innsbruck, 4. December 1884. 














Ueber verwandte s-Functionen. 
(Zweite Mittheilung). 


Von 


Erwin Parrerirz in Leipzig. 


Wie in einer im XXV. Bande dieser Zeitschrift p. 212 abgedruckten 
Note gezeigt wurde, besteht zwischen je vier verwandten Schware’schen 
s-Functionen s;(4;, ui, vi, 2) bei passender Wahl der in ihnen ent- 
haltenen willkiirlichen Constanten eine Relation von der Form: 


Pm, @) 

Pm, (2) ? 

WO Pm, und @», ganze Functionen vom Grade m, resp. m, bedeuten. 
Hierbei sind die ganzen Zahlen ,, ”,, m,,m, durch die Formeln 


( 
n, => (he + Igy — Lig — |ge), 


(1) (81 — 82)(83 — 84) 


(8, — 84) (83 — 89) 





=g-%. (l1—z)-™ — 


1 
. My = > (Myo TF Myy — My — Myo), 
(2) ) 
1, 
my = > (lye + gg H mya + mg + M2 + M34) — 2, 





= = (hy + yy my, + Mg + yy + My) — 2 
gegeben, sofern 
(3) Ly. = [Ai aad A;| > nh, = [i — Mel, nin = [v; = vx| 
und fiir die eingeklammerten Gréssen ihr absoluter Werth gesetzt wird. 
Gegenwirtig soll es sich um die éxplicite Darstellung von Glei- 
chungen der Form (1) handeln. In Bezug hierauf wurde friiher bereits 
bemerkt, dass sich die Functionen g,,(¢) und @»,(¢) immer durch 
eine Coefficientenvergleichung bestimmen lassen, indem man eine jede 
s-Function durch den Quotienten zweier hypergeometrischer Reihen aus- 
driickt und nach Wegschaffung der Nenner beide Seiten der Gleichung 
(1) entwickelt. Dieser einigermassen umstindlichen Methode kann 
man indess, wie sich zeigen wird, wenigstens in den einfachsten Fallen 
entrathen. 
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Zieht man die conforme Abbildung der z-Ebene auf die s-Ebene : 
in Betracht, so bietet sich als ein einfachster Fall von vier verwandten 
s-Functionen das Quadrupel derjenigen Functionen dar, welche die eine 
der beiden durch die reelle Axe getrennten Halbebenen ¢ auf ein ge- 
wisses Kreisbogendreieck der s-Ebene mit den Winkeln 42, wx, vx 
und auf dessen drei Scheiteldreiecke abbilden. Diesey Fall mag aus 
der unendlichen Menge der méglichen als Beispiel herausgegriffen 
werden, weil er sich dadurch auszeichnet, dass die ihm entsprechende 
Contiguenrelation in sehr einfacher Weise geometrisch gedeutet wer- 
den kann. Indem wir gerade solche 
vier s-Functionen voraussetzen, 
welche die Halbebene z auf vier 
von den niimlichen drei Kreisen be- 
grenzte Dreiecke abbilden, welche 
mii ihren Ecken zusammenstossen, 
machen wir implicite die zur Geltung 
der Relation (1) erforderliche An- 
nahme, dass die Substitutionen, 
welche die zu den Punkten z—0, 
oo, 1 gehérigen Fundamentalwerthe 
in einander iiberfiihren, fiir die 
fraglichen vier Functionen identisch 
ausfallen. 

Die Exponenten der zu _be- 
trachtenden s-Functionen sind bei 
geeigneter Wahl ihrer Vorzeichen durch die Winkelzahlen der Dreiecke 
I, 11, U1, 1V und die Aufeinanderfolge der Winkel bei der Umlaufung 
in positivem Sinne wie folgt bestimmt: 








4, =A, =F, — rs 

A, =A, Hg=u—1, »=—v—1, 

4,=—A—1, 4 =e—1, y=», 

A,=A—1, wo —#, vy, =v—l. : 
Die Formeln (2) und (3) ergeben: 

n=—1l1, n,=—0, m=—0, m=O 


und zwischen den in Rede stehenden s-Functionen besteht daher eine 
Relation von der Gestalt: 
(8; — Sg) (Sg — 8) 
D 13 3 oe Ce 
(8; — 84) (83— 8) . 
Um die Constante C zu bestimmen, vertauschen wir die Indices 3 und 
4 der Exponenten und finden jetzt: 


n=—1, n—+1, m=O, m=O, F 









-— we %t Ve 


- © © 


Va «(D> ome 





so dass neben der obigen auch folgende Relation stattfindet: 
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an re ee. e.. 
~~ (84— 83) (84— 8) 1—z 
Nun ist aber identisch: 
i 
~ D—1? 
mithin auch: 
CQ’ ae Cz 
“t—s Os—1? 
woraus C= 1, C’ = — 1 folgt. 
Die gesuchte Contiguenrelation erhalt daher die definitive Form: 
(8; — 83) (83—84) mae 
(4) (8 — 84) (Sg — Sp) * 


welcher natiirlich noch weitere fiinf gleichberechtigte Formen zu- 


gesellt werden kénnten, bei denen rechter Hand die Verinderlichen 


1 — 2, + 1 — =, 4, — auftreten. 

Um jetzt die geometrische Bedeutung der Gleichung (4) in Evidenz 
treten zu lassen, denken wir uns in einer jeden s-Function die Sub- 
stitution 

__ _(*%—a) (e—bd) 
~ (@—b) (¢—a) 


gemacht. Alsdann geht die Function s(4, uw, v, 2) oder 


6854) tiber in s(2 5 2) 
und die Relation (4), geschrieben in den s-Functionen mit den singu- 
liren Punkten =a, b, c, lautet: 


(5) (8182) (%—8s) _, (@—a@) (C—D) | 
(84 — 84) (83 — 82) (a — b) (c—a) 

Hierin spricht sich folgender Satz iiber die conforme Abbildung 
der x-Ebene auf die s-Ebene aus: 

Betrachtet man die vier verwandten s-Functionen, welche die Ab- 
bildung der durch die Punkte a, b, c und thre Aufeinanderfolge in 
gegebenem Sinne bestimmten Kreisfliche der x-Ebene auf ein Kreis- 
bogendreieck I der s-Ebene und seine drei Scheiteldreiecke II, III, IV 
bewirken, so ist, welches auch die Lage des Punktes x sein mag, das 
Doppelverhiiltniss der ihm entsprechenden vier Punkte s,, 8,, 83, 8, gleich 
dem Doppelverhiiliniss des Punktes x und der drei festen Grundpunkte 
a, b, ¢. 

Von den Consequenzen dieses Satzes, nach welchem zu je dreien 
der Punkte s,, s,, 83, S, der vierte linear construirt werden kann, sei 
nur Folgendes hervorgehoben. 

Riickt der Punkt x auf den Kreis (ac) und nimmt demzufolge 


7* 
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das Doppelverhiltniss einen reellen Werth an, so liegen auch die ent- 
sprechenden vier Punkte der s-Ebene auf einem Kreise, naimlich auf 
einem der drei Begrenzungskreise der Dreiecke I, II, III, IV. Fiaillt 
der Punkt x ferner mit einem der singuliren Punkte a, b, ¢ zusammen, 
so fallen die entsprechenden Punkte s,, s,, s,, 8, paarweise zusammen. 
Als einfaches Beispiel, an dem sich unsere Aufstellungen leicht 
verificiren lassen, sei das der Ikosaederirrationalitat hier angefthrt. 
Bezeichnen f, H, T die zum Ikosaeder gehérigen Formen: 


f = 0,9. (9,'°+ 119,5y,' —n,"), 

H = — (9, + 92”) + 228 (">.> — 4,5 q.'*) — 494, n,Q", 

TL = (9+ 92%) + 522 (9,7 4° — 91° 4.) — 10005 (9,9 n.' + 9,'°y.”°) 
und setzt man: 


H*(m, 12) __ 
12°. f9(n,,%2) z, 


so wird durch die Function 


— 
8,(Z) = “ 
bekanntlich die Halbebene Z auf ein Dreieck der s-Kugel mit den 
Winkeln 3 ‘ 7 = abgebildet, dessen Seiten in den Symmetrieebenen 


eines der s-Kugel eingeschriebenen Ikosaeders liegen. Die Abbildung 
derselben Halbebene Z auf dessen drei Scheiteldreiecke wird durch die 
Functionen 


aH ar of 

: ie oy One 7, _ —_One a One 
8,(Z) = oH ’ 8,(Z) = or’ s,(Z) = Of 
On on on 


vermittelt. *) 
Bildet man nun das Doppelverhiltniss 








oH of oT 

"1 + One One _ On» 

oH of oT 

”.. (84 — $9) (83 — 84) se on on On 

(81 — 84) (Ss —83) of oH or F 

Mm ON: On, _ OMe 

Ne of oH of 

Ons on om 


so ergiebt sich: 


*) Man vergl. F. Klein, Vorlesungen iiber das Ikosaeder und die Auflésung 
der Gleichungen vom fiinften Grade, (Leipzig 1884), p. 68, sowie einen Aufsatz 
desselben Verfassers: Weitere Untersuchungen tiber das Ikosaeder, Math. Ann. 
Bd. XII, p. 526. 
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_ 0H. (T,f) 

D= 37 (0, H)’ 
sofern durch (g, w) die Functionaldeterminante von g und wy bezeichnet 
wird. Durch directe Rechnung findet man aber: 


(T,f)=2.3.5.8%, (7, H)=—2'.3 .8 .f'4; 
daher folgt: 
H3 
D = 123, f* = Z 
in Uebereinstimmung mit der Gleichung (4). 

Wir kehren zu der Relation (1) zuriick, um noch einige weitere 
Bemerkungen an dieselbe zu kuiipfen. 

Driickt man die hier auftretenden s-Functionen jeweils durch 
Quotienten zweier linear unabhiingiger Integrale der zugeordneten 
hypergeometrischen Differentialgleichung aus, welche ein zu einem und 
demselben singuliren Punkte gehériges Fundamentalsystem ausmachen, 
so erhalt man jedesmal eine quadrilineare Relation zwischen acht F- 

‘unctionen (zwei Gruppen von je vier verwandten), deren Entwickelungen 
nach derselben Variablen fortschreiten. Diese Relationen fliessen aus 
derselben Quelle, wie die linearen homogenen Contiguenrelationen in 
der Darstellung Riemann’s.*) In der That beruht die Existenz beider 
in dem Satze, dass fiir je zwei verwandte hypergeometrische Differential- 
gleichungen die Determinante entsprechender Fundamentalsysteme bei 
passender Wahl der in ihnen noch willkiirlichen Constanten und nach 
Multiplication mit einem geeigneten Factor 2” (1 —z)" eine ganze Func- 
tion von ¢ darstellt. 

Im Falle der Relation (4) hat man als die den Functionen s,, s,, 
S83, S, zugeordneten hypergeometrischen Differentialgleichungen die- 
jenigen zu a welche aus 


. d?w ¢—(@,+54+1)2 dw a; b; jG 
(6) de as a(i—s) | as s(i—s) w= G 


fiir die nachstehenden Werthe der Constanten a;, );, ¢; hervorgehen: 





‘ 


1 a B ge 
2; «. 16+1| 

3| @ 6+1 y+1 
4je+1/6+1)7+1 


t | aj | b; 





Gi 


*) Riemann, Ges. Werke, p. 73, f. 
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Zur Abkiirzung setzen wir: 

Fig = F(a;, b:, , 2), 

Fi,» = F(b:, bs -—+1, sa; +1, 4), 

Fi, = F(a, bi, a, +6b;-—¢e,+1, 1—z), + 

9,9 = F(i—a;, 1—b;, 2—«, 2), 

®,. = F(a, ai—c+1, a—b +1, +), 

(Di, = F(¢;—a;, ¢—b;, ¢ —a;,—b; +1, 1—2) 


und wiahlen als die zu den Punkten z= 0, oo, 1 gehdrigen Funda- 


mentalsysteme die folgenden particuliiren Integrale der Differential- 
gleichung (6): 


(7) 





Ui,0 =Ppi,o Fo, Vio =i, 0 2—-%(1— 2) 4-4-4; 9, 
(8) Uj, wm = Pi, o a Fi,0 > Vi, mw =i, w a % 0; wo, 
U1 =pi,1 Fis, V1 =Gi,1 (Ll —2)%-%-%Q, 1, 


wobei die Gréssen p;, und q;,, gewisse sogleich niher zu bestimmende 
Constanten bezeichnen. 


Sollen die Functionen s; = ey “~~ die Relation (4) befriedigen, so 
ist erforderlich , dass die Substitutionen 
Ui,0 = Mi, Ui, + Mi,2 Vio = Nir Ui,r + Ni,2 Vi,1, 
(9) 
Vi,0 = Mi,3 Ui, wo + Mi, Vi, wo = Mi,3 Wir + Mi,4 Vi,1 


fiir i= 1, 2, 3,4 gleichlautend ausfallen. Setzt man aber zur Ab- 
kiirzung: 


_ F(y)F(@—B—1) ;¢_ 4. — Fy) F (Ba ec 
M, =- F(y—8—1) F(a) [—" ae | a di 


M, = P=) Me—b-D (_iy-¢, yu, = r(i—y) (G—a) (—1)-« 


T(—8) F(a—y) ~ P(e) F(B—y+1) 
und 
_ €@) F@—e—§—1) _ Fly) F(@+B6—y) 

as a Piy—a) F(y—B--1)? i F(a) Te) ? 

N. _ F(ii—y) F(y—a«—B—1) N, — r(i—y) r(a+p—y) 

eS ot) ce) ‘ F(@—y) F(6—y+1)’ 
so haben die Coefficienten der Substitutionen (9), gebildet fiir die Func- 
. U; Fe _— 
tionen —* , * die folgenden Werthe*): 

Pik Vik 


*) Man vergl. Goursat, Sur l’équation différentielle linéaire qui admet pour 
intégrale la série hypergéométrique, (Thése), Paris 1881, pag. 28, f. 
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a—B—1 
m= M, *BoyF1? m,,=M,, 
sas a — My .ve—8b—1) 
ms, =, - ae m,,=M, Se oom 
m,=M,, Mm, = M, - oe, 
— mM ..rie—86) a ed: 
m;,—= M, ‘Bla —y)? m= M, Bg” 
—_-y . (e«—B-Ni¥—)) _ a y—t 
m,,= M, - as » My ,—=M;- 1 — =. 
a- m;,;—= M,, my; =M, - “ of ra ., 
1. 
=% (a—B)(y—1) 
m,,=,- Ul —j m,,— M, a 3G 
m,,=M, p—s, m,,=M,; 
(10) 
y—a—6-—1 eee 
s nm, = N,- Ser re eae Ny =N,, 
are _ y(a+B—y+!) ty , y 
Mat = Ni * e—a)Q—6—1)” ty Ph: EA: 
0 
Nyy» = Ny, Ny, = N,- =f ze, 
%,, = N,- # 4. = N, - reti—? , 
a+ B—y+1) (y—1) ~% 
3 = N, - (248 a y 2 My, = N, - >—, 
_ I 
ty om WN, SEP 9th N43 = N; , 
bis i-¥?% _w. (l—v) (@+6 — 7) 
n,=N,- a n,,=N, qb ea 
nr, &tB— 
Ws, = N,, ny = N,- reer. 


Fiihrt man jetzt statt der Functionen be, i 
in die Substitutionen (9) ein, so setzen sich die neuen Substitutionscoef- 
ficienten aus den Coefficienten (10) und den Gréssen p;, und qj, in 
einfachster Weise zusammen. Aus der Forderung aber, dass diese 
Substitutionen fiir 7 = 1, 2, 3, 4 gleichlautend ausfallen, ergeben 
sich zur Bestimmung der p;,, und g;,, 32 in diesen 24 Grodssen lineare 
und homogene Gleichungen, welche iiberdies noch acht willkiirliche 
Parameter enthalten. Aus der Annahme, dass diese Gleichungen fiir 
nicht verschwindende Werthe der p;,, und qj, mit einander vertriglich 
t seien, bestimmen sich weiterhin von den willkiirlichen Parametern 
noch 2, die 6 anderen bleiben beliebig; sie sind im folgenden durch 


die Functionen (8) 








104 Erwin Parrerirz, 


Qo» Ox» 1, 59, Go, G, bezeichnet. Schliesslich erhilt man fiir die p;, 
und qx folgende Werthe: 





1 
[P10 = ¥ Qo» P2,0 = 7; ;, 
Pso = (Y —&) Q, P40 = 2A, 
dio = — BS,, Qo = (y—B—1) Go, 
G30 = (1—y)9,, Uo =(y—1) 6, 
Pi,0 = («—B—1)e@., 2,0 = (B—y+1) 02, 
- Ps,0 = (&—Y) Ox, Pi,o = (B —a@+1) 02, 
OD) ae — fe, 2 = (B—a) 6, 
43,» = (6 —a)6,, Ys4,0 = — &6,, 
Mr = (y—a—B—l1)eQ,, Poi = (y—B—l1)oQ,, 
Psi = (y—a—B—l)e,, Pai = &Q,, 
Hi = B6,, qi =(«+f8-—y)4,, 
q3,1 = (y—@)6,, qi. = (a+B—y)6,. 


Nachdem so die willkiirlichen Constanten der Fundamentalsysteme 
in geeigneter Weise bestimmt sind, kénnen die der Gleichung (4) 
entsprechenden Relationen zwischen den unter (7) aufgefiihrten F- 
Functionen ohne Weiteres ausgeschrieben werden, Es sind folgende: 


0-8— Fas Prst 1? OO Fas®i0_ 
7 (y¥—1) Fy 9 My, ot apbs(1—z)F, 0%, > 





(y—@) (y—B—1)4. Fy 9% 9—y (1—y) (1—2) Fy 9 5, 
— @) (y—1) Fy 9% p—a(1—y)(1—2) Fy, 9 % 


(a—B—1)(a—p)eF, wo Pe, . +(B— y+) al et CJ 
(ea—B—l)e. F,. 2 %%,~ —(@—B—1 BF, 





(12) Me =e“ DF 0 Mrs — 11+ 00-OF 22° 
(a—y)ae( 7)¥s, 24. +(a—B—1)(a—B) Fy, 5 ,, 





b 


(y—a—B—1)(a+6— YF, 1%1—-— B—1)B(1—2) Fy 9, 
(y—a —-6—1)(a+6— YF, 1% 4— a B(i—z)F, ,%,, 








_—a—b—1)( a-+B—y) PF, ,%, .— a a ee nate Se e 


| ap (y—a—B—1)(a-+-B—y) F's 1%» — @(y—a)(1—2) Fy 1 Os 





Diese Relationen (12), welche dadurch ausgezeichnet sind, dass 
sie ausser den betrachteten F-Functionen keine von 2 abhingigen, Irratio- 
nalitdten enthalten, lassen sich, wie schon angedeutet, auch durch 


: +e : ; 
geeignete Combination der folgenden Gleichungen zusammensetzen : 








Di, ke 


le 


) 


v. 





(13) 


(14) | 


(15) 
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v(y—B—1) Fin P20 + 7B (1-2) F,0%1,0=7(y—1), 


v(y—1) Fino —ape(1—2) Fio%,0—7(y—1), 
(y—a@)(y—1)  Fo,0 Pao — a (1—y) (1—#) Fao P39 (y—1), 





(y—«)(y—B —1) 2 Fs.0 O2,0—y (1—y) (1—2) Fa0%s, 07 (y—]); 








\ 


(a — B—1)(@—B) Fi,2%2,2 — (y—B—1)B(4) Fo 1,0 


= (a—B—1)(¢—p)(i—ty""", 

(a—B—1) a Fyn 1,0 — («a—B—1)B Fi. M1, 
= («—B—1)(a—)(i— 4", 

(a —y) a(=) Fs, 0 %s,. — (a—B—1)(6—a) Fin s,0 
= (a —B—1)(a—p)(1—+ J, 

(a —y)(@—B) Fs, 2 P2,0 — (y—B—1) (B—@) Fa,x 3, 
= («—f—1)(a—p)(1—4 ">; 


(y—a—B—1)(a+B—y) F192, —(y—B—1)B (1—2) Fo1%1.1 


= (y—a—B—1) (@+B—y) 2-7, 
— «6B (1—z) F191 1 
=(y—a—B—1)(a+fp—y) 2, 
(y—a—B—1) (a+B—y) F,1 94,1 — a (y—a) (1—2) F1.%3,1 
= (y—a—B—1) (a-+f—y) 2-7, 
(y—a—B—1)(a+B—y) Fs,1 92,1 — (y—B—1) (y—a) (1—2) Fo, 93,1 
=(y—a—B—1)(a@+B—y) 27’. 


(y—a—B— 1) (a+fp—y) Fi. %s1 


Es sind dies Relationen, welche aus dem oben angezogenen Rie- 
mann’schen Satze mittels der Methode der unbestimmten Coefficienten 
direct hergeleitet werden kénnen. Hinige von ihnen finden sich schon 
bei Gauss vor. 


Leipzig, December 1884. 






Sur quelques équations différentielles. 


(Extrait de deux lettres addressées 4 Mr. F. Klein). 
‘ Par 


Francesco Brioscut de Milan. 


Soient v,,v, deux intégrales fondamentales de l’équation différen- 
tielle de l’icosaédre: 
” 1 , il 

y _ ee omega a= (). 

a(a—1)v" + ; (7% —A4) v ae ) 
On sait qu’en posant ¢ = v,v, 5, et: 
P= 27+ 10e2°+5, Q=2"?+42—1, R= al? + 2226+ 125 
on a l’équation modulaire Jacobienne pour la transformation du 5 
ordre des fonctions elliptiques sous l'une ou l'autre des deux formes: 


a es oe 


12°. 26? 12° , 26 


On connait aussi que toutes les fonctions de z, lesquelles peuvent con- 

duire & une équation modulaire Jacobienne, se divisent en deux types 
1 ? 

composés chacun de trois fonctions, et que les autres peuvent s’exprimer 

linéairement par les trois fonctions de l'un ou de l'autre type. J’indi- 

querai par g,, 9,, @. les fonctions d’un type, par , w,, ¥, celles 
de l’autre; et l’on a, comme il est connu: 

Py =%, Y= ZH—5), = (+ 9A, 


(®+5), %=(@'+7)z. 


a | an 


wH=2?, Y= 
Soit maintenant: 
“*(a@—l)y” + «(Av—B)y” + (Ca—D)y + Ey =0 


une équation différentielle hypergéometrique du troisiéme ordre et en 
conséquence : 


A=i3+a,+a,+a,, C=1+a,+a,+4,+ a,a,+ aa, + a,a,, 
E=a,a,a, B=1+5),+6, D=b,),. 





rey 





En 


on 


su 



























Sur quelques équations différentielles. 






En supposant: 
1 2 
a + % + a= 5, b> b= > 
on peut poser avec Mr, Halphen: 
1 1 r 1 
%—stze rts), m= e— Zz 28+"), 
1 1 
&= +7; (s—r). 
Or on peut démontrer que pour chacune des fonctions g), g,,... 
subsiste une équation différentielle de la forme supérieure, et l’on a: 


pour @; r=s—l1, pour %; r=—2,s—1, 
» Pr3 r=3,s=—1, » WS r=1,s=2, 
» G3; rel, s=38, » 3 reese 2, 


L’équation différentielle du troisitme ordre pour y~, a donc la méme 
propriété que celle pour g), c’est-a-dire l’on aura py, = uy, Uy, Uy, Uy 
étant deux intégrales fondamentales d’une équation différentielle du 
second ordre. 

Cette équation est la suivante: 


a(e—1)u" + 2(1a—4)w — = 





1.01 


ire =O 


ou en d'autres termes, étant pour l’équation différentielle de l’icosaédre 





ae 1 1 a te aa 2 1 
oa, oo y= zy On @ pour ce e-Cl =3 4=>F adteeall ta 
En conséquence*) si l’on pose: 
1 
W. = 2(48 — 7.33. 2) ° x 
on aura la nouvelle équation modulaire: 
TD M*?N 
tea, b-1- 
12° . n° 12° . n° 


L, M,N éant formées avec y, comme P, Q, R avec z, et: 
ask v(4.27?. at —7.13.27.¢—7.8°)° 


(48— 7. 3°. x) 





Des propriétés analogues ont lieu pour les équations différentielles 
correspondantes aux transformations d’ordre supérieure... . 


La transformation du septitme ordre des fonctions elliptiques con- 
duit & des résultats analogues 4 ceux que je vous ai communiqué dans 
ma lettre précédente. On sait qu’en posant 2? = — 70, 0,053 V1, V2, V3 


*) Klein, Ueber lineare Differentialgleichungen. Math. Annalen Bad. XII, 
pag. 176. Brioschi, Sulle equazioni differenziali del tetraedro, dell’ ottaedro e 
dell’ icosaedro. Annali di Matematica. Serie II., Tomo X. 
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étant trois intégrales fondamentales de |’équation différentielle hyper- 
géometrique du troisiéme ordre: 


(1) a? (a—1)v” + (ax—b) av" + (ex—d)v +ev=0 
dans laquelle: 
~ = ig 
a=3+a,+a,+a,, c=] +> a, +> GM, € = A, H,0, 
b=1+6,+6,, d= 6,6, 


on a: 
a on of '_ (2r + 8) a os on —e Ba -) 
J 6 ts Ba mae 2 6 iad ? 
1 1 
3s +37 (s — 1) 
et: 


1 


r=2, s=l, Bp=—>, => 
En indiquant par P, Q, R les trois polynomes: 
P=2—1324+ 49, Q=—2—52!+1, R=e'’— 142'°+ 63 25— T02!—T7 
l’équation modulaire Jacobienne est dans ce cas: 
Pe R 


we 123 zt 


+, 1-@z@= 


J’ai donné autrefois les huits expressions de z qui peuvent conduire a 
P qui p 
d’autres équations modulaires Jacobiennes. Les quatres premiéres qu’on 
pourrait nommer congrédientes sont: 
1 
Po=2, Py =2( —92'+ 18), = ; (— Te*-+7), 

9, = 2° (25 — 11z'+-33) 

et les quatres contragrédientes: 
Yy=2(2'—5), Y,—2(e"—1325+522'— 39), v, — 2, 
? - - 
as (8 — 754 — 

Ws F (2 (2 7). 

Or chacune de ces fonctions satisfait 4 une équation différentielle linéaire 


du quatriéme ordre du type que je vais definir. 
La forme générale de l’équation différentielle est la suivante: 


a? (a—1jP2!”+(Axvx—B)ax(a—1)2"+(C2?—De+ E)a" + (Fax —G)zZ 


+ Hz=0 
étant: 


A=6+a,+a+4,+ 4, C=H743> a,4+>) am, 
: .) 
F=! +> ay +> aa, + Sayayas, H = 4,4,4,4, 


et: 








et 


et 


_- ea > oo 
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” a4,+a,+a,+a,—1, B=4, ==>, 
' DeOt sg Gm -sOeE tee 
On pourra done poser: 
% =; . 7 1 = 7 + 77 7 ; : 7“ 3» 
qe z mF oF (Cy + ¢ + ¢y) 
et l'on trouve: 
pour gm: ¢,=6, c—=—4, g=—2, « +e,+¢,=—0, 
9,:¢,=10, o=—=—8, «g=—2, pa = 0, 
Pi =5, = 3, ¢——1, ” = 7, 
‘9,:¢=3, g=—9, g=—1, ~ =——7 
et pour les fonctions contragrédientes: 
7 pour %:¢,—=—6, o—4. C,=2, ¢, + ¢ +-¢,=0, 
Y:¢,=—10, o=—8, ¢,= 2, . = (0, 
%:¢=—5, g=—3, g—1, 2 =—T7, 
¥,:¢,=—3, «=, ¢, = 1, = 7. 
’ On a done deux fonctions congrédientes et deux contragrédientes (sans 


m’ocecuper pour le moment des combinaisons linéaires qu’on peut former 


avec les quatre fonctions d’une éspéce et les quatre de l'autre) pour 
lesquelles c, + ¢, + ¢, = 0. En conséquence les expressions ,’, 9,7; 
vo”, v,? résultent du produit de trois fonctions homogénes de v,, v,, U3 


du troisiéme ordre du type supérieur (1).. 


Milan, le 17 Fevrier et le 10 Mars 1885. 

















et chacune de ces fonctions sont intégrales d’équations différentielles 
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Ueber die Erniedrigung der Ordnung einer Differentialgleichung. 


Von 


Leo K6nicsBerRGER in Heidelberg. 


Ks ist bekanntlich durch Herrn Frobenius gezeigt worden, dass, 
wenn eine lineate homogene Differentialgleichung 


(1) 9 + fy") + + faa + fay = 9, 

deren Coefficienten hier algebraische Functionen von x sein miégen, 
mit einer gleichartigen niederer Ordnung 

(2) y¥) + Fy 9 +---+ Ray + F,=0 

ein Integral gemein hat, welches nicht schon einer gleichartigen 
Differentialgleichung noch niederer Ordnung angehért, die Ordnung 
der Differentialgleichung (1) mit Hiilfe der linken Seite der Glei- 
chung (2) sich auf die m — w'° zuriickfiihren lisst. Der Satz mag 
hier des Folgenden wegen nur etwas anders ausgesprochen werden, 
ohne dass derselbe in seinem Inhalte irgendwie geiindert wird, und 
zwar soll, wenn die Differentialgleichung (1) mit der Differentialglei- 
chung (2) w Fundamentalintegrale y,, y,, ..., y. derselben gemein 
hat, erstere vermdge der linken Seite von (2) auf die m — we Ord- 


nung reducirbar sein — der Beweis leuchtet ohneWeiteres ein, indem, 
wenn 


(3) y+ Fy +--+ Hay + Fay =P 
gesetzt wird, durch successive Differentiation sich die Beziehungen 
y= P+ faye” + fave? + +--+ fond, 
HOP EOP + hut? + fa ® +++ find, 


yo = Po 4 Q, Pine) 4... + Q — + fo wie " 
+ fn—p2y—9 +--+ + fn—-pey 


mit gleichartigen Coefficienten ergeben und durch Einsetzen dieser 
Werthe in (1) 











(4) 


fol 
Gl 
so 


~. 





























Erniedrigung von Differentialgleichungen. 
(4) Peo + L, Pim e-Y) oe La-y P+ @, y“@—) + @, yl“) 
++ @.y = 0 


folgt. Da aber y= ¥y,,Y,---, Yu der Gleichung (1) also auch der 
Gleichung (4) geniigen und fiir diese Functionen von x P = 0 wird, 
so miissen die Gleichungen bestehen 


co) saifite co) “ +: 7 @, 4, =9, 





3 oy! D4 ay o4. + 0,9,—0, 


und hieraus folgt, da wegen der Annahme, dass y,,..., y, Funda- 
mentalintegrale von (2) sind, die Determinante 


Y Yo 79° Yu 


’ 4 ieee 


yy) yy) jae ied 


’ nicht verschwinden kann, dass @, = @, =--- = @, =O ist, und die 
transformirte Differentialgleichung (1) nunmehr lautet 

: (5) Pew) + L, Pomre-D peewee Law? = 0; 

die Integration dieser Gleichung, von welcher m — wu Fundamental- 


integrale P,, P,, ..-, Pn—» sein mégen, liefert die zur vollstiindigen 


F Auflésung von (1) zu integrirende Differentialgleichung wu‘ Ordnung 

(6) yO) + Fyy®) ee Buy = 6, Py + Py Hee + Cm—pPm—n 
in welcher ¢,, ¢,,.. +; Cm—» Willkiirliche Constanten sind. 

Aehnlich sieht man, dass, wenn eine algebraische Differential- 
gleichung 


(7) yor" + 0, (2, Y; y; coey y"—) yoo + Mae? + ai(2, YY; ere yi») =0, 


worin @,, @, ..., @, als rationale Functionen von 27, y,..., y"—” 
vorausgesetzt werden mdgen, mit einer gleichartigen algebraischen 
Differentialgleichung niederer Ordnung 


(8) yu? +2, (a, Y; y; tee py) yen? P ie + Qs (x, Y; y;, . yy") = 0 


ein Integral gemein hat, welches nicht schon einer gleichartigen Dif- 
ferentialgleichung niederer Ordnung angehdrt, sich wiederum, wenn 


(9) yn? +2, (a, Y; y; see sy) yu + pee + Q5 (x,y, y, eeey y*—)) =P 


gesetzt wird, durch Differentiation 





| 
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[dye + (d—1)Q, yo? FP... 4.05_,] yon 

+9, (@,y%Y;,---,yY) =P, 
(10) (dy? 4 (8—1)Q, yr? 4... 4. Qy_] ye 
+ 92(%,y,y', s0 y@t)) = P”, 





[dymP + (8-1) 2 yor? + «+ +.Qy a] y™ 

+ Pm—p (HY Y's. YD) Pr) 
ergiebt, und die Elimination von y“, y“+!,..., y™ aus den m—p+2 
Gleichungen (7), (9) und (10) liefert die Gleichung 
F(z, 9, ¥,---;9@-9, BP, ...; Pew) = 0 


oder 


(11) > Eay, Ys. , YD) Pw Pla... Pom—n)%m—n 


m—M 
+ G(a,y,y',...,y¥"—) = 0, 
wenn wir in der Summe die Combination a = a, =---= Gn, = 0 
ausschliessen, und EF und G ganze Functionen der in den Klammern 
enthaltenen Gréssen bedeuten. Ist nun y, das der Voraussetzung nach 
den beiden Differentialgleichungen (7) und (8) gemeinsame Integral, so 
wird y= y, und P= 0 der Gleichung (11) geniigen, und somit 
G(z,y,y',..-,y#-») =0 

durch y= y, befriedigt werden; da aber y, nicht einer gleichartigen 
Differentialgleichung niederer Ordnung geniigen sollte, so muss 


G (a, y, y', ---,y'*-») identisch verschwinden, und es wird daher die 
transformirte Gleichung (7) die Form annehmen 


8) SEH, NPe Ps... Pevier no. 

Woy By + 0+» Omg 
Aber es wird diese Gleichung nicht eine algebraische Differentialglei- 
chung m — uw Ordnung in der von x abhingigen Grésse P werden, 
weil im Allgemeinen y und die Ableitungen noch in derselben enthalten 
sind; denn sei die algebraische Differentialgleichung zweiter Ordnung 


(13) y” = F(z, y) 
gegeben, welche mit der Differentialgleichung erster Ordnung 
(14) ‘= f(a, 9), 


die in Bezug auf y mit Adjungirung von x und y algebraisch irre- 
ductibel sei, ein nicht algebraisches Integral y, gemein haben midge, 
so werden bekanntlich alle Integrale von (14) der Differentialgleichung 
(13) geniigen, und es wird 


(15) $f + of f= Fe, y)> 














wei 
alle 


alsc 


un 
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weil das gemeinsame Integral nicht algebraisch sein sollte, eine fiir 
alle « und y identische Gleichung sein miissen. Setzt man nun 
¥=f(@%9)+P 
also 
» _ Of of ' 
y “Te (7+ P)+P 
in die Gleichung (13) ein, so folgt 
of af ar i 
und somit nach (15) 
' of p_. 
(16) P+ 3° P=0, 
es miisste sonach, wenn die transformirte Differentialgleichung von 


y frei sein soll, a nur von x abhiingen, also die Differentialgleichung 


(14) die Form haben 





y = yf, (*) + f3(2) 


d. h. linear sein, und somit nach (15) auch 


F(a, y) = yf) (2) +h @) +h@lyA@ +h), 
somit auch in Bezug auf y vom ersten Grade und die Differential- 
gleichung 2'*" Ordnung ebenfalls eine lineare sein. Es ist also fiir alge- 
braische nicht lineare Differentialgleichungen eine wie oben definirte 
Reduction der Ordnung derselben nicht modglich. 
Betrachten wir nun diese Form der Reduction noch von einem 
anderen Gesichtspunkte. Fiir eine algebraische Gleichung 


(17) y +h (zy +-->+f-@)=9 

gilt der Satz, dass, wenn eine Lisung derselben einer gleichartigen irre- 
ductibeln algebraischen Gleichung eines niederen Grades @ geniigt, sich 
(17) in das Product von zwei gleichartigen Factoren e' und r— oe 
Grades zerlegen liisst und die Auflésung jener Gleichung somit auf die 
Auflésung zweier gleichartiger Gleichungen niederen Grades zuriickge- 
: fiihrt wird — und dasselbe galt, wie wir oben sahen, fiir homogene lineare 
Differentialgleichungen. Aber wir wissen fiir algebraische Gleichungen 
weiter, dass, wenn y, irgend eine Lésung der Gleichung (17) ist, diese 
sich mit Adjungirung der Grésse y, auf eine algebraische Gleichung 
x — L'e® Grades zuriickfiihren liisst; auch dieser Satz gilt bekanntlich fiir 
| lineare homogene Differentialgleichungen, soll jedoch hier mit einigen 





Worten so ausgesprochen und bewiesen werden wie der oben hervor- 
gehobene, um uns fiir allgemeine Differentialgleichungen die richtige 
Fragestellung zu liefern, Sei wiederum die Gleichung (1) vorgelegt 
und y, irgend ein Integral derselben, so lasst sich in allen Fallen 
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eine lineare homogene Differentialgleichung erster Ordnung bilden, fiir 
welche ebenfalls durch y = y, befriedigt wird, nimlich 
(18) y— ¥ y=, 
" 
und setzt man wieder wie oben 
(19) y — a y= P, 
so folgt 
YAW )Y =H W)PTP, 
y" FAG HHH” yy SHRM FENG — 
we 
vn (y,. Yr: Hi) 9— Hah i 4K) P 
+--*-E eG. gH PPO Pr, 9 
und durch Einsetzen dieser Werthe in (1) ergiebt sich die Gleichung ( 
s¢ 


(20) P@-Y+Q, (a, y,, yy) Pm +Q, (a, yy, 91, y,") PO) +--+ 
F Qn 1 (Fy Hy 9 1's os YP) P$ QCM, Yy 5 Yy's «+p Ys™)- YO. 

Da nun y=y, und P= 0 diese Gleichung befriedigen miissen, (; 

so folgt, dass 
Qa, ps Yi © or Wi) 
identisch Null sein muss, und wir erhalten somit die mit Hiilfe eines 
particuliren Integrales reducirte Differentialgleichung m — 1‘ Ordnung 
(21) P@—Y+2)(y,, yy) P™—) +2, (y,, 41, ys") Pm 
Fe Qin (Ys s a's =r YY) PO; 

es braucht kaum hervorgehoben zu werden, dass der aus der Gleichung 
(19) sich ergebende Ausdruck 


(22) = faz 26) 
sich nur unwesentlich von der bekannten Lagrange’schen Substitution 
unterscheidet. 

Sind 4 Integrale der Differentialgleichung (1) y,, y,,..-., ya be- 
kannt, von denen vorausgesetzt wird, dass sie zu einem Fundamental- 
system gehéren kénnen, so kann man wieder unmittelbar eine lineare 
homogene Differentialgleichung A'' Ordnung bilden 
(23) ¥ + My? + gry? +--+ gy=9, 


welche diese Integrale besitzt, indem sich aus den Gleichungen 


Mn + HME + HZ + + + Hy =O, 
yy + Pry? -? + eal + + 9H =9, i 


on « ao. @ ett 








V+ 9 HO + gw +--+ gagn— 
































Erniedrigung von Differentialgleichungen. 





fiir 9,, P2,..-, pa die Werthe ergeben 


ly 4; a “Ya 
yy “a We 
. a oe ae y Y ++. Ya 
_|y, Rr) y Br), |, yt) | ly Yo |} 
Pr y, y” nk yy t Pa e Ps é ° 5 


y,2—rtD y@—rtD yer) | YF yD... yg | 





GP Qs oo. PR] 
welche simmtlich endlich sind, da unter der Voraussetzung, dass y,,...,Y2 
Integrale eines Fundamentalsystems sein sollen, die Determinante des 
Nenners nicht verschwinden kann. Setzt man nun wieder 
(24) y + py?) +--+ gay= P, 
so ergeben sich durch Differentiation die Ausdriicke 

yO) dy?) + boy?) +---+ tay = P+ dai P, 

yt?) + nyt + Ms iam tet mye P+ pa P+, 
(25) ¢- - 
yi) 4 @, ye 1) 4 @ ye 4. ea y= “han Meitig Ponts 

3 + O42 POI 4 oy P 

worin die Art der Zusammensetzung der Gréssen ,,..., J; +++) @yy+++ 
aus den 4 particuliren Integralen y,, ..., y, und deren Ableitungen 
unmittelbar ersichtlich ist. Setzt man die durch (24) und (25) gelieferten 
Ausdriicke fiir y®, y@+),..., y™ in die Differentialgleichung (1) ein, 


so folgt 
, z, 
. Yir Yor +++9¥a 
(26) iiss + 2, Y Yo, “ae Yh oe 


2 
ys, yo, .. 0, ya 





Te &. “ee 2 


YF), yA), ...,ygetD 


Zz, x, e 
Yr Yar +a Yix Vay we Yar 
a +2Qn -ia—1 Yi5 %, é: Ya P + Qmn—a Y; Y> es Ya P=0, 
eS, yr), wb yf" ~-2) 7, ie Tae yi) 


g* 





a at eee a ee 


aa ae oe 


H 
i, 
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indem, weil y= y,, P=0; y= y,, P=0;...;5y=m, P=O der 
transformirten Differentialgleichung geniigen miissen, der zur linken 
Seite von (26) noch hinzutretende Ausdruck der transformirten Glei- 
chung 
L,y? + L,y®® +---+ Inay + Lay 

durch ¥,, Y%,.--+, Ya identisch Null werden miisste, und da die schon 
oben erwihnte Determinante vermége der gemachten Voraussetzung 
nicht Null werden kann, L, = L, =---= LI, identisch verschwinden 
miissen. Es liefert somit das schon oben angewandte Princip die 
reducirte Differentialgleichung genau wie bei algebraischen Gleichungen. 

Dass fiir nicht lineare algebraische Differentialgleichungen eine 
solehe Reduction vermége des linearen Differentialausdruckes 
in welchem y, ein Integral der algebraischen Differentialgleichung 
héheren Grades ist, nicht mdglich sein wird, geht schon daraus 
hervor, dass die Gleichung (27) fiir eine bestimmte Function P eine 
einfach unendliche Reihe von Integralen liefert, deren Constante mit 
dem particuliren Integrale der zugehdrigen linearen homogenen Dif- 
ferentialgleichung erster Ordnung fest verbunden ist, wihrend dies fiir 
keine unendliche Reihe particuliirer Integrale- der algebraischen Dif- 
ferentialgleichung der Fall zu sein braucht. Dass aber auch nicht etwa 
durch passend gewiihlte nicht lineare Differentialgleichungen erster 
Ordnung, welche mit der algebraischen Differentialgleichung héheren 
Grades ein Integral gemein haben, eine derartige Reduction der Ord- 
nung mdglich ist, geht aus den zur Existenz der Gleichung (12) oben 
gemachten Bemerkungen unmittelbar hervor. 


Heidelberg, im Januar 1885, 
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Ueber einige besondere homogene lineare Differentialgleichungen. 
Von 


Avoitr Hurwirz in Kénigsberg i. Pr. 


1, 


Eine gelegentlich von Herrn Klein*) beriihrte Aufgabe, welche 
die Herstellung einer gewissen mit der Transformation siebenter Ord- 
nung der elliptischen Functionen im Zusammenhang stehenden Dif- 
ferentialgleichung verlangt, hat neuerdings in einer Note des Herrn 
Halphen**) ihre Erledigung gefunden. Im Folgenden michte ich 
eine zweite Lésung desselben Problemes entwickeln, welche die ver- 
langte Differentialgleichung in expliciter Form liefert und unmittelbar 
die Verallgemeinerung auf einen beliebigen Transformationsgrad ge- 
* stattet. 

Unter Beibehaltung der von Herrn Klein gebrauchten Bezeich- 
nungen liisst sich die in Rede stehende Aufgabe — ganz abgesehen 
von ihrem Zusammenhange mit dem Transformationsprobleme — folgen- 
dermassen pricisiren, 


Es seien 
Aspiv - 
Verhiltnissgréssen, zwischen denen die Gleichung 
(1) F=My+ wv+ v1=—0 
besteht. Ferner werde 
(2) a e 


gesetzt, wo 
V = 52 pv? — (A>v + vip + wd) 
die (mit einem passenden Zahlenfactor versehene) Hesse’sche Deter- 


minante von fF’, 
Cm Att ptt yi... 


*) Ueber die Transformation siebenter Ordnung der elliptischen Functionen., 
Diese Annalen Bd. XIV, pag. 455. 

**) Sur une équation différentielle du troisitme ordre. Diese Annalen 
Bd. XXIV, pag. 461. 
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die mit den Differentialquotienten AS =, 4 ay geriinderte Hesse’sche 


Determinante bedeutet. 
Nun weiss man, dass die 168 Werthsysteme 
Arps, 
welche vermége der Gleichungen (1) und (2) 2 zu einem gegebenen 
Werthe von J gehéren, durch geeignete lineare Transformationen aus 
einem dieser Werthsysteme hervorgeben.*) Es muss folglich méglich 
sein eine homogene lineare Differentialgleichung 3‘ Ordnung mit J 
als unabhingiger Veriinderlichen herzustellen, welche rationale Coefficien- 
ten besitzt und von welcher drei passend gewihlte Particularlésungen 
sich wie 
A:piv 
verhalten. Die Aufgabe ist, eine solche Differentialgleichung zu bilden. 
Zu dem Ende betrachte ich drei linear-unabhiingige Integrale 
erster Gattung der Curve 
But wy + A= 0. 
Dieselben mégen mit 


J, Jz, ds 
bezeichnet und so gewahlt werden, dass 
(3) dJ,:dd,:dJ, =Azu:v 


ist. Durchlauft J in seiner Ebene irgend einen geschlossenen Weg, ° 


so erfahren die Verhiiltnisse 
A:u:v 

und also auch die Gréssen 

dJ dJ, ad J. 
(4) aS aT? = at? a= ar 
eine lineare Substitution. Da diese Gréssen iiberdies algebraische 
Functionen von J sind, deren Verzweigungs- und Unstetigkeitspunkte 
bei J = co, J=0, J =—1 liegen, so sind sie die Lésungen einer 
el ener vou folgender Form**): 











+Fyt- dy a’ J?+dI+e + a” +b" S40 J4+d" 
(5) oat J(J— 1) dv? oe J*(J—1)? yr J3(J —1)8 y=0, 
in welcher nunmehr die Coefficienten a, b,... zu bestimmen sind. 


*) Den Beweis der obigen Angaben sehe man bei Klein, l. ec. 

**) Fuchs, ,,Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen mit verinder- 
lichen Coefficienten.““ Crelle’s Journal, Bd. 66, pag. 139—148, oder auch Bd. 68, 
pag. 354 ff. 

Man vergleiche auch die denselben Gegenstand betreffenden Abhandlungen 
von Thomé, Crelle’s Journal Bd. 74, p. 200 und Frobenius, Crelle’s Journal, 
Bd. 76, pag. 214. 
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Aus der citirten Abhandlung des Herrn Klein geht hervor, dass 
die Riemann’sche Fliche, welche die Verzweigung von y,, ¥,, Ys in 
Bezug auf J darstellt, bei 


J=o, J=0, J=1 
so verzweigt ist, dass beziiglich 
je 7, je 3, je 2 
Blatter im Cyklus zusammenhingen. 


Die Anfangsexponenten in den Entwicklungen der Fundamental- 
integrale der Gleichung (5), werden daher die Werthe 


+1, 2 +1, 


&_§ 1, &-1, & 1 tw s—0, 


3/2 


+1 fir J=o, 


mie}, 2—1 & Jel, 


besitzen. Dabei sind die ganzen Zahlen 


Gy, Oy, Ms, By, By, By, Yy1 Yor Vs 

nothwendig positiv, weil /ydJ eine iiberallendliche Function von J 
vorstellt. Ferner kann offenbar 
(6) >a >a; Bi > p> B33 1 > %2> 4s 
angenommen werden. Nun ist nach einem allgemeinen Satze*) noth- 
wendig: 

@, + Oy + o By + b+ 8 M+rt7s _ ¢ 

Mt Ses + 1 3 + Was is mon G. 


Es folgt hieraus, dass 
a= 4, a2, as==1; B,=3, B,—=2, B,—1; y,=3, »,=2, y=1 
ist, denn die letzte Gleichung hat keine andere mit den Bedingungen 
(6) vertragliche Auflésung. 

Die nach Herrn Fuchs sogenannten determinirenden Fundamen- 
talgleichungen, welche fiir die Gleichung (5) lauten: 


r(r+1)(r+2)—ar(r+1l)+ar—a’ =0 
fiir J = oo, 

r(r—1)(r—2)—br(r—1) + ¢r—a@’ =0 
fiir J=0, 

r(r—1)(r—2) + (a+b) r(r—1) + (a’+6'+e')r + (a"b" +c" +0") =0 
fir J=1, 


*) Fuchs, lc 
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miissen also beziiglich die Wurzeln 


11 9 8 1 2 1 1 
THT eH —T HS- 


besitzen. Daraus folgt: 
, z we, 2 i 1 
a=1,@=—10+73 a = 3-5 te t+ ww 
(7) =——4, ¢=2+5, d’=0, 
a+U+e=4, a’ +b°+ec’+da'=0. 


Eine weitere Bestimmungsgleichung fiir die Coefficienten der Dif- 
ferentialgleichung (5) ergiebt sich auf folgende Weise: 

Bekanntlich kénnen in den zu einem singuliren Punkte gehdrigen 
Fundamentalintegralen einer Differentialgleichung Logarithmen auf- 
treten, wenn unter den Wurzeln der zugehérigen determinirenden 
Fundamentalgleichung solche vorhanden sind, welche sich um ganze 
Zahlen unterscheiden. Bei der hier betrachteten Differentialgleichung 
tritt nur fiir J = 1 der genannte Fall ein, indem die Differenz der 


beiden Wurzeln ; und + gleich 1 ist. 


Die Bedingung dafiir, dass trotedem kein Logarithmus auftritt, 
driickt sich dahin aus, dass der Coefficient von J—1 in der Ent- 
wicklung von 


r(r—1)(r—2) +r (r—1) FP py EP HRT HE 


a’ 4b" J*+6"S +a" 
+2 ores * 


nach steigenden Potenzen von J — 1, fir r= verscltwindet.*) 


” 


Es muss also 
4b—fU —e +0 420° 43d" =0 


sein. Die Gleichungen (7) in Verbindung mit der letzten Gleichung 
reichen zur Bestimmung der Coefficienten a,b, ... hin. 

Die Ausrechnung ergiebt, dass unsere Differentialgleichung definitiv 
folgendermassen lautet: 


o & , a 2-72 2 : 1 
J2(J—1)?-S4 4 (1-4 (T—1) G+ [7 (IJ) —FI-)+ 75] ¥ 





+(e -D+ 5+ ey |y =o 


*) Vgl. Fuchs, Crelle’s Journal, Bd. 68, pag. 374—378. Frobenius, 
Crelle’s Journal, Bd. 76, pag, 224—226. 
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2. 
Der Zusammenhang der soeben entwickelten Differentialgleichung 
mit der Gleichung des Hefrn Halphen ergiebt sich auf folgende 
Weise. 
Es moégen, wie iiblich, g,, g,, A die Invarianten des elliptischen 
Integrals von den Perioden ,, @, bedeuten, und es besitze 


eine positive zweite Ordinate. Wird nun @ als unabhiingige Ver- 
iinderliche eingefiihrt, indem man 
3 27 g.2 
J an & oo, =H 4 | 


A A 
setzt, so darf 


A=.2,(@,, @), w= A.2,(@,,@), v= A.2,(@,, @) 
angenommen werden, wobei 
lax q’ ; ae 
Za (@,, @,) = (— 1) — = y, <7 (DP (aon, g') (g=— en) 
1 (Ya) 

ist.*) Bei dieser Wahl der 4, w, v wird die Hesse’sche Determinante 
V eine homogene Function — 12‘ Dimension von @,, @,, welche bei 
allen linearen ganzzahligen Transformationen der Determinante 1 un- 
geiindert bleibt. Da V fiir @ = ico verschwindet, so folgt**) 


V=c.A. 
In thnlicher Weise ergiebt sich 
C=c .g,. A’, 
K=c".9,. A’, 


wo K wie bei Herrn Klein die Functionaldeterminante von /, V, C 
bedeutet und wo c¢, c’,¢’ numerische Coefficienten bezeichnen. 

Es stellen nun ferner, wie ich in der Abhandlung: Ueber Rela- 
tionen zwischen Classenanzahlen binirer quadratischer Formen von 
negativer Determinante (diese Annalen Bd. XXV, pag. 183—185) gezeigt 
habe, die Integrale 


da 
MX . Za (@, @.) - o* 


*) Klein, ,,Ueber gewisse Theilwerthe der 0-Function“, Diese Aunalen, 
Bd. XVII, pag. 569, und ,,Zur Theorie der elliptischen Functionen m'** Stufe‘‘, 
Berichte der Kénigl. Sichs. Gesellschaft der Wissenschaften vom 14. November 
1884, pag. 71. : 

**) Siehe meine Abhandlung iiber elliptische Modulfunctionen, Bd. XVIII 
dieser Annalen, pag. 555. 
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iiberall endliche Tutegrale der Curve 
f= at wrv4+ A=0 
vor, und es werden also die nach J genommenen Ableitungen der- 
selben - 
1 de ix Ats,, 
B-8e(%. )- aT 2 an 
particulire Integrale unserer Differentialgleichung (8). 
Die von Herrn Halphen aufgestellte Differentialgleichung hat 
dagegen die Lésungen 
1 


1 
( a) “+ Az, = const, (#.)° - Aga, 


welche sich von denen der Gleichung (8) durch den Factor \ 
1 2 
“ae? S| er _@w s 
const. aia (4) const, [J(J-—1)] 
unterscheiden. 


Man geht also von der Differentialgleichung (8) durch die Sub- 
stitution 
2 
y=(J(J—1)] *-y 
zu der Gleichung des Herrn Halphen iiber, wo y' die abhdngige Variable 
der Halphen’schen Gleichung bezeichnet. 
Es sei noch bemerkt, dass Herr Brioschi (in den Annali di 
Matematica, ser. I], Bd. 12, pag. 65) auf rechnerischem Wege diejenige 
Differentialgleichung aufgestellt hat, welcher die Grosse 


- 
~ 
a 


Vos 
geniigt. Offenbar wird man von unserer Gleichung aus durch die 
Substitution 

A*z 


a Vas 8 — 
aap G2" Is ay cect ig 


ro] = 
| 


zu der Gleichung des Hrn. Brioschi gelangen. 


«) Es ist hier die Relation 


do ix 


2 
dd ial 9 o,2 - os Se 


herangezogen, welche ich Bd. XVIII dieser Annalen, pag. 560 abgeleitet habe. 
Man beachte nur, dass dort w, und @, zu vertauschen ist, wenn man zu der hier 
gewihlten Bezeichnung iibergehen will. 
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3. 


Es ist soeben davon Gebrauch gemacht, dass die Integrale 
Ji, Jo, ds 

identisch sind mit den von mir (diese Annalen Bd. XXV, pag. 183 ff.) 
betrachteten Integralen erster Gattung 7'*" Stufe.*) An dieser Stelle 
habe ich auch gezeigt, dass sich die Integrale in Potenzreihen von 
q = e'™” von sehr einfachem Bildungsgesetz entwickeln lassen. Zieht 
man diese Entwicklungen heran, so kann man, da die Differential- 
gleichung (8) die Integrale S, +. 4 on besitzt, folgenden Satz 
aussprechen : 

», Die homogene lineare epigeacaggie vierter Ordnung 


J?(J—1)- a2 + (1J—4)J(J—1)- ce] 
+[FP—I) -—FI-)+ 59] The 











72.1 d 
+[7e O-D+5+q] 37 9 
lsst sich in folgender Weise integriren: 
Man setze 
1 , rae 3 
gua ae [ete 2 al 
4 q@ [11 (1— 9?) }*4 : 


so stellt der Ausdruck 


y= ed, + ed,+ed,+¢ 
das allgemeine Integral der Differentialgleichung vor, wo 


2m 
ai y(m) oT 
J,= ba “=< 


*) Beiliufig mége hier das Resultat einer nach anderer Richtung gehenden 
Untersuchung Platz finden: Es lassen sich drei linear unabhingige (Normal-)Inte- 
grale 7'** Stufe U,, U,, U; herstellen, deren simultane Periodensysteme sich aus 
den folgenden zusammensetzen: 

Uz: 1, 0, 0,” *, —1, =—¢€ 
U,: 0, 1,0, c—1, —z, 
U,:0,0,1, —+¢, t t—t1 





14+iV7 | 
eee 


’ ‘= 


Es ist hieraus ersichtlich, dass jedes dieser Integrale ein elliptisches ist. Das 
Criterium, welches Frau Kowalewsky fiir die Reduction cines Abel’schen Inte- 
grales vom Geschlechte 3 auf ein elliptisches gegeben hat (Acta mathematica, 
Bd. 4, pag. 406) findet hier im Hinblick auf die von Herrn Klein entwickelten 
Eigenschaften der Curve 


Bu + wy + vi =0 
seine Bestatigung. 
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ist, die Summe erstreckt tiber alle positiven Zahlen m, welche congruent 
a (mod. 7) sind. Dabei bedeutet ~(m) die Summe 


ry F)-" 


genommen iiber alle Lisungen der Gleichung 
4m = r? + 73? 
in positiven oder negativen ganzen Zahlen r, s.“ 
Man hat hier also ein neues vollstiindig durchgefiihrtes Beispiel 
fiir jene Integration der Differentialgleichungen durch eindeutige Func- 
tionen, auf welche Herr Poincaré in seinen Abhandlungen iiber 


Functionen mit linearen Transformationen in sich verschiedentlich 
hingewiesen hat. 


4. 


Schliesslich méchte ich noch einige Bemerkungen iiber die Ver- 
allgemeinerung der vorstehenden Entwicklungen auf einen beliebigen 
Transformationsgrad (beliebige ,,Stufe“) hinzufiigen. 

Die Integrale erster Gattung n'" Stufe werden am zweckmiissigsten 
definirt als solche eindeutige tiberall endliche Functionen F'(@) von a, 
welche die in der Gleichung 


“( «co + B 
yoa+a 
ausgesprochene Kigenschaft besitzen. Hier bedeuten a, 6, y, 0 ganze 
Zahlen, welche nur den Bedingungen 
ad — py =—1, 
a:B:y:0=1:0:0:1 (mod, n) 

unterworfen sind. Es ergiebt sich, dass alle diese Functionen als 
lineare Combinationen von p derselben darstellbar sind, wo p eine 
leicht aus » zu berechnende Zahl bedeutet. Denn jene Functionen sind 
offenbar nichts Anderes, als die Abel’schen Integrale erster Gattung, 
welche zu der Galois’schen Resolvente der Modulargleichung des n'e 
Transformationsgrades gehdéren. 

Wie im Falle » = 7, welcher oben ausfiihrlich behandelt wurde, 
so gilt auch im Allgemeinen der Satz, dass die nach der absoluten 
Invariante J genommenen Ableitungen der Integrale n'* Stufe die 
Lésungen einer homogenen linearen Differentialgleichung p'* Ordnung 
mit J als unabhiingiger Verinderlichen und den singuliren Punkten 
J = 0, 1, sind. 

Diese Differentialgleichung gehdrt selbstverstiindlich in die von 
Herrn Fuchs aufgestellte Classe. Die Bildung der Gleichung kann 
in den Fallen »n = 6 und m = 8 auf einem ahnlichen Wege ausgefiihrt 


= F(@) + const. 
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werden, wie er oben fiir »—7 befolgt ist. Es ergiebt sich fiir 
n=6 der Werth p = 1 und die zugehdrige Differentialgleichung 
lautet: 


I(T —1) 49 4 744 yO. 


Fiir » =8 wird p=53. Indem ich hier die in meiner Note: ,,Zur 
Theorie der Modulargleichungen “ (Géttinger Nachrichten, 21. November 
1883)*) aufgestellten Entwicklungen der Integrale 8'*" Stufe heranziehe, 
erhalte ich den Satz: 
Die Differentialgleichung: 
» a a4 
J?(J—1)? 54 + (1I—4) J (J—1) 


+[EO-D-FO-0+ pI] ah 








9.5.13 8 63] d 
+[e" O-0+5-s] a ~9 


kann folgendermassen integrirt werden: 


Man setze 
1 , q¢" 3 
[2 +0 > 3 =] 


J —— 
g\t(t —¢_¢*)|* 


so stellt der Ausdruck 


Cy, - 4(Q) + 9G) + &g [4 (Q?) — 9 (97) + 


das allgemeine Integral der Differentialgleichung vor, wo 


i(g), j(q) = >) 2g! 


ist, die Summe erstreckt iiber alle positiven Zahlen m, welche congruent 
1, beziiglich congruent 5 (mod. 8) sind. Dabei bedeutet Q(m) die 
Summe 


genommen iiber alle Lésungen der Gleichung 


m= (+ 2m)? + 


in ganzen nicht negativen Zahlen wu, v.“ 
Was endlich den Fall einer héheren Stufe » > 8 angeht, auf 
welchen ich demniichst zuriickkommen michte, so sei hier nur bemerkt, 


*) Die Bezeichnung ist hier etwas modificirt. 
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dass die zugehérige Differentialgleichung p'** Ordnung im Sinne des 
Herrn Frobenius*) mehrfach reductibel wird. 

So gelingt es fiir » 11 zum Beispiel die p — 26 linear unab- 
hiingigen Integrale so zu wihlen und in drei Gruppen von 11, 10, 5 
Integralen resp. zu zerlegen, dass die nach J genommenen Differential- 
quotienten der Integrale einer Gruppe Lésungen je einer homogenen 
linearen Differentialgleichung 11'*, 10, 5° Ordnung resp. werden, 
wobei die Coefficienten dieser Gleichungen rationale Functionen der 
unabhingigen Variabeln J sind. 


Kin ahnlicher Satz scheint fiir eine beliebige Stufe Geltung zu 
haben. 


Kénigsberg i. Pr., Januar 1885. 


*) Crelle’s Journal, Bd. 76, pag. 236 ff. 
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Ueber Thetafunctionen, die nach einer Transformation in ein 
Product von Thetafunctionen zerfallen. 


Von 


Ep. Wittuerss in Halle. 


Bei vielen derjenigen Abelschen Integralen, welche sich auf Abelsche 
Integrale von niedererem Range zuriickfiihren lassen, kann man unmittel- 
bar eine Substitution angeben, welche gewisse Formen der urspriing- 
lichen Integrale ungeiindert lisst, obgleich die betreffenden Integrale 
niedereren Ranges eine entsprechende Substitution nicht gestatten. 
So bleibt z. B. das Integral 





f (at ** a) de 
: V2" + a0*—! 4 ba"? 4... 4 batt arti ‘ 
dessen Reduction Malet (Journal fiir Mathematik, Bd. 76, 8. 97) und 


Brioschi (Comptes rendus, t. LXXXV, p. 708) gezeigt haben, bei der 


Substitution 
1 


g 

ungeindert. Ferner, wenn das Abel’sche Integral vom Range III 
reducible wird, so kann man die dem Integral zu Grunde liegende 
Gleichung auf die Form 


C= 





bringen (vergl. S. v. Kowalevski, Acta mathematica, t. IV, p. 393); 
da diese Gleichung bei der Substitution 


My 2 Hy: X= 2&2 — (Es+a8, +58.) 
ungeindert bleibt, so giebt es auch, wie man leicht nachweisen kann, 
gewisse zugehérige Integrale, welche bei dieser Substitution hédchstens 
ihr Vorzeichen andern, 

Diesen Substitutionen, welche die Integrale ungedndert lassen, 
entsprechen nun Transformationen der zugehérigen Thetafunctionen, 
bei welchen die urspriinglichen und die transformirten Parameter der 
Thetafunctionen einander gleich sind und somit eine sogenannte 
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complexe Multiplication stattfindet, d. i. eine solche Transformation, 
welche Frobenius (Journal fiir Mathematik, Bd. 95, S. 264) eine ,,prin- 
cipale“ nennt. Dies findet nun allgemein, nicht in einzelnen Fiillen 
allein, statt: Sobald eine Thetafunction durch eine Transformation in 
eine andere Thetafunction iibergefiihrt wird, die in das Product von 
Thetafunctionen von weniger Variablen zerfillt, (was ja eine Reduction 
des zur urspriinglichen Thetafunction gehérigen Integrals auf Integrale 
niedereren Ranges zur Folge hat), so existirt fiir diese Thetafunction 
mindestens eine principale Transformation. — Dies nun nachzuweisen, 
diese Transformationen niher zu untersuchen, und sodann aus den- 
selben die Beziehungen herzuleiten, welche zwischen den Parametern 
der urspriinglichen Thetafunction bestehen, ist der Zweck der vor- 
liegenden Arbeit. 


Die Parameter der Thetafunctionen will ich in bekannter Weise 
mit tas, (Teg = Ta) bezeichnen, wo die Indices « und £, wie spiiter 
auch y und 0, die Werthe 1, 2,...,@ anzunehmen haben. Wenn 
nun Teg die transformirten Parameter bedeuten, so hiingen diese mit 
den t,g durch die Gleichungen 


(1) Me4e,e+ > No+a,e+y Tay = >. Ny,d Tay + > Ny, e4dTayTpd 
Y Y 7,d 


zusammen, wobei das System der ganzen Zahlen n,, den Bedingungen 


(2) > bebiten, Metneti—= >, Eakin eMetnerem | 


zu geniigen hat, in denen x, 4, w, wie im folgenden auch v, die 
Werthe 1,2,...,2@ annehmen, und sodann die Indices modulo 29 
auf die Zahlen 1, 2,...,2@ reducirt werden sollen; €, soll den Werth 
+ 1 oder — 1 bedeuten, je nachdem x < g oder x > @ ist. Die Zahl 
m neunt man den Grad der Transformation. 

Zugleich mit den Gleichungen (1) bestehen noch die weiteren 
Gleichungen 


(3) Qn = > Ni Dar, 
a 


n, fir A—uwp, 


0, fiir AZu 


in denen die @,, beliebig sind und nur der Bedingung geniigen, dass 
ihre Determinante von Null verschieden ist, wihrend die @¢,94 durch 
die Gleichungen 


(4) c,9+8 = > ®ayTyp 
Y 


bestimmt sind. Die w,,, die dann durch die Gleichungen (3) voll- 
kommen bestimmt sind, hingen mit den t,, durch Gleichungen zu- 














sar 
Tr 
bez 


Ny; 
(6) 


tre 
me 
er] 
fo: 








—a ee DL ™WeSEUllU 

















Thetafunctionen von besonderem Charakter. 


129 


sammen, die den Gleichungen (4) ganz analog gebildet sind. Diese 
Transformation will ich entsprechend den Coefficienten »,, mit (N) 
bezeichnen. 

Ks sei jetzt (N’) eine andere Transformation mit den Coefficienten 
m2, bei weleher also an Stelle der Gleichungen (3) die Gleichungen 


(5) Wen = >) Maa Oia 
a 


treten. Die aus den beiden Transformationen (N) und (N’) zusam- 
mengesetzte Transformation, d. i. diejenige Transformation, welche ich 
erhalte, wenn ich zuerst die Transformation (N) und dann die Trans- 
formation (N’) ausfiihre, bezeichne ich mit 

(NV) (N’) = (Mf). 
Und die Coefficienten m,, dieser Transformation findet man bekannt- 
lich dadurech, dass man aus den Gleichungen (5) die Ausdriicke fir 
@, in die Gleichungen (3) einsetzt: 


(6) My, = > Np Mua 
K 


Ist insbesondere (N’) die supplementiire Transformation, die ich 
mit (N)- bezeichnen will, d. h. ist 


(7) Ne a = fo No+-d2,e+%> 
wo €, die oben angegebene Bedeutung hat, so ist bei der Zusammen- 
setzung die Reihenfolge ohne Hinfluss: 

(N)(N)-* = (N)-*(N), 
und das Resultat der Zusammensetzung ist eine Multiplication mit »; 
denn in beiden Fallen wird zu Folge der Gleichungen (2) 


(8) Max =O, wenn AZx, ma, =n, 


so dass die Gleichungen zwischen @,, und @,, die Form @,.,=—n"@ix 
annehmen. 

Ist ferner N eine principale Transformation, d. h. ist tg = tes, 
so kann man bekanntlich den @,, solehe Werthe geben, dass 
(9) Dox = Ue On x 
wird. Die Gréssen wu, nennt man die Multiplicatoren der bei dieser 
Transformation stattfindenden complexen Multiplication, und dieselben 
sind die Wurzeln der Eliminationsresultante der w/,, aus den Glei- 


chungen te@a. = > x22, in welche fiir den Fall einer principalen 


Transformatien die Gleichungen (3) sich verwandeln, — 
Wendet man auf die aus den Gréssen @,, gebildeten Thetafunc- 
tionen, bei welchen die principale Transformation (N)_ stattfindet, 


Mathematische Annalen, XXVI. 9 
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irgend eine Transformation (H) an, so findet auch fiir diese trans- 
formirten Thetafunctionen eine principale Transformation statt, und 
zwar ist dieselbe 

(H)~*(N) (A), 


und die Multiplicatoren sind 


> 


hte, 
wenn hk der Grad der Transformation (H) bedeutet. Bezeichnet man 
niimlich die durch die Transformation (H) aus den @,, entstehenden 
Gréssen mit @.,, so treten durch die Transformation (H)—' an Stelle 


der @,, die Gréssen Fj Pax (siehe (8)), durch die principale Transfor- 


mation (N) an Stelle der @g, die Gréssen . @q, (vergl. (9)) und 


endlich durch die Transformation (H) an Stelle der @,, wieder die 
«x; folglich kommen durch die gesammte Transformation (H)-!(N)(H) 


nigger 1 - . : Le E 
die Gréssen ig @ax an Stelle der @,., zu stehen. Und damit ist die 
a 


obige Behauptung erwiesen. 

Da eine transformirte Thetafunction durch die supplementire Trans- 
formation wieder in die urspriingliche zuriickgefiihrt wird, so folgt daraus, 
dass eine principale Transformation der transformirten Thetafunction 
auch eine solche der urspriinglichen Thetafunction zur Folge hat. Dies 
gilt natirlich auch, wenn die transformirte Thetafunction in ein Pro- 
duct von Thetafunctionen mit weniger Variablen zerfiallt. Folglich 
kann man die simmtlichen principalen Transformationen der urspriing- 
lichen Thetafunction herstellen, sobald man diejenigen der zerfallen- 
den Thetafunction kennt: Ist (P) diejenige Transformation, welche 
eine Thetafunction in eine zerfallende Thetafunction iiberfiihrt, ist (H) 
die principale Transformation der zerfallenden Thetafunction, so findet 
bei der urspriinglichen Thetafunction die principale Transformation 

(P) (H) (P)-"' 
statt. 
Es handelt sich also darum, die Transformation H herzustellen. 
Ks sei nun 


h 
P(e, 5 Ge, - - ve) =] [ (+15 Vrg+2>-+ +9 rg iy)s 


o=0 
wo v, = 1, 41 = @ sein soll, die in ein Product von Thetafunctionen 
zerfallende Thetafunction; dann muss bekanntlich in derselben 
(10) Toe = Tee = O 


sein, wenn 


c>v, und zugleich e<yv,, fir p=—1,2,.,.,h. 


Um die principalen Transformationen dieser Thetafunction zu 
erhalten, lisst man in der Gleichung (1) tag = tes werden, setzt fiir 
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die Te; diese speciellen Werthe (10), und bestimmt unter der Voraus- 
setzung, dass die von Null verschiedenen tag = tq gegenseitig unab- 
hiingig seien, die Coefficienten »,,; die erhaltenen Systeme n,, geben 
dann die principalen Transformationen. Nach der Substitution dieser 
Werthe fiir tag besteht das System der Gleichungen (1) aus Gruppen 
von der Form: 


Mo+i,g + bs Neti,ets Tis = > Mr Tir > Mr, o-4-sTir Ts 5 
& r rs 


Mot, w<JoMmy, fir kl—O,1,...,h, 
und die Summation beziiglich r von », + 1 bis va4i, beziiglich s von 
vy, +1 bis »,4; auszufiihren ist. Aus diesen Gleichungen erkennt man, 
dass erstens, wenn k und / verschieden sind, alle in den betreffenden 
Gleichungen vorkommenden »,, Null sein miissen, denn die t;, und 
t;, Sind simmtlich verschieden und sollen gegenseitig unabhingig sein, 
und dass zweitens, wenn k= / ist, die m,, auch Null sind mit Aus- 
nahme von %,; und %+;,94,;, die denselben Werth haben miissen: 
Nii = Notietiy Vx Ot,J LQ Mepi, 

denn die in den betreffenden Gleichungen vorkommenden t;, und 1;, 
sind versehieden, bis auf t,;, das sowohl als Coefficient von 1,,; als 
auch von %+;,94: sich findet. Folglich ist allgemein 


wo 


Nea =O, fiir “ZA, 
Nx, x=Noix, ote —=My, wenn wCx<ry4i, fir f=—O0,1,...,h. 
Aus den Gleichungen (2) folgt sodann, dass uf =, so dass man 
fyi Ye 
setzen kann, wo mw eine ganze Zahl und 
é&=-+1 oder —1 
ist. Hieraus ersieht man, dass diese Transformation zusammengesetzt 


ist aus einer Multiplication mit « und der linearen Transformation, 
bei welcher die Coefficienten die folgenden Werthe haben: 
Mea=O, fir x24, 

Nae = Notaeta=&, Wenn wm Cac ry, fiir f=—0,1,...,h. 
Da hier die Multiplicationen mit ganzen Zahlen nicht in Betracht 
kommen, so sind diese linearen Transformationen die gesuchten prin- 
cipalen Transformationen der in ein Product von Thetafunctionen zer- 
fallenden Thetafunction, die wir oben mit (H) bezeichnet haben. Die 
dabei auftretenden Multiplicatoren sind eben diese Gréssen yNag = & 
=-+ 1. — Indem man nun dies Resultat zu den Betrachtungen auf 
Seite 130 hinzunimmt, kann man das Ergebniss in folgender Weise 
aussprechen : 

9* 
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Transformirt man eine Thetafunction durch die Transformation (P), 
und die transformirte Thetafunction zerféllt in ein Product von mehreren 
Thetafunctionen, so existiren fiir die urspriingliche Thetafunction die prin- 
cipalen Transformationen . 


(P) (H) (P)* = (K), 
und die Multiplicatoren bei denselben sind 


PNca = P&=—+p, wenn vy Cacryy, fir f=—0,1,...,h, 
wo p den Grad der Transformation (P) bedeutet. 

Von diesen principalen, fiir diese Thetafunction charakteristischen 
Transformationen sind h, eine weniger als die Anzahl der Thetafunc- 
tionen, in welche bei der Transformation die urspriingliche Thetafunction 
serfallt, gegenseitig vollkommen unabhingig und lassen sich nicht auf 
einander zuriickfiihren. Denn die siim™tlichen Transformationen (H) 
lassen sich ans den h speciellen Transformationen (H), bei welchen 


&==—1,8&— 1, &al,..... cee »4=1, 
bez. é&= I, & =—I1, e,—l1,........... »a=1, 
& = be é) = ¥ é&=m=l,....%1= 3 = a. 


und der Transformation, bei welcher 


&=—1,¢——1, &—-—1,...,4——1, 


zusammensetzen. Da nun die letztere Transformation bei jeder Theta- 
function mdglich ist, so bleiben nur die ersten h Transformationen als 
fiir die zerfallende Thetafunction charakteristisch tibrig, und diese 
lassen sich offenbar nicht auf einander zuriickfiihren. Da nun zu jeder 
Transformation (H) eine besondere Transformation (K) gehért, so giebt 
es demnach auch genau h wesentlich verschiedene Transformationen (XK). 

Diese principalen Transformationen (K) sind dadurch ausgezeich- 
net, dass sie mit ihren supplementiren identisch sind. Denn wenn man 
die Transformation (K) einmal ausfiihrt, so treten an Stelle der w,, 


On x 


die Gréssen Te folglich geht beim Wiederholen der Transforma- 


aa 


tion @,g» in 


1 2 i 
“rierries Oqxn = yz Max 

( —¥) P 
iiber, d. h. es findet eine Multiplication mit p? statt. Da nun bekannt- 
lich, wenn von zwei Transformationen, welche nach einander ausgefiihrt 
eine Multiplication mit einer ganzen Zahl hervorbringen, eine zu der 
andern supplementir sein muss, so ist die Transformation (K) zu sich 
selbst supplementiir.— Wenn nun k,, die Coefficienten der Transforma- 
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tion (K) sind, so sind €, f&:ko+1,94% diejenigen der supplementiren 
Transformation (vergl. (7)), folglich muss hier 
Kez,a = bx ba hotae+x 
sein, oder: 
kap = kpte,ates 
ka, g-+a = 0, ke,o-+p ae ores ks,e+a, 
Kota,a = 0, kere, p => ko+p,a: 

Der Grad der principalen Transformation ist p*. Denn bei einer 
zusammengesetzten Transformation ist der Grad gleich dem Producte 
der Grade der einzelnen Transformationen, aus denen sie zusammen- 
gesetzt ist.— Ist aber insbesondere der Grad von (P), d. i. p, eine gerade 
Zahl, so kann man die Transformation (K) zerlegen in eine Multi- 
plication mit 2 und eine ebenfalls wieder zu sich supplementiren 


Transformation (K°) vom Grade (< p) die wieder eine principale 
Transformation der Thetafunction ist, und zwar mit den Multiplicatoren 
4 Neop-. Um dies zu zeigen, will ich die Ausdriicke der k,, in den 


Coefficienten p,, der Transformation (P) angeben, wie sich dieselben 
aus den Gleichungen (6) mit Hilfe der Bedingungen (2) unmittelbar 
ergeben: Wenn ich die Annahme mache, dass 71,1, y22, ..-, %gg die- 
jenigen der Multiplicatoren seien, welche gleich + 1 sind, wihrend 
die tibrigen +1,941,-++)%e, 9 den Werth — 1 haben, eine Annahme, 
die ich bekanntlich machen kann, ohne dadurch eine Beschriinkung 
einzufiihren, so ist 


keen =p + 2&. bo (Do+x,i Px, ei — Px,i Po+x, e+i)» 
(11) ; 
kya = 2 ba D3 (Pe+a,i Px,o+i — Dz, Po+a, e+i) ) fiir A z x, 


wo die Summe beziiglich i von g + 1 bis zu @ auszudehnen ist. Ist 
nun p eine gerade Zahl, so sind die sémmtlichen Coefficienten hk, 
gerade Zahlen, und hieraus folgt, dass die Transformation (K) aus 
einer Multiplication mit 2 und einer Transformation (K*) mit den 
Coefficienten 


0 1 
xd = ys Kea 
zusammengesetzt ist. Dass diese Transformation (K°) eine principale 


Transformation mit den Multiplicatoren s Pea ist, bedarf wohl kaum 
noch eines besonderen Beweises. 

Der Specialfall dieses Satzes fiir p — 2 verdient noch besonders 
hervorgehoben zu werden: Wenn durch eine Transformation zweiten 
Grades eine Thetafunction in eine zerfallende Thetafunction iibergefiihrt 
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wird, so existirt fiir diese Thetafunction eine principale Transformation, 
die linear ist, und deren Multiplicatoren die Werthe +1 wnd —1 
haben. 

Mittelst dieses Satzes kann man leicht diejenigen hyperelliptischen 
Integrale bestimmen, bei welchen die zugehérigen Thetafunctionen durch 
eine quadratische Transformation in zerfallende Thetafunctionen iiber- 
gefiihrt werden. Einer linearen Transformation der Thetafunctionen 
entspricht niimlich eine lineare gebrochene Substitution der betreffen- 
den Integrale: 

C : a 
(12) t= arte. 
Der supplementiiren Transformation entspricht diejenige Substitution, 
die ich erhalte, wenn ich (12) nach & auflise: 
8 ae —ba+B | 


yrx—a 





Sollen nun durch eine quadratische Transformation die Thetafunctionen 
in ein Product von mehreren Thetafunctionen zerfallen, so miissen 





beide Substitutionen identisch, also « = — 0d und demnach 
me “88 
yE—« 


sein, und diese Substitutionen miissen ferner die Wurzelgréssen in den 
Integralen ungeiindert lassen. Nun kann man diese Substitution, je 
nachdem y = () oder yz0 ist, in der Form 


(ax + 5 8) —— (ee + 8), 


— “+6 
(yt — «) _— yé sg 
schreiben. Und hieraus erkennt man, dass die Wurzelgréssen in den 
Integralen durch lineare Substitutionen so umgewandelt werden kénnen, 
dass sie bei der Substitution 


oder 


, 


, , x 
a = — & oder c——— 


ungeindert bleiben; sie miissen also eine der folgenden Formen haben: 
(13a) V(x — a) (a + a) (w@ —b) (@+b)--- = Y/Y Rez), 
(13 b) V x(a —a) (2— <) (x—b) («— +). --=—/R,(z), 
(13) V (—a) (x—+) (2—b)(w—*)..- = Y/R, (2). 
Die beiden letzten Wurzelgréssen lassen sich aber durch die Substitution 
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auf die erstere zuriickfiihren.*) Folglich miissen die hyperelliptischen 
Integrale, bei denen die zugehirigen Thetafunctionen durch eine quadra- 
tische Transformation in ein Product von Thetafunctionen von weniger 
Variablen iibergefiihrt werden, durch eine lineare gebrochene Substitution 
so umgewandelt werden kinnen, dass die Wurzelgrisse nur das Quadrat 
der Variablen enthdlt. — Fiir Thetafunctionen mit zwei Argumenten ist 
dies Resultat schon von Kénigsberger (Journal fiir Mathematik, Bd. 67, 
S. 74) ausgesprochen worden, nur hat sich derselbe dabei der Form 
(13b) der Wurzelgrésse bedient. 


Das oben entwickelte Hauptresultat kann man in folgender Weise 
umkehren: Ist bei einer Thetafunction eine principale Transformation 
moglich, bei der die ersten g Multiplicatoren gleich p, die iibrigen 9—g 
gleich — p sind, so existiren zwei Thetafunctionen, von denen die eine 
nur g, die andere @ —g Variable enthdlt, wnd deren Product rational 
durch jene Thetafunctionen ausgedriickt werden kann. 

Dies kann man dadurch nachweisen, dass man die principale 
Transformation (K), oder dieselbe mit einer Multiplication zusammen- 
yesetzt, in der Weise (P) (H) (?)~! zerlegt, und dann auf die Theta- 
function die Transformation (P) anwendet. Denn die durch (P) trans- 
formirte Thetafunction ist rational durch die urspriinglichen Thetafunc- 
tionen ausdriickbar, und sie zerfailt in das Product zweier Thetafunctionen, 
weil fiir sie (H) eine principale Transformation ist. Fiir @ = 2 ist diese 
Zerlegung leicht ausfiihrbar. Ist niimlich 

ky, kyo, O , ky, 
kas» kag, — ky, 0 ? 
0, — ky, Kiss, Kin, y 
ky, 0 , kyo, keys, 


*) Auf Grund dieser Bemerkung ist die Reduction der hyperelliptischen 


Integrale : P 
x 
J f (x) jas =- und ji (a) VRa@ 


in einer wohl einfacheren Weise a als dies durch Malet (Journal fiir 
Mathematik, Bd. 76, S. 97) und Brioschi (Comptes rendus, t. LXXXV, p. 708) 
geschehen ist. Durch die Substitution (14) gehen nimlich — Integrale in 


. a F,(@ F, 2 
JF ye fi (8) + 8 (€)} a vem 


iiber, und macht man jetzt die Prignaner §* = 2’, 80 oe man 


F,(e) ——— x’) 
J ) Va fe he he as a) 


Und damit ist die Reduction ausgefiihrt. Wenn urspriinglich unter den Wurzel- 
zeichen ganze Functionen von dem 2nten, bez. (2n—1)ten Grade standen, so 
sind nach der Reduction daselbst nur ganze Functionen von dem nten, bez. 
(m-+-1)ten Grade zu finden. 
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worin in Folge der Bedingungsgleichungen (2) 

Key, +H Tigg =O, ii + yg hy, kyjky =p, fir i= 1,2 
das Coefficientensystem der Transformation (K),.und setzt man diese 
Transformation mit einer Multiplication mit (2/,,-+-p) zusammen, so 
sind, abgesehen von dem Fall, dass gleichzeitig k,,, k.,, k,4, ky, Null 
sind, die Coefficienten der Transformation (P) die folgenden: 


ky tp, Kyo, 0, iy, 

hoy, Kinng Pp, — ky, 0, 

0, — ky, Ky ep, hay, 

ky, 0, kyo, ky + p- 


Ist aber g@ > 2, so wird eine derartige Zerlegung von (K) sehr 
umstindlich. Wohl aber kann man den obigen Satz leicht beweisen, 
wenn man die Eigenschaften der Thetafunctionen zu Hilfe nimmt. Es 
bedeute O(u,, w,..., Mg) eine derjenigen Thetafunctionen, welche bis 
auf einen hinzutretenden Exponentialfactor ungeaindert bleibt, wenn 
man U,,%),--., Me gleichzeitig um 2@,,,, 2@24,..., 2@9x vermehrt. 
Wenn dann 4,, ,,..-, &e die Multiplicatoren bei einer principalen Trans- 
formation sind, so ist in Folge dieser Transformation O(u, u,, Mo %.,-. 
-+) UgUe) eine rationale Function derselben Thetafunctionen mit den 
Argumenten ,, u,..., Ug. Setzt man nun in dem Additionstheorem 
der Thetafunctionen, d. i. in der Darstellung von 


(0, + ,, V+ We, . . -» Vet We) O(v, — w,, Vy—W,, . . ., Up—We) 
durch Thetafunctionen mit den Argumenten ¥,, v,, ..., Ug, bez. 
W,, Wy,-+-) We, die Werthe pu,, pu,,...,pu* an Stelle von v,,v,,...,09 
und die Werthe pu,, pu,,..., Puy, — PUgi1, — PUy4e,- ++, — PUy an 
Stelle von w,, wW,,..., We, so erhilt man 
O(2pu,, 2puy,...,2pu,,0,0,...,0) (0,0, ...0,2pug41, 2p tyre, --.,2p Up) 
rational ausgedriickt durch Thetafunctionen mit den Argumenten 
PUy, PUlg,-+-,PUy, bez. pu, PUly,---,P Ug, —PUgi1, —PUyt2,--.,— pug. 
Diese Thetafunctionen aber kann man, die ersteren, weil eine gewohn- 
liche Multiplication vorliegt, die anderen, weil p und — p die Multi- 
plicatoren einer principalen Transformation sind, durch Thetafunctionen 
mit den Argumenten w,, u,,..., %g ausdriicken. Mithin ist 


O(2 pu, , 2puy, ..., 2pty,0,0,...,0) O(0, 0, ...,0,2 pg 41, 2p Ug 25.5 2p Ue) 
eine rationale Function von Thetafunctionen mit den Argumenten 
Uy, Ug,.-+, Ug. — Nun ist aber O(2pu,, 2pu,,..., 2pu,, 0,0,..., 0) 
eine Thetafunction von g Argumenten: O(u,,u,,..., u,), denn diese 


Function 0(2pu,,...) bleibt bis auf einen hinzutretenden Exponential- 
factor ungeaindert, wenn man die g Argumente u,, U2, . 


oe) U um 
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201, 2@2%,...,2@,, vermehrt. Dasselbe gilt auch von der andern 
Thetafunction: es ist 


0(0, 0,...,0, 2pttgsi, 2pupze,-.-,2PUe) = O( ty 41, Uppe,- +, Uy). 
Folglich ist 
O (ty, thy, . - +; Uy) O (Mgrs, Uppey - + ey Uy) 


gleich einer rationalen Function der urspriinglichen Thetafunctionen. 
Und damit ist obiger Satz bewiesen. — 


Wenn eine Thetafunction nach einer Transformation in ein Product 
von Thetafunctionen mit weniger Variablen zerfillt, so ist dies auch 
bei allen Thetafunctionen der Fall, die aus jener durch lineare Trans- 
formationen abgeleitet werden; mithin bestehen auch fiir alle diese 
Thetafunctionen principale Transformationen von dieser besondern 
Form (K), und alle diese Transformationen werden nach den Be- 
merkungen auf Seite 130 gegenseitig in der Weise: 

(K’) = (ZL) (K) (L)> 
aus einander abgeleitet, wo (LZ) eine lineare Transformation bedeutet. 
Ich will nun eine méglichst einfache dieser Transformationen (K’) 
herstellen, d. h. eine solehe, in der méglichst viele der Coefficienten 
Null sind. 

Zu dem Zwecke bringe ich die Transformation (P) durch das von 
Kronecker (Monatsberichte der Berliner Academie 1866, 5, 608) an- 
gegebene Verfahren auf die Normalform, d.h. ich zerlege (P) in der 
Weise 

(P) = (L) (B), 7 
wo (L’) eine lineare Transformation bedeutet, und in (P,) die Coef- 
ficienten 

Petras =9, pis =O, Porieri =O, wenn 0<Ci<cjce. 

Fiir die aus der urspriinglichen Thetafunction mittelst der Transforma- 
tion (L’) hergeleiteten Thetafunction gilt nach den obigen Bemerkungen 
die principale Transformation 

(K;) = (1) (K) (L) = (LY*(P) (KH) (P)* (L) 

= (LY*(L) (Py) (A) (Pay? (LY (L) = (Py) (H) (Pad 

und in dieser ist, wie man aus den Gleichungen (11) mit Hilfe der 
Gleichungen (2) findet: 

p, fir a>g, 
—p, fir ae>g, 
und ausserdem kénnen von Null verschieden sein nur die Glieder: 


Kase ~— ke-+a, eta = 


ko, a ko+t,e+o; Ka,e+e 3s 7 T Keetoy 
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wenn 6 > 9g, t< 9g, e< 6 ist. Fir 9 = 2, g =2 hat demnach das 
Coefficientensystem folgende Gestalt: 


i ee Re ee EE ae 
O »p 0 0. —ky, —ky, 
ky, ky, —p O ks, lige 0 — kgs, 


Ky hyp 0 —p yy kiyg ke; 0, 
0 O 0 0 p O ks, kss, 


= = 0 O p a en 
0 oO 0 0.0.0, + nM 
Ov: wt 0 0 0 O —p. 


Im folgenden will ich die keine Beschriinkung enthaltende Annahme 

machen, dass 

970-93 
ausserdem will ich iiberall k,, an Stelle von Kkoie.e+o, ferner — ko, o+- 
(wo ¢< 6) an Stelle von k, 94, setzen, und dann, wo ich kg, oder kg, ete 
schreibe, die beiden Glieder des Coefficientensystems verstehen, wo 
dieser Buchstabe steht. ; 

Eine weitere Vereinfachung der principalen Transformation (K’) 
erhalte ich dadurch, dass ich fiir die mit (K) in der Form (Z,) (K) 
(Z,)~' zusammenzusetzenden Transformationen (Z,) die folgenden Trans- 
formationen nehme: 


(L,): @q,2.=@e,x, AaUSZeENOMMEN Wy; —Wy,; -- Maopi, WO OKI<G; 
(Ly)! @a,4=@e,x, AUSZENOMMEN We, o4;= Wey; + @,;,  WOO< t<g; 
(Lg): @a,x=@o,x, aUSgenOMMeN Wg; —Wy,; + @,;, Me, 0-4) 


=W,04j) + Gu,e¢i WO O<i,j<g; 

(Ly): @e,4=@o,x, AUSZENOMMEN We, -—= Wy, -+e,i, We, o-+i = Wa, +i 
FOxetr) WOO<KIS9< 1S EQ; 

(Ls): @e,x=@e,x, AUSFENOMMEN Wg, j= Oy,i+ 4,047) Da,r—= Wa,r 
Foner WOO KIS <rK<Q; 

(Lg)? @e,2=Oo,4, AUSZENOMMEN Wy, -—= Ga, + We,s, We, o-+s = We, e+ 


+-@o+r, WOO SC rs<e. 


Denn dadurch treten in (K’) bei der Transformation (L,): 


keotritthe,; an Stelle von k, 0443 
bei (L,): Ke, the ori ” ” ”? ke, 


bei (Ls): fr hes a 
keetit ke, ety ” ” ” keeti3 
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bei (L,) JhreteF hi ere an Stelle von k,,9., c2r, 
e 4g)e apf fed 
. ky, + 2p ” ” ” ky, i3 


bei (L;): gd 7 otha » Treader von 

ky gri+- 2p ” ” ” k,. etis: 

beng hag os » Ariz, fOr fom 1,2,...,9, 
bei (Iig): {hrutethsete o> 1» oo» Arete, fir em 1, 2,....r—1, 
a r+,...,9. 

Dabei hat c die Werthe g + 1,9 + 2,..., @ zu durchlaufen, und ke, 
ist durch — ky,o4¢ zu ersetzen, wenn a < p. 

Wenn nun durch diese, und auch andere Transformationen erreicht 
werden kann, dass die Zahlen, die, abgesehen von k,,==—~p, in der 
cten Zeile stehen: 


(14) ke, ly ko, Qpreey ke, Keotty ke, O+2) -++> Kejg-te—ty Kettetey kote, 0+) erey Keetes 
fir e=—g+1,9+2,...,y, und selbstverstiindlich, die mit ihnen in 
Folge von ky,o43=—kg,e+a, ke, =hKe+ee+s gleichwerthigen Coefficien- 
ten, noch Null werden, so soll dies schon als ausgefiihrt betrachtet 
werden, und es sollen also ausser den Zahlen k,,, == —-+ p nur noch 
die Zahlen (14) fir ce—y+1, y+2,...,@ von Null verschieden 
sein. Indem ich alsdann abwechselnd die Transformationen (Z,) und 
(L,) fiir (Z,) nehme, und zwar zuerst fiir i=1, dann fiir i—2,3,...,9, 
kann ich durch das bekannte kettenbruchartige Verfahren nach einander 


(15) Key+1,e45 ky+a, @t22 + + *9 kytte-tgs 

und damit zugleich auch die gleichwerthigen Coefficienten k,,91,4:, (was 
ich im folgenden nicht immer besonders hervorheben werde), zum 
Verschwinden bringen; hierauf mache ich dadurch, dass ich fiir (L,) 
die Transformation (Z,) nehme, und zwar, indem ich abwechselnd 7 
und j zuerst die Werthe 1 und 2, dann 2 und 3, u. s. w. gebe, 
auch noch 

(16) Kypt2y kytisy ~~ +) kytig 

zu Null, so dass in der (y-+1)ten Zeile nur die Glieder 


yt tty Kypsytt = — Dy hypeetytir kytpsebytis + + +r Meetett 
von Null verschieden sind. — Jetzt wiederholt man diese Operation: 
mittelst der Transformationen (LZ,) und (L,) fiir i = 2, 3,..., g bringt 
man ky+2, 042, kyr2,e+3)+- +» ky+2,¢49, dann mittelst der Transformation 
(LZ) noch ky42,3, ky+2,4,-++, ky42,, zum Verschwinden. Und so fahrt 
man fort, bis endlich, abgesehen von ky, = --1, von Null verschieden 
nur noch sind: 


key he2)+++yhec-y, fir cmy+1,7+2,..., 0, 


haetis Raetdiisticslt Mataluls ' 
setts Kuetss > eepey—t | fir em 7 +2, 7 +3;-- 0, 
Keetet Kett,e-te—ty sey ke, e-t+e—1 
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und die damit gleichwerthigen Coefficienten, wie dies aus ky.g—=ko+s,0+0) 
kets = —hkeere folgt. Fir g=6, g=y—=—3 haben (g+ 1)te, 
(9+ 2)te, ote Zeile, wenn ich nur aj, b,, c an Stelle von kyi1,2, 
ky+2,2, koa setze, jetzt die folgende Gestalt: * 


a 00 —p O 0 0 0 0 0 —By —e, 
Lao C8 28'S & teem, SE 
C* & & 0 O =—p Gq & 0 ey C1 0. 


Die Gleichungen (2) zwischen den Coefficienten der Transformation 
reduciren sich hier auf 


e Y ‘ 
(17) > keknerw—_> hn oknere— 2p hy e4r=0, yar<s<o, 


wo die Summation iiber « von 1 bis r—y, iiber v von 1 bis r—y—1 


auszufiihren ist. Unter diesen Gleichungen befinden sich insbesondere 
die Gleichungen 


kytsrhser — 2pkyopy41=0, fir s=—y+2,...,@, 

und aus diesen geht hervor, dass k,4;,; nicht Null sein kann, denn 
sonst wiirden auch ky+» 94,+1, Kytsetytis +++) Keety41 Null sein, und 
dies ist ein Widerspruch damit, dass die Coefficienten (14) fiir c—=y-+1 
nicht verschwinden sollen. 

Die weitere Reduction werde ich nur fiir den Fall ausfiihren, dass 
p eimé ungerade Primzahl ist. Dies geschiebt in folgender Weise: Es 
kann ky4;,, nicht durch p theilbar sein, denn sonst kénnte man diese 
Zahl, da sie gerade ist, durch mehrmalige Wiederholung der Trans- 
formation (L,) fiir r = y + 1, i= 1 zu Null machen, was, wie eben 
gezeigt , ausgeschlossen ist. Dann folgt aber aus den eben schon ein- 
mal angefiihrten, in dem System (17) enthaltenen Gleichungen 
(18) Kytisa kets — 2phsery4i = 9, 
dass hy+2o41, hyts,e¢1,.+-» Kee41 durch p theilbar sind. Durch mehr- 
malige Anwendung der Transformation (L,) fir i=1, r=—y+ 2, 


dann y + 3,...,@, indem man beriicksichtigt, dass die k,,, gerade 
Zahlen sind, macht man 


(19) Kyrseti, hyps,eta, +++» keeti, 
und damit auch, wie aus (18) folgt 


(20) Kyps,etytir Kypsetytir ++ +> Keetytt 

zu Null. — Nun wiederholt man diese Operation: Es kann ky422 nicht 
durch p theilbar sein, sonst kénnte man erst diese Zahl mittelst der 
Transformation (L,), und daan die Zahl ky,,, mittelst der Transfor- 
mation (Z,) zu Null machen, was ausgeschlossen ist. Unter den 
Gleichungen (17) sind nun auch die folgenden enthalten: 


ky+2, Kso41 + kyie, 2 Kso+2 pa k,, 1 ky+2,¢41—2p kg, etre ), fiir s=y+3,...,0, 
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und wenn man darauf Riicksicht nimmt, dass die Zahlen k,, 9; und 
ky+2,e41 2u Null gemacht sind, so erkennt man hieraus, dass ky, 942 
durch p theilbar ist. Und jetzt kann man wieder mit Hilfe der Trans- 
formation (L,) 

ky-+s, O+2 » kya, C2 9+ +o Keetss 
und damit zugleich auch 


Ky+s,etrt2> Kytaetytes «++» keety+2 
zum Verschwinden bringen. Und so fihrt man fort, bis, abgesehen von 
P,x—=-+p, nur noch von Null verschieden die folgenden Zahlen sind: 
Ke,1y Kee) +++) hec-y, fir comy+1,7+2,..., 9, 

d. i. also diejenigen keg, bei denen « > 6 + y. Selbstverstiindlich sind 
von den Coefficienten diejenigen, welche zu Folge von ko+«,943=hj,a 
mit diesen dieselben Werthe haben, auch von Null verschieden. — 
Damit ist die Reduction ausgefiihrt. 

Die Coefficientensysteme, in denen y > g ist, unterscheiden sich 
von denjenigen, in welchen y = g, nur dadurch, dass in ersteren noch 
mehr Coefficienten Null sind, wie in dem letzteren; also kann man 
allgemein sagen: in dem reducirten System kinnen, abgesehen von 
ken =-+ p, von Null verschieden sein nur die Coefficienten é 

hap = ket peter 
wenn « > B+ g oder B>a+tg. 

Dem also reducirten System der Coefficienten k,, der principalen 
Transformation (KX) will ich noch dadurch eine andere Form geben, 
dass ich es mit der Transformation (Z), bei welcher 





0,5 = a, i ’ Oe, oi = Wa, 044 

Cay = Waser > Oe, e+r = — Wer» 
wo i=1,2,...,g undr=g+1, g+ 2,..., @ ist, in der bekannten 
Weise (Z) (K) (ZL) verbinde. Die Gleichungen des Systems (XK): 


Oo; = P@a,i; Oe, ei = PWe,e+i +> Kotisetr o,e+r 
@a,r -> ky, ¢,i — P On, r 5 De.o+-r = — POxe+r 
i 
wo i die Werthe 1,2, ...,g und r die Werthe 9g+1,9+2,...,0 


anzunehmen hat und k,,; = ko+io4, = 0 ist, wenn r << i+, gehen 
dadurch tiber in 


, , , 
0g; = PQOa,i, De, oi = — > Ko+i,etr Oa,r + POa, oti, 


r 
’ = k , , 
Oar = — POar, Deo+r = r,i Oq,i — P@a,otr- 
i 
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Und hieraus erkennt man, dass in dem neuen System von den Coef- 
ficienten k,, nur die folgenden : ken = + p und Kosar = — Kote, i 
= korierr =k, fir r>%+ 9 von Null verschieden sein kénnen. 

Das Resultat, zu dem wir gekommen sind’, kann ich jetzt in der 
folgenden Weise aussprechen: Wenn eine Thetafunction durch eine 
Transformation (P), deren Grad p eine ungerade Primzahl ist, in ein 
Product von Thetafunctionen von weniger Variablen zerfillt, so kann 
die urspriingliche Thetafunction durch eine lineare Transformation so 
umgedndert werden, dass fiir dieselbe eine principale Transformation 
besteht, bei welcher 

p, fir e<g, 
caf. fiir «> 9; 
und die tibrigen Coefficienten k,, Null sind, mit Ausnahme von 
ketos =—hotisc, fir e>B+g oder Proa+g, 

welches gerade Zahlen. sind. g und @ — g, wobei g > @ — g, sind die 
Anzahl der Variablen der Thetafunctionen, in welche die urspriingliche 
Thetafunction bei der Transformation zerfaillt. — Die Werthe der 
Parameter Tt, fiir diese Thetafunction erhilt man aus den Gleichungen 
(1), jndem man in denselben 1,2 = tg setzt und fiir n,., diese speciellen 
Werthe der k,, substituirt: man findet, dass Tx beliebig ist, wenn 
zugleich 


ke, a - keta,e+a = 


au Bog, oder au. P>o>g 
und, wenn « > g > Bp ist, dass 
0, wenn a<g+8, 


Tap = Tee = k ' l 
= at, wenn a>g+ B, 


wobei lag =5 kota ganse Zahlen sind. 


Die Transformation (P), durch welche die Thetafunction zum Zer- 
fallen gebracht wird, hat, wie man sich leicht iiberzeugt, das Coef- 
ficientensystem 

Paa =P, Peta, o+a —_ 1, Pua = kya, 
wo k,, diese ganz speciellen Coefficienten des reducirten Systems sind. 

Fiir g = 9 — 1, fir den Fall also, dass eine Thetafunction nur 
eine Variable enthilt, ist dieser Satz durch Kénigsberger (Journal 
fiir Mathematik, Bd. 67, S. 74) als von Weierstrass herriihrend, mit- 
getheilt. Vergl. auch Aufsiitze von S. v. Kowalevski (Acta mathe- 
matica, t. IV, p. 393), Picard (Comptes rendus, t. XCII, p. 506, 
t. XCIII, p. 696). 


Halle, im Januar 1885. 
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Note tiber die Normalcurven fiir p — 5, 6, 7. 
Von 


Max Noerser in Erlangen. 


Unter den Normalcurven einer algebraischen Classe vom Geschlecht 
p bieten sich am Natiirlichsten diejenigen dar, welche durch alle 
zwischen den p -Functionen g bestehenden Relationen definirt sind; 
eine Darstellung, welche fiir alle Classen ausser den hyperelliptischen 
mdglich ist.*) Wenn dann die darunter -existirenden 


= (p — 2)(p — 3) 


linear-unabhingigen quadratischen Relationen p — 2 iiberhaupt von 
einander unabhingige Relationen liefern, was fiir p>5 und nicht 
specielle Werthe der Moduln stattfindet, so definiren schon diese Rela- 
tionen die Curve; und durch lineare Transformationen muss es dann 
weiter méglich sein, dieselben in einer Form herzustellen, in der sie 
die 3p — 3 Moduln explicit aufweisen. Solche kanonische Formen 
will ich hier fiir die Hauptfille von p—5,6,7 mittheilen. 


1. 
p=5. 


Bekanntlich hat man fiir p = 5 drei quadratische homogene Glei- 
chungen zwischen den 5 Gréssen g,, ..., 9, mit ganz willkiirlichen 
Coefficienten. Von 3 linearen Combinationen derselben, mit je 12 
Parametern, kann man 2, vermdge der 24 Parameter der linearen 
Substitution fiir die m, zu Relationen mit gegebenen numerischen 
Coefficienten machen; die dritte Relation bleibt dann willkiirlich und 
enthilt in ihren 12 Coefficienten die Moduln der Classe. 

Geht man etwa von der ebenen Normalcurve, der Curve 6' Ord- 
nung mit 5 Doppelpunkten, aus, so mag man diese zuniichst mittels 
Curven 3 Ordnung, die durch die 5 Doppelpunkte und zwei will- 


*) Vgl. meinen Aufsatz ,,Ueber die invariante Darstellung der algebraischen 
Functionen“, Math. Ann, Bd. XVIL. 
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kiirliche einfache Punkte der Curve gelegt werden, transformiren, und 
zwar vermoge der so eingefiihrten zwei willkiirliche Parameter in eine 
Curve 6'*' Ordnung mit solehen 5 Doppelpunkten a, b, c, b’, c’, von 
denen b’ dem Punkte b, c’ dem Punkte ¢ unentlich benachbart liegen. 
Nimmt man dann vermdge linearer Transformation der Ebene fiir die 
Punkte a, b, ¢ feste Punkte und fiir die Geraden 6b’, cc’ feste Rich- 
tungen, so enthilt die Gleichung der Curve gerade noch 12 Parameter. 
Fiir diese Punkte a, b, c habe man bez. die Coordinaten: 
t= %,=0; = 24,=0; 4,=—2,—0; 

fiir die Richtungen bb’, cc’ beziiglich: 

&, — %, = 0; % — Lf, = 0. 
Fiir die Curven g kann man dann nehmen: 

YP, = % (#4, — 1,4, — 4,25), 

Pr = X,(W,L, — XH, — X43), 

P3 = Xy(X_%, — 4, %, — X45), 

Py = 4,’ 22, 

Ps = 4723, 
und die drei quadratischen Relationen werden: 


P3Ps = P2Ps = Vi (Pit Prt Qs), 


PX —_ 0, 


wo die dritte, nachdem vermége der beiden ersten zwei Producte der 
 weggehoben sind, noch die 12 Moduln linear aufweist. 

Man hiitte auch, von den 3 allgemeinen quadratischen Relationen 
zwischen den g ausgehend, nachdem man 2 lineare Combinationen 
mit verschwindenden Determinanten gebildet, durch einfache geometrische 
Betrachtungen auf die hier angeschriebene kanonische Form kommen 
kénnen. 


2. 


Man hat hier zwischen den 6 Functionen 6 linear-unabhingige 
quadratische Relationen, von denen 4 iiberhaupt von einander unab- 
hingige die Normalcurve bestimmen. Diese vier Relationen haben 
diesmal nicht mehr willkiirliche Coefficienten. Ich werde zeigen, dass 
man sie in eine solche Form bringen kann, dass drei der Relationen 
nur gegebene Zablencoefficienten erhalten, wibrend die vierte alle 
Coefficienten vollig willkiirlich hat. Reducirt man diese Relation dann 
durch die 5 iibrigen, so enthiilt dieselbe linear noch 20 — 5 = 15 
Parameter als Moduln. 
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Hierzu geniigt wieder die Betrachtung der ebenen Normalcurve fiir 
p = 6*): der Curve 6' Orduung mit vier Doppelpunkten a, b, c, d, 
eine Curve, die vermége ebener linearer Transformation gerade 15 
Parameter aufweist. Vermége einer solchen mégen a, b, c, d bez. 
die Coordinaten erhalten: 

@, = %,=0; t= 4, = 0; 2, — 4, = 0; & =o, = a. 
Fiir die 6 linear-unabhiingigen Ausdriicke m nehme man etwa: 


YP, = X, . X,(%,— 25), Py = LX, . X;(%,—2), 
DP, = Uy . Ly(X,—s), YP; = U, . L3(4,—7), 
3 = Xy . L,(%,—Zz), , = Ly. X,(%,—2,), 


woraus die 5 linear-unabhiingigen quadratischen Relationen folgen: 


P2Po — P3Ps = 9, PsP — Mi PE= 9, PP; — PY, = 9, 
P; (YP; — Ps) — 3(%1 — Ho) = 9, 
Ps (Py — Hu) — P3 (Py — Y;) = O- 
Als unabhingige derselben kann man etwa wiihlen: 


Pi Ps — PoP, = 9, Pi Pe — 3%, = 29, 
9; (1 —%3) — P3(Pi—- F2) = 9, 
wozu dann eine Relation 


Pe Aix Pi Px =, 


mit beliebigen Parametern a;, tritt. . 


3. 
p=. 


Hier existiren zwischen den 7 linear-unabhingigen Functionen 
10 linear-unabhingige quadratische Relationen, von denen 5 tiberhaupt 
von einander unabhiingige zur Definition der Normalcurve aufzustellen 
sind. Zu diesem Zwecke gehe ich auch hier von der ebenen Normal- 
curve 7" Ordnung mit 8 Doppelpunkten, f; aus. Die Transformation 
auf diese Form enthalt**) noch eimen willkirlichen Parameter, den wir 
uns so bestimmt denken, dass zwei der 8 Doppelpunkte der f/; unend- 
lich benachbart liegen — Bestimmungsarten, die, wie die Entstehungsart 
der ebenen Normalecurven als specielle Projectionen von Raumcurven 
schon fiir p = 5 und 6 lehrt, fir p > 4 immer moglich sind. Vermige 
linearer Transformation enthilt die Curve f; dann 35—8 —1—8=18 
Parameter, die Moduln der Classe, 


*) Vgl. Brill und Noether, Ueber die algebraischen Functionen etc., diese 
Annalen Bd, VII, pag. 298. 
**) Vg). das Citat in der vorhergehenden Anmerkung. 


Mathematische Annalen. XXVI. 10 
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Die Doppelpunkte von f, seien a, b, c, d; e, f, g,h, und sei d dem 
Punkte a benachbart. Vermige linearer Transformation mégen a, b, ¢ 
bez. die Coordinaten erhalten: ' 

%=%,=0; 4,=—2,=—0; 2,—2,=—0, 
und die Richtung ad sei durch z,— 2, —=0 gegeben. Der achte 


Parameter der Transformation erlaubt dann noch, @2, fiir x,, bei be- 
liebigem @, zu setzen. 


Die vier iibrigen Punkte e, f,g,h, deren Lage willkiirlich bleibt, 
werden sich dann durch zwei Kegelschnitte 


K-00, K' =0 
bestimmen, von denen man K noch durcl: ¢, K’ durch b legen kann: 


K=2,A+2,B; K’=2,A+ 2,8, 


wo 
A =2, + a, 2, + a, 2s, B=b, 2, + b, 4, 
A’ = x, + a,x, + a, 2p, B = b,x, + b,' as. 


Durch die acht Punkte a,..., h geht ein Biischel von Curven 
3' Ordnung: 


C—AC’' =0, 
wo man unter C und C’ die Ausdriicke verstehen kann: 
} = 4,K — x, K’, 


a C’ = (4, +a) x) K — (%, +a) %,) K’, 
ur 


a =a,+4;, a =a, +a. 

Fiir die 7 linear-unabhingigen Functionen m kann man dann die 
folgenden Ausdriicke nehmen: 

i] ’ Y 
= CX%y, 9 =—Cr,, G, = Cx, 

, a Lal atih 
= C4, O = OCXR, 9 = C'S, 
9, = Ka, (x,—2;). 

Um die Beziehungen zwischen diesen Ausdriicken zu. erhalten, 
stelle ich zuniichst noch ein zweites System von 7 linear-unabhiingigen 
Functionen @ auf: 

%=(K-K)a2,2,, = K'x,2,, = Kzx,2;, 
v, = Kx, (%,—%), ¥, = K'x,(x,—2,), 
% = Ka;(4,—23), y, = Ku,(x,—2;)- 


Die linearen Beziehungen zwischen den y; und den ; werden: 


; = a v7, 
P, = v3 — Yo — Vy, 
= v, — %, — We) 





(4) 
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— a3, + by (vo +%,) + bd, — ay, v, — by Ws — bs (bs — W%), 





Q; = V, + ay VY, — Ay (¥ +), 
—, = Y, + ¥; — ¥; — aot, + ay (¥,—Y), 
= %- 


Hieraus ergeben sich unmittelbar die folgenden quadratischen Re- 

lationen: 
(1) Pi > Po > Ps = Ps > Ps? Ve» 

¥,4; — %,Y, = 0, 
| V3 ¥, — Ue(¥.+%,) = 9, 

¥3(¥;—¥;) — Wy, v, = 0 
und aus diesen die weitere: 
(2’) WY, — (Yo+%) (¥;—4;) = 9. 
Von den Relationen (1) ist die eine: 

P2%s — O39; = 9, 

eine lineare Folge von (2) und (2’), und aus der weiteren Verbindung 
von (1) mit (2), (2’) ergiebt sich noch: 

P,%, — O34; = 9, 

9, (¥3— Y.) — 9; (Wi +4;, — ¥,) = 9, 

PiVo — Poh, = O- 
In (2), (2°), (3) hat man 7 linear-unabhiingige quadratische Relationen, 
von denen (2) und die erste aus (5) vier tiberhaupt von einander unab- 
haingige Relationen zwischen den den 7 Groéssen yw; abgeben. 

Die letzten 3 Relationen ergeben sich mit Hiilfe der Gleichung 

der ebenen Curve f,;. Die allgemeinste Curve 7‘ Ordnung, welche 


die Punkte a,..., h zu Doppelpunkten hat, enthalt noch 11 Constanten, 
und ihre Gleichung wird: 


f; = KK’ x, (2,—2,)* + vy (@C+BC) + C? Sam + CC’ > Bias 
+ oe Vit = 0, 


mit den 11 Constanten @, B, @,, @, a, By, By, Bs, Yi) Poy Ys- 
Die gesuchten Relationen folgen durch Bildung von 2, .f;, 2,.f;, 


as + fy: 


(3) 


3 8 
V5 + ¥; (2G, +B) +O > (a: 9; + Bipi4s) + >! Vi Pizs = 9, 
1 1 


VY, + ¥; (@M.+8G;) + Pe >! (asp: + Bigi4s) + Po > MP4s = 0, 








[Ys Ye + 7 (%p,+ Be) + Hs > (a9: + BiPi+s) + >; ViPi+s = 0. 


10* 
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Die erste dieser Relationen (4) liefert mit den 4 oben genannten die 
5 zur Definition der Normalcurve dienlichen Relationen. — 

Die Relationen (4) driicken sich in den Gréssen g,,..., 9; ein- 
facher aus, als in den Gréssen y,,...,¥;. Ich entwickle desshalb 
noch die einfachste Form, in die sich alle 5 Relationen, in den Gréssen 
P,,---+, PM, ausgedriickt, bringen lassen. 

Aus den Ausdriicken der g; durch die y; folgt zuniichst: 


7 


Ay, = * Ux Dx, 
1 
wo 

‘ - ’ 
u™=—=%—a%, & =b,—b,, u—b, — bd, 
u, = — Us — Ue, 

, , , , 

U,= a,b, —a,b,, uu, = a,b, — a, bs, 
Uz = A, UW, — Us, 


A = Uy, — O,%, 


und hieraus 
7 


u,Ay, = ~> Ux Px + Aa, (9,— 93) — A(o; —%) + AQ;, 


A(v,+¥;—4¥;) =>) ug: +Agq,. 


Durch Multiplication der ersten dieser beiden Beziehungen mit 9,, 
der zweiten mit gm, ergeben sich aber, wenn man beachtet, dass 


YeP1 = P3971) 


(d, +; —¥7) Po = Ps (MP, +92), 
die Relationen 


uU,AQ,9;, = . > Ux Dx + Aa, (~.— 93) — A(M; — Pe) 


(5) +Ag;}, 
AQ; (91+ 9) = G2\ >) te Ox + Ag,}- 


Weiter schreibt sich die erste Relation von (4) hier: 
7 
» 1 
(6) A o> Ux Px + Pz (4G, +B Q,) + “> (Gi + BiGi+s) 
1 
+ ~> ViPits = 0. 


Nimmt man noch die beiden Relationen 


(7) PiPs — P2Ps=9, Py Pu = PP = O 
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ie so hat man in (5), (6), (7) hier die 5 von einander unabhiingigen 
Relationen. Aus (7) folgt eine dritte, und mit Hiilfe von diesen aus 

1- den beiden Relationen (5) je eine, aus (6) zwei weitere von jenen 

b linear-unabhingige Relationen. — 

n Die Beziehungen (5), (6), (7) enthalten noch 19 Parameter; indess 


kann man einen derselben, wie schon oben gesagt, durch eine ein- 
fache Transformation wegschaffen. Setzt man: 


Py = Aro Pr SM Po = Nao U4 Ps = Isp 


1 
rn (Py — 491) = Lar Ps — MH P._— Ms, Pe — HP3 = Us» 


7 7 
1 
9 > Ux Pu = 7* Vx Nx» 
1 


1 


und 


wo dann auch die v, wegen des willkiirlichen a, von einander unab- 
hiingig werden, so werden die 5 quadratischen Relationen: 


Mts — A2%y = 9, 
tite — sts = 9, 


7 
hi (Son. +h—2— 1) + %3%1 = 9, 


1 


(8) ta (Siete + 1) — me utn) =, 
ha (> etx + oy, +B 1) + n>! Oi Yi 


3 
+ “>, Bini+s = 9, 
1 





. , / , , , , ’ 
mit den 18 Parametern v,,..., 07, @, B, a, ..., @, By, By, Bs 
als Moduln. 


Auf ganz analogem Wege lassen sich auch die quadratischen Re- 
i lationen fiir p= 8 ableiten, indem man von der ebenen Normalcurve 
der 8 Ordnung, mit zwei dreifachen und 7 zweifachen Punkten, 
ausgeht. Und ferner viele specielle Fille, in welchen die Relationen 
besondere Formen annehmen.*) Ohne auf diese Rechnungen jetzt 
weiter einzugehen, fiige ich noch eine allgemeine Bemerkung bei. Fir 
p =5 und p=6 waren die Relationen derart, dass alle bis auf die 





*) Einige solche finden sich in einer Note des jiingst friih verstorbenen 
L. Kraus, diese Annalen, Bd, XVI, p. 245. 
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letzte numerische waren, wiihrend die letzte vollstiindig willkiirliche 
Coefficienten hatte, die, nach Reduction durch die tibrigen Relationen, 
die Moduln vorstellten. Eine analoge Darstellung wiirde auch bei be- 
liebigem héherem p auf 3p — 3 Moduln fihren; denn eine allgemeine 


quadratische Relation zwischen p Grossen enthiit ; p(p+1)—1 
Coefficienten, von welchen, nach linearer Reduction der Relation durch 
die iibrigen > (p—2) (p—3) — 1 von ihr linear-unabhingigen nume- 


rischen quadratischen Relationen, noch 3p —3 Parameter iibrig blieben. 
Es entsteht die Frage, ob eine solche Darstellung der Relationen auch 


fiir p > 6 — welche also fiir p 7 durch lineare Transformation der 
obigen Relationen (8) folgen miisste — miglich ist ? 


Erlangen, Januar 1885, 
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Notiz 

tiber geodatische Linien auf den dreiaxigen Flachen zweiten 

Grades, welche sich durch elliptische Functionen darstellen 
lassen. 


Von 


A. vy. Braunmiiut in Miincher. 


Es ist bekannt, dass man im Falle der Involution zwischen den 
sechs Verzweigungspunkten eines hyperelliptischen Integrales erster 
Gattung (und zwar nur in diesem Falle) dasselbe durch eine Trans- 
formation zweiten Grades auf die Summe zweier elliptischer Integrale 
erster Gattung reduciren kann. Da nun die geodiitischen Linien auf 
den Flichen zweiten Grades, die sich bekanntlich im Allgemeinen 
durch hyperelliptische Integrale erster Gattung darstellen, von zwei 
Parametern abhiingen, so muss es unter ihnen ausser den bekannten, 
die durch die Kreispunkte gehen, immer noch andere geben, die sich 
durch elliptische Funetionen darstellen lassen, Diesen Gegenstand 
habe ich untersucht und bin zu nachstehenden Resultaten gekommen. 

1. Ist von zwei geoditischen Linien, welche die Durchschnitts- 
curve zweier confocalen Flichen zweiten Grades beriihren und beziig- 
lich auf der einen oder andern dieser Fliaichen verlaufen, die eine 
durch elliptische Functionen darstellbar, so ist es auch die andere; 
der Bogen der von ihnen beriihrten Kriimmungslinie kann durch 
elliptische Integrale ausgedriickt werden, 

Man kann die geoditischen Linien eines Ellipsoides oder zwei- 
schaligen Hyperboloides bekanntlich in zwei Arten trennen, je nach- 
dem sie eine Kriimmungslinie des einen oder anderen Systems beriihren, 
Nun lisst sich die Involutionsbedingung zwischen sechs Punkten auf 
fiinfzehn verschiedene Arten umschreiben, folglich entsprechen jeder 
der beiden Gattungen von geodiitischen Linieu fiinfzehn reducirbare 
Fille, von denen jedoch vermége der Grenzen, welchen der zu 
bestimmende Parameter unterworfen ist, nur vier ins Auge zu fassen 
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sind. Die genauere Untersuchung dieser Fille liefert daun folgendes 
Resultat : 

2. Auf jedem Ellipsoide oder zweischaligen Hyperboloide giebt 
es je nach dem Axenverhiltniss mindestens fiinf und héchstens sieben 
Schaaren geodiitischer Linien, deren Punkte sich auf die angefiihrte 
Art durch elliptische Functionen eines Parameters darstellen lassen. 
Zwei, beziiglich drei dieser Systeme gehdren zu den geodiitischen 
Linien der ersten Art, die andern zwei oder drei zu denen der zweiten 
Art; wahrend ein Fall je nach dem Axenverhiltniss der einen oder 
anderen Art zugezihlt werden muss. 

3. Setzt man ferner zwischen den Quadraten der Halbaxen des 
Ellipsoides, die der Grésse nach «, B, y sein mégen, die Bedingung 
B= ay 
voraus, so lassen sich geodiitische Linien, welche durch die Kreispunkte 
dieses Ellipsoides gehen, auf Kreisfunctionen und elliptische Integrale 
erster Gattung reduciren*), wihrend sie im allgemeinen Falle bekannt- 
lich auf elliptische Transcendenten dritter Gattung fiihren. Aehnliches 

gilt fiir das zweischalige Hyperboloid. 

Auf dem einschaligen Hyperboloide wird die Anzahl der Méglich- 
keiten eine gréssere, da hier noch eine dritte Art geoditischer Linien 
hinzutritt, die keine Kriimmungslinie berihren. 

4. Ks giebt auf jedem einschaligen Hyperboloide héchstens dreizehn 
und mindestens elf Schaaren geoditischer Linien, deren Punkte sich durch 
elliptische Functionen eines Parameters ausdriicken lassen; dabei sind 
im Allgemeinen die Erzeugenden der Fliche nicht mitgerechnet, nur 
wenn zwischen den Quadraten der Halbaxen des Hyperboloides die 


Bedingung 
ap = (a + B)y 

besteht, dann fallt eines dieser dreizehu Systeme mit den Erzeugenden 
zusammen. Drei dieser Schaaren gehéren zu den geodiitischen Linien 
der ersten Art, drei weitere zu denen der zweiten Art. Unter den 
geoditischen Linien der dritten Art, die wieder in zwei Gruppen zu 
theilen sind, befinden sich fiinf Schaaren, wihrend zwei weitere je 
nach dem Axenverhiiltniss der Fliche beziiglich zu den Linien erster 
oder dritter Art und zweiter oder dritter Art gehdren. 

Zwischen sechs Punkten 1, 2, 3, 4,5 kénnen bekanntlich gleich- 
zeitig mehrere Involutionen stattfinden, von denen folgende drei Gruppen 
auf unseren Fall Anwendung finden: 





*) Dieser Fali wurde von Herrn Cayley in den Memoirs of the Royal Astro- 
nomical Society Part. II, Vol. XXXIX behandelt, ohne dass er jedoch bemerkte, 
dass die Coordinaten der Punkte einer solchen geoditischen Linie sich direct 
durch elliptische Functionen ausdriicken lassen. 


























Geoditische Linien und elliptische Functionen, 





: (1) (14) (23) (66); (14) (25) (36), 
(2) (12) (45) (36); (14) (23) (56); (16) (25) (34), 
1 (3) (12) (45) (86); (16) (34) (25); (14) (23) (56); (14) (25) (86)*). 
e 5. Bestehen fiir irgend eine Flaiche die beiden Involutionen (1) 
‘ gleichzeitig, so vereinigen sich zwei Systeme einer und derselben Art 
n zu einem einzigen und zwischen den Axen einer solchen Fliche tritt 
eine Bedingungsgleichung auf. Bestehen die drei Involutionen (2) 
gleichzeitig, so vereinigen sich drei Schaaren derselben Art in eine; 
die Axen der Fliche sind dann durch zwei Bedingungen verbunden; 
s und endlich zieht das gleichzeitige Eintreten der vier Involutionen das 
Zusammenfallen der vier zur selben Art gehérigen Schaaren nach sich, 
wodurch das Axenverhiltniss der Fliche ein bestimmtes wird. Se fallen s 
. z. B. die vier Schaaren der ersten Art auf einem Ellipsoid in eine 
e * Schaar zusammen, wenn das Axenverhiiltniss /3 :/2:)1 ist. 
Miinchen, im Januar 1885. 
*) Vergl. Segre, Sur un cas particulier de la surface de Kummer, Berichte 
x der k. siichs. Ges. d. Wissenschaften, 1884. 
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Ueber die elliptische Curve fiinfter Ordnung des Raumes 
von vier Dimensionen. 


(Auszug aus einem Schreiben an Herrn F. Klein). 
Von 


Franz Meyer in Tiibingen. 


In ihrer neuesten Arbeit*) kommen Sie u. A. auf das Gleichungs- 
system zuriick, welches Hr. Bianchi (Bd, 17 dieser Annalen, p. 253) 
fiir die elliptische Normalcurve fiinfter Ordnung aufgestellt hat. Es 
scheint darum nicht uninteressant, dass ein allgemeineres Gleichungs- 
system dieser Art bei rein algebraischen Untersuchungen auftritt. 

Ich gehe aus von folgendem Satze, den ich in meiner Schrift 
»,Apolaritat etc.**)* (p. 277 ff.) zuerst aufgestellt und bewiesen habe, 
dass es im Allgemeinen immer ein einziges (eigentliches) Tetraeder giebt, 
das einer eigentlichen Fliiche F’, zweiter Ordnung (Classe) ein- (um-) und 
einer eigentlichen cubischen Raumcurve @, um- (ein-) beschrieben ist. 

Es kommt hier Alles auf die Gleichung dieses Tetraeders an. 

Die Raumcurve q, stelle ich in der bekannten kanonischen Form dar: 
(1) 95,—= 4, 9s, —=3Au’, os, —31?u, 9s, = 4% 
wo die s Punktcoordinaten sind. 

Der ganz beliebigen F’, dagegen gebe ich folgende symbolische Form: 


(2) Free Ay Sy HF Ay 8, Ay 8. A383, 4,8) 4,8, + 438, 4,8, 
- ;=— 


7 =) 
bo Sq +O, 8, +b,8, +553, b, 8) +b,8, +538, +045, 


i. e. 
(2) FY, = 897 poy +8,? Dio + 82° Pog +537 Psy 

+ 895; Poo +5, 8, P13 + S253 Po, 

+ S98, (Po3 —P12) +5; $3(Pig — Pog) + $083 (Pos — Piz) = 9, 
wo die p zehn beliebige Gréssen bedeuten. 


*) Zur Theorie der elliptischen Functionen n'** Stufe. Berichte der kénigl. 
siichsischen Gesellschaft der Wissenschaften vom 14. Nov. 1884. 

**) Tiibingen 1883. [Soeben ist in den mathematisch-naturwissenschaftlichen 
Abhandlungen, herausgegeben von Dr, Biklen, II. Heft, eine Arbeit von mir 
erschienen, die fiir den in Rede stehenden Satz einen elementaren Beweis ent- 
halt. Den 27. Juni 1885.] 
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(Gehen speciell die p,, tiber in die wirklichen Determinanten 

Py sag F so erhalte ich eine F,, deren Lage zur g, in meiner Schrift 
i VR! 

studirt ist). 

Dann ist die Gleichung des, F’, ein- und gy, umbeschriebenen 


Tetraeders (I. c. p. 277): 


(3) uP, — WAP, + we P, — was P, + AP, =0 
wo 
(4) P; = Pei Pam + Pim Pai + PenPim (Dik = — Pri) 


(i, k,l, m, n cyklisch = 0, 1, 2, 3, 4). 

Zu allem Weiteren ist die Discussion itiber das Verschwinden der P 
erforderlich. Das Verschwinden von nur einem P bietet nichts Cha- 
rakteristisches. Alle itibrigen Méglichkeiten sind in folgendem Schema 
zusammengefasst : 

Ta. P;=0, P,=0, P,=|=0, P,=|-0; P, =|=0; Pua=H8, Pim=|=0, Pin =|=0. 

Ib. Pi=0, P,=0, P,=|=0, Pm=|=9, P,=|-9; Prn=Pim=Pin=9, 
(5)} Ila. P; = 0, P, = 0, P, =0, P,,=|=0, P, =|=0; Pmra =, 

IIb. P= 0, Pp = 0, P= 0, PaO, Py ==03 pmn=|=9, 

Ill. P;=0, P,=0, P, = 0, P=, Pr=|=0; Pai = Pat —=Pat =Pamn=0. 

Das gemeinte Gleichungssystem, das mit dem Bianchi’schen die 
Haupteigenschaften gemein hat, fliesst aus dem Fall Il[b, sobald man 


statt der einen f',(2) eine ganze vierfache lineare Schaar solcher 
gegeben sein lasst, d. h. sobald die p;, die Form haben: 


Sed 
(6) Px = ae DIL, 
=0 


wo die x variable Parameter sind. 

Deutet man die x als (homogene) Coordinaten eines Punktes in einem 
Hiilfsraum von vier Dimensionen, so sage ich, dass die 5 ,,Flichen- 
rdume zweiter Ordnung“ 

(7) P; = 09 
eine Curve fiinfter Ordnung gemein haben (deren Gleichungen fiir specielle 
Werthe der p‘ in die Bianchi’schen Gleichungen iibergehen). 

Zum Beweise geniigt es, sich auf eine dreifach-lineare Schaar 

von F’,(2) d. i. auf die Formen: 


i=8 
(8) Dir => pda, 
ise0 


zu beschriinken, und zu zeigen, dass die fiinf, im Raume der x be- 
findlichen Flaichen zweiter Ordnung 
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(9) P; = 0 
fiinf Punkte gemein haben. 


Dies geht aus der obigen Tabelle sofort hervor, denn von den 
acht Schnittpunkten der drei Flichen: 


(10) P}=0, i =0, Rh =0 

liegen alle diejenigen auch auf den beiden letzten Flichen: 
(11) P,=0, P, =O, 

die nicht der Ebene 

(12) Pma = 0 


angehéren. Diese Ebene trifft die beiden ersten der drei Flichen (10) 
P;=0, P, =0 i. e. ihre Schnitteurve in vier Punkten, von denen 
aber nur drei auch der dritten Fliche P, = 0 angehéren, da der vierte 
bestimmt ist durch die Ebenen: 
(13) Pim = 9, Pin=9O, Pun=O0; Q. e. d. 
Etwaige Einwinde, wie z. B. dass die drei Fliaichen (10) eine ganze 
gerade Linie gemein haben kénnten, oder dass ihre acht Schnittpunkte 
theilweise coincidiren kénnten, werden leicht durch passende Speciali- 
sirungen widerlegt. 

Aus dem System (7) geht das Bianchi’sche hervor, sobald man die 


neunfache Schaar (2) von F, (die p;, als variabel gedacht) mittelst der 
Relationen: 


QPoy = Prsr FPi2 = P30. FP23 = Pars TP34 = Porr Wyo = Pi 

in eine vierfache Schaar tibergehen liisst. 

a ist dabei eine feste Constante; Bianchi schreibt statt der Buch- 
staben p, P resp. 2, g. — 

Interessant ist, dass genau dieselbe Zahl 5, die oben abgeleitet wurde, 
auch ein anderes modernes, schon vielfach behandeites, Problem lést. 

Lisst man niimlich das ,,F’,-Gebiisch“ (8) speciell in ein solches 
iibergehen, das auf der g, sechs feste Grundpunkte besitzt, so fliesst 
aus der obigen Discussion, mit Hiilfe der in meiner Schrift (1. c.) 
erérterten Eigenschaften der Determinantendarstellung (2) sofort das 
bekannte Resultat: 

»Es giebt finf, (invariantentheoretisch) verschiedene Involutionen 
vierter Ordnung mit gemeinsamer (gegebener) Functionaldeterminante.“ 

Die beiden Gleichungen fiinften Grades, die den beiden genannten 
Problemen zu Grunde liegen, sind also, abgesehen von der verschie- 
denen Wahl der Coefficienten, ihrer Natur nach die gleichen. 


Tiibingen, den 19. Januar 1885. 
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Ueber die Multiplication trigonometrischer Reihen. 
Von 


ALFRED PRINGSHEI™ in Miinchen. 


In einem friiheren Aufsatze: ,,Ueber die Multiplication bedingt 
convergenter Reihen“*) habe ich u. a. gezeigt, dass — wenn @,, a, 
positive mit wachsendem Index niemals zunehmende Grossen bedeuten — 


die Convergenz der Reihe >% a, eine hinreichende Bedingung bildet 
fiir die Anwendbarkeit der Cauchy’schen Multiplicationsregel auf die 


beiden nur als bedingt convergent vorausgesetzten Reihen > (-1a, 


>(- 1)’a,**). Im folgenden will ich nun mit Beniitzung der dort 


gefundenen Resultate den analogen Nachweis fiir zwei trigonometrische 
Reihen fiihren, deren Coefficienten Gréssen von der Beschaffenheit 
jener a,, a, mit durchweg gleichen oder alternirenden Vorzeichen sind. 
Seien also a,, a, zwei unendliche Folgen positiver, mit wachsen- 
? Pp ’ 
dem v niemals zunehmender Gréssen von der Beschaffenheit, dass 
? 


lim a, = lim a, =0 wird und > a, convergirt, wihrend >'a,, >* 
einzeln divergiren diirfen, Alsdann sind die beiden Reihen 


(1) f(a) = Sa, sin vz, f(a) = >? a; sin vx 
1 1 
im Intervalle — x < « << + a — und somit schliesslich ftir jedes end- 
liche reelle  — convergent (und zwar durchweg gleichmdssig — mit 
eventuellem Ausschluss der Stelle «= 0 bezw. « = + 2mz, in deren 
Umgebung die Summen f,(x), f,(x) sogar iiber alle Grenzen wachsen 
kénnen, ohne dass aber jene Reihen fiir irgend eine in noch so kleiner, 
angebbarer Entfernung von 0 bezw. + 2ma gelegene Stelle x divergent 
werden). Bildet man nun nach der Cauchy’schen Regel 


*) Math. Ann, Bd. XXI, 8. 327 ff, 
**) a. a. O. S. 363. 
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(2a) f(2) = >> dx Qy41—-, 8in xx sin (v-+1—x)x 
1 1 = 


oder auch mit Bentitzung der Formel 2sinasin b = cos (a — b)— cos (a+b) 


ee 
( > tains -n009(0-+ 1-22). eoprcos(e-+ 1}, 


1 


@b) fla) —} > 


wo zur Abkiirzung 
v 


(3) , a Ay Oy 1—x = Cy41 


1 


gesetzt ist, so hat man nach dem von Abel erweiterten Multiplications- 
Satze*) 

f(x) = f, (2) - fo() 
sofern die Reihe (2a) bezw. (2b) convergirt. Betrachtet man zuniichst 
die Stelle z—0O (bezw. + 2mz), so wird dort f(x) gerade so wie 


f, (x) und f,(x) gliedweise zu Null: es bleibt also nur die Convergenz 
der obigen Reihe nach Ausschluss von «=O (bezw. + 2m) zu 
erweisen. Fiir alle iibrigen Werthe von 2 ist nun aber der eine Be- 


standtheil der Reihe (26), nimlich > ots cos (v-++ 1) « durchweg con- 


vergent: denn die Gréssen c,,, sind offenbar identisch mit den Gliedern 
derjenigen Reihe, welche durch Anwendung der Multiplicationsregel 


auf die beiden Reihen aes >a, entstehen wiirde, und haben, wie 
ich friiher gezeigt habe,**) die Kigenschaft, dass lim c,—0O und 
> (cy — 4.) unbedingt convergent ist, sodass hiermit in der That 


die Richtigkeit der obigen Behauptung erwiesen ist, und die weitere 
Convergenzuntersuchung sich also lediglich noch auf die Reihe 


p (x) -> >» Ay Ay41—x COS (v-++-1—2x)x 
1 1 


zu erstrecken hat. Fasst man in den simmtlichen Gliedern dieser 
Reihe d. h. in den Aggregaten von der Form: 
a, a,cos(v— 1)a-+ a, a,_, cos(v—3)a + - +--+ a1,’ cos (v —3)x 
+ a,a,' cos (v— 1l)x 
je zwei zur Mitte symmetrisch liegende Summanden zusammen und 


setzt zur Abkiirzung 


(4) ‘cian a A, (xSa) 
a, Oy, = Ax, 


*) Crelle’s Journal Bd. I, 8. 316. — S. auch a, a, O. 8S. 330. 
**) a. a. O. S. 354, 355. 
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so geht dieselbe — wenn man noch die Glieder mit geradem und 
ungeradem v sondert — iiber in: 


: < Avis, ott + Ay »42c0s2%-+--+-+ Ai,o41 cos 2v x 
© «=> \. 
— + Ayiin42c0sa-+ Ay,,3c083a-+- --+ Aj 242 008(2y-1)x 


Um die Convergenz dieser Reihe zu beweisen, betrachte ich zuniichst 
diejenige Reihe (x), welche aus ihr hervorgeht, wenn man die Glieder 
nach den Cosinus steigender Multipla von 2 ordnet, also: 


. (6) O(a) = > {eos 200 >* Ae x4art 608 (2 + 1) 0 >* An etons 
0 1 1 


@ Laid \ 
t = 2 (> Ay, “i cos Vx. 


Diese Reihe ist aber convergent, weil ihre Coefficienten positive, mit 
1 wachsendem v niemals zunehmende und fiir v — oo verschwindende 
Groéssen sind. 

i Es ist namlich 


ao ao 
> Men = * ay as 
1 1 


nach Voraussetzung convergent, also endlich und bestimmt. Ausser- 


l dem folgt, da die Gréssen A,, gerade so wie die a,, a,, mit wachsen- 
t den Indices niemals zunehmen 
no ao ao 
/ >: Ay xtott < >: Ax, x+9 <2 * Oy Os 
1 1 1 
und 


lim >> Aeon = 0 
yan he 


(da die Glieder dieser unbedingt convergenten Reihe fiir v = oo siimmt- 
lich gegen Null convergiren). 

Lisst sich daher schliesslich zeigen, dass fiir 0 < |z| <a die 
Gleichung g(a) = (a) besteht, so ist damit die Convergenz der Reihe 
(5) volistindig bewiesen. Es mége nun die Summe der ersten n Doppel- 
glieder der Reihe (5) und (6) bezw. mit g(x), 9, (x) bezeichnet 
werden — (NB. Diese Zusammenfassung von je zwei consecutiven 
Gliedern thut offenbar der Allgemeinheit des Convergenzbeweises keinen 
Eintrag, da die betreffenden Glieder auch einzeln genommen schliess- 
lich gegen Null convergiren) — sodass also 
11* 
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rt si v1, e}1 + Av, »49c0s2x-+- +--+ Aj on41 0082 vx 
a(t) = 
’ Ayi1, 42008 2+ A, ,43 00834 -+-----+4*A; oy42 cos(2v-+ 1)x 


—1 n—v n—v 


=> {oo ten > Ay, x42v + cos(2v-+ 1) p>, A,, ans} 


®, (x) => '{oo2ve >) Ay x+2y + cos(2v+ Ney An,ns2nss} 
1 


und daher 
An = On (2) — Qn (2X) 
n—l1 


= > {cosy :> A, x420-+ cos(2 v L 1) «> Ay, x42e+1 


n—v-+1 n—wv+l1 


ae cos2va >: NS ® Ayin—v, x-tnty + cos (2 Vv + 1): L > Agia—s, rents 


> 


st wenn noch 


(7) >; heen = Cy,» 
1 


gesetzt wird: 

n—1 
(8) A, -> {c. -»,nte COS 2x + Cy_o.nto41 cos (2v-+ a} , 

0 
so kommt es jetzt lediglich noch darauf an zu zeigen, dass A, fiir 
hinlanglich grosse Werthe von n beliebig klein wird. Was nun zuniichst 
die hierher in Betracht kommenden Grossen C,,, betrifit, so geniigen 
dieselben offenbar Beziehungen von der Form 


<C 
(9) Cut, “ifS e a <C,,, ’ 
Ju+1,9 
und 
lim C,,, = 0 


sowohl fiir u = oo oder v = oo, wie auch fiir (u=oo, yoo). Man 
hat sodann 


An = Can + Canpi cos © + Cy_i.nyi1 008 2a + Cri nyo cos 32+ -- 
-+ + Cons Cos (2m—2) x + Cian cos (2n—1)% 


und daher durch Multiplication mit 2 sin * 


2 
_ © y ; ’ . 3% . . ba 32 
2sin > -A,=2C,,, sin ; + Cn, npt (sin = — sin =) re: ee (sin ze __ gin > “ 
7 = = x . (4n—5) # 
+ Cntynts (sin = mer 2) 4. *+C), on—1 (sin 428 )® __ sin @ >= *) 


- (4n—1)2 . nauaele 
+ Ci, 2n (sin — in 3)?) 





oder 
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oder anders geordnet 
2A,.sin = n,n Sin +(Cn,n — On, nts )sin = 
+ (Ch, oS ‘n—1, 24-1) sin 52 
+ (Ca-1,n41 — Cn—1,n-42) Sin 2 


+ (Cr-1,n42— C, 
+ 
+ (Cy, on—2 — Co,2 ieee 








an enh «J 


+ (C2, 2n—1— Ci, 2n—1) Sin 5 —— 
+ (Oxm-1—C,m ein S2#= 98 
+ Cie sin Mea he : 


Von den hier auftretenden Difterenzen der Gréssen C,,, ist die erste, 
dritte,... letzte positiv (event. auch Null), die zweite, vierte, ... vor- 
letzte — (event. auch Null). Mithin kann man setzen: 


nn (Can —Crntt ) — (Crngt — Cn—1,n41) 
+ (Cr-1,n41— Cri, “+a) — Wi 25 -1n+2— Cpe, a. 
+ i oe he ° ° . 
+ (Cr,2n—2 —Co2,2n—1 _ _ (Cs, —_ Os 2n—1 , 
+ (Gien—1 —Cizn ) + Cran 
<2(Can + Cn-1npi +--+ + Chon) 
— 2(Cn nti t Cr-1npe tes + Cron ) + 2Ci 20 


oder kiirzer geschrieben 


2| An sin ~ 





(10) A, sin ~ <> {C,—», n+ —_ Ca—o,nto4i} + C,, 2n* 


Nun ist nach Gl. (7): 


ao 
Ch ¥, n+ Co», not — > } {Aora—s, xnav — Ayin veep} 
1 
x 
= : 2 { Oxin—-yv (eno — Opinty+1) + Ontn—r (Ax+n+y as Gxintr4)} 
1 


x x 
< Any >. } (Qx4-n+»— Antn+r-+1) + Gn» > e (Gepnt»— Oyt-n-ri) 
1 1 


< An—v Onty + Ga~» An-+9 
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und somit 


v—1 n—1 
7 - {Cu—», ny — Cr ¥, nti} < 7 (Qn—>On49 + n+» An—y) 
0 0 


2n—1 


< > QyA2n—y + An Up 
1 


< Con + An, (G1. 3) 
sodass die Ungleichung (10) schliesslich iibergeht in: 


| A, sin = | < Con + Ci,2n + Ga Gy: 


Da aber jede der rechts stehenden Gréssen durch Wahl hinlinglich 
grosser Werthe von m beliebig klein wird, so folgt das nimliche — 
so lange x von 0 verschieden ist — fiir |A,| selbst d. h. die Reihe (5) 
mit der Summe g(x) convergirt fir 0 < |x| <a — und folglich fir 
alle endlichen reellen x mit Ausschluss von 2 = 0 bezw. = + 2ma — 
gegen den Werth (x). In der Nihe der Stelle z = 0 (beazw. + 2mz) 
wird sie offenbar im allgemeinen*) ungleichmiissig convergiren: in der 
That muss man auch, um A, hinlinglich klein zu machen, n grésser 
und grésser nehmen, je niher z an die Stelle 0 (bezw. + 2mz) 
heranriickt. 

Als Resultat der bisherigen Untersuchungen ergiebt sich: 

Die Reihen 


«z ios) 
t)= a, Sin Vx o(2) = a, sin vx 
f, @) » » fe(@) > > 
1 1 


wo die a,, a, positive, mit wachsendem v niemals zunehmende und fiir 
v = oo so verschwindende Gréssen bedeuten, dass > a, ay convergirt, 


lassen sich nach der Cauchy’schen Regel multipliciren, sodass also: 


(11) f, (@) - fo(@) = f(x) = >) D> ae a541-28in x sin (vy l1—x)xz 


= ; > (> Az sss -etos4+1—28)2) — Cy41 €08 (v-++-1 )x| 


1 
wenn 


y 


> Ax Ay+i —x = Cytt 


1 
gesetet wird. 





*) Nimlich allemal, wenn nicht mindestens eine der beiden Reihen x4,, 


da, convergirt — ein Fall der hier iiberhaupt nicht weiter in Betracht kommt, 
weil ja dann die betreffende Sinusreihe unbedingt convergirt. 








(be 


we 


eon fens tan Oh * be 


a: ie 
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Dabei stimmt f(x) mit eventuellem Ausschluss der Stelle x = 0 
(bezw. + 2ma) mit der Summe der geordneten Cosinusreihe 





ao 
: 1 1 1 
F(z) =5 Coo + = Co. cos % + ; (Co, 4-1 — Cr41) cos (v-+1) a 
1 
wo: 
0,0 = A* Ax, Ax, 


1 


Conia =>? (dxdeyegs + Garris) (GI. (7) u. (4). 
1 


Fiir die Stelle x=0O hat man f (0) =O (und ebenso allgemein fiir 
z=-+2mx), dagegen F(0) = lim f(0+80), also im allgemeinen von 
) Null verschieden, und zwar positiv endlich oder unendlich je nach der 


. Beschaffenheit von lim f (0+-0)=lim f, (0+-0)-lim f,(0+-0). (NB. Sind 
a also lim f,(0+-0), lim f,(0--0) endlich und von Null verschieden, so 
) besitzt f(v) an der Stelle x = 0 bezw. + 2mz eine endliche hebbare 
“i Unstetigkeit*). 

) Setzt man durchweg (~-+ 2) an Stelle von a, so folgt mit Beriick- 


sichtigung der Beziehung sin v(x-+2)—=(—1)’sin vx, dass die 
Multiplicationsregel auch giiltig bleibt, wenn an Stelle der durchweg 
positiv gedachten Gréssen a,, a, solche mit alternirenden Vorzeichen 
treten. (NB. An die Stelle der ausgezeichneten Werthe x = 0 bezw. 
+ 2ma treten hier natiirlich die Werthe «= -+ (2m-+1)z, wo m 
eine ganze Zahl incl. Nall bedeutet). 

Ferner kann man das Product zweier ahnlich gearteten Cosinus- 
reihen oder einer Sinus- und einer Cosinus-Reihe ganz analog behan- 
deln. Setzt man etwa 


9, (x) -> Gy COS VX, (x) -> dy COS V2, 
0 0 
so ergiebt sich offenbar 


o v 
(12), (%).p, (x) = » > Ay My» COS XX COS (V— %) x 
0 0 
ao 
= Aya, + ? (dyav + dy ay) cos vx 
1 


© v 
+ ad >; Ay dy41—x COS xx Cos (v-+1—x)x 
1 1 


*) S. den folgenden Aufsatz, Art. V. 
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= A), + (a) a, + a, a,) cos x 
an 
1 , , 2 
ry > {2a 0 + 2a Gy41 + C41) cos (v-+1)% 
1 


+ D* Ay G41- 2 COS (+1—22)2} 
1 


und 


(13) ()-fA(#) -» > Ay Gy—» COS XX Sin (v— x) x 
0 1 


oo 


= Gy a4 a, sin vx 


1 


2) v 
+ >; >: Ay Gy41—x COS xH sin (v-+1—x)x 
1 1 
= a, a, sin x + + > {ea Qy41 + C41) sin (v-+1)x 
1 


+ D* dx Qy41—28in (vy + 1 — 2x)2 ' 
1 


da die Convergenz dieser Reihen aus dem bisher gesagten ohne weiteres 
ersichtlich ist. Auch lisst sich wiederum das erste dieser Producte 
durch blosse Umordnung der Glieder in eine gewodhnliche Cosinusreihe, 
das zweite in eine Sinusreihe umformen (wobei aber analog wie friiher 
gewisse Stellen auszuschliessen sind). 

Aus den Gleichungen (11), (12), (13) zusammengenommen ergiebt 
sich dann aber — wenn b,, b, Gréssen von ahnlicher Beschaffenheit 
wie a,, a, bedeuten — unmittelbar die Anwendbarkeit der Multipli- 


cationsregel auf zwei zusammengesetzte trigonometrische Reihen von 
der Form 


ao 
ay + a4 (a, cos va + b, sin v2), 
1 


se 
a, + (a, cos vx + b, sin vx) 
1 


und zwar lisst sich auch hier wieder die resultirende Productreihe 
nach Ausschluss gewisser Stellen w in eine nach steigenden Vielfachen 
von xz geordnete Sinus-Cosinus-Reihe umformen. 

Dieses Resultat lisst sich schliesslich noch folgendermassen ver- 
allgemeinern. Zunichst kann man statt x durchweg setzen px, wo p 








eine 
weit 


die 


so 
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eine positive ganze Zahl bezeichnen mag. Bedeutet sodann q eine 
weitere positive ganze Zahl, so hat man: 


a, + >? {a, cos (pv-+-g)x + b, sin (py-+g)2} 


= a, + cos gu >a, cos pvx + b, sin pyx} 


+ sin qu >!{b, cos pyx — dy sin pyx} 


u. s. f. — sodass sich also das Multiplicationsresultat fiir zwei Reihen 
dieser Art aus den bisher gewonnenen Resultaten zusammensetzen lisst. 
Schreibt man endlich noch z+ @ statt x (wo «@ beliebig reell), 

so erhalt man den folgenden Multiplicationssatz: 
Bedeuten a,, a,, b,, b, Gréssen mit durchweg gleichem oder 
durchweg alternirendem Vorzeichen, welche mit wachsendem v 
niemals zunehmen und fiir v = oo so verschwinden, dass die 


Reihen > ea, abi, > bear, >t b,, unbedingt conver- 


giren, so ldsst sich das Product der beiden Reihen 


dy + >? {ay cos (pytq) (e-+u) + b, sin (py+q) (e +a}, 


ao +>? {ai cos (put-q) (+a) + by sin (py+q) («-+e} 


durch eine einfach unendliche Reihe darstellen, deren Glieder 
nach der Cauchy’schen Regel zu bilden sind, und die sich 
auch — nach Ausschluss gewisser Stellen x — in eine gewohn- 
liche (d. h. nach steigenden Multiplen von (a+) geordnete) 
trigonometrische Reihe umformen lasst. 


Ich méchte bei dieser Gelegenheit eine Ungenauigkeit berichtigen, 
welche mir in dem oben citirten Aufsatze ,,Ueber die Multiplication 
bedingt convergenter Reihen“ nachtriiglich aufgefallen ist. Es soll da 
an einer Stelle*) gezeigt werden, dass das Verschwinden von 


lim an >? b, und lim bn >? Ox (m= 00) 
1 1 


*) a. a. O. S. 360ff Uebrigens findet sich da auch auf 8. 362 ein sinn- 
stérender Druckfehler: es muss im Nenner des dort mehrfach vorkommenden 





Gent 
Ausdruckes ar 





stets a, statt a,,, heissen. 
2n 
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welche als hinreichende Bedingung fiir das Verschwinden von 


. 
n 


lim ¢, = lim = a, b,x 
0 
erkannt worden, auch eine nothwendige Bedingung hierftr darstellt. 
Die Richtigkeit dieser letzteren Behauptung ergiebi sich aber ganz 
ohne weiteres, wenn man beachtet, dass die a,, b, der Voraussetzung 


gemisss positive, mit wachsendem Index niemals zunehmende Gréssen 
bedeuten und dass daher 


n 
> An > “4 by, 
, 0 
Cn 
> Oy A>* ax, 
v0 
wihrend der an der betreffenden Stelle gefiihrte Beweis — abgesehen 
von seiner ganz iiberfliissigen Weitliufigkeit — auf der im allgemeinen 


a é 
: “4: 1 
gar nicht zutreffenden Supposition beruht, dass, wenn - wt -=] — = 
n 


a 
° ° 1 . = o . 
gesetzt wird und lim —“t? — 1 ist, «, fiir » co einen bestimmten 
5 a ? 
n 


Grenzwerth besitzt. — 


Miinchen October 1883. 























Ueber analytische Ausdriicke mit hebbaren Unstetigkeiten. 
Von 


ALFRED PrinesHem in Miinchen. 


I. Definition und erste Beispiele. 


Wenn eine Function f(#) der reellen Variablen x so beschaffen 
ist, dass die Functionswerthe auf beiden Seiten einer gewissen Stelle 
z =a beliebig wenig von einander differiren, sobald nur 2 hinling- 
lich der Stelle a genahert wird, wahrend f(a) selbst einen Werth 
besitzt, der von jenen Nachbarwerthen um ein Endliches oder Un- 
endlichgrosses abweicht, so sagt man, f(z) erleide an der . Stelle 
x=a eine hebbare Unstetigkeit (sofern ja durch Abinderung des 
Functionswerthes fiir diese einzelne Stelle die betreffende Unstetigkeit 
» gehoben“ werden kann). Priciser ausgedriickt muss sich also in 
einem solchen Falle bei beliebig klein vorgegebenem 6 eine Grésse @ 
so fixiren lassen, dass fiir 


0<d,<6, O0<d,<d 
\f(a+9,) — F(@+e,)| <6 


feta) — FOL 4 
\f(a—9o,) — f(@)| 
bleibt, wo A eine positive endliche Grésse bedeutet. 

Diese Definition lasst sich offenbar mutatis mutandis auch sofort 
auf Functionen einer complexen Variablen iibertragen, wobei dann 
naturgemiiss derartige hebbare Unstetigkeiten nicht bloss in einzelnen 
Punkten sondern auch lings ganzer Linien gedacht werden kénnen. 

Riemann, der wohl zuerst auf die Méglichkeit derartiger Discon- 
tinuitéten aufmerksam gemacht haben diirfte*), hat meines Wissens 
kein Beispiel eines analytischen Ausdruckes mit der gedachten Kigen- 
schaft angegeben. Dass aber wirklich im Sinne der ilteren Mathematiker 


die Differenz 


wird, wahrend 


*) Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie der Functionen einer verinder- 
lichen complexen Grésse: § 10 am Ende. (Ges. Werke, 8. 21). 
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analytische d. h. durch arithmetische Operationszeichen darstellbare 
Functionen dieser Gattung existiren, hat Herr Seidel dargethan, indem 
er den folgenden Ausdruck construirte :*) 


. . n 

(1) P = lim =. => at Fe rey (m= oo), 

welcher bei reeller Variabilitat des x lediglich fiir « —-- 1 den Werth 
1 annimmt, sonst aber durchweg verschwindet, also in der That an 
den beiden Stellen x—-++-1 eine hebbare Unstetigkeit erleidet — 
wihrend bei complex verinderlichem x die naimliche Art von Discon- 
tinuitét allgemein fiir |7|— 1, also lings der ganzen Peripherie des 
Einheitskreises auftritt. 

Ein noch einfacheres Beispiel liefert auch derjenige Ausdruck, 
von welchem Herr Du Bois-Reymond zur Erliuterung der unendlich 
verzogerten Reihenconvergenz ausging,**) nimlich: 

(2) S=lim S,=lm- 7p (n =00) 
welcher fiir alle reellen und complexen x mit Ausschluss von « = 0 
den Werth 1, dagegen fiir  — 0 den Werth 0 hat. 

Von ahnlicher Natur sind ferner die folgenden beiden von mir bei 
anderer Gelegenheit***) aufgestellten Ausdriicke 


, mn na” 
mer a+ n nao" +1 
(1) is ; (n— 00), 
lim | +n n + na" +1 


welche lings des Kinheitskreises den Werth 2, sonst durchweg den 
Werth 1 annehmen.*) 





*) Crelle’s Journal, Bd. 73, S. 304. 
**) Neue Lehrsiitze iiber die Summen unendlicher Reihen“*‘ — Antritts- 
Programm etc. 8. 25. — Die Reihenform fiir den obigen Grenzwerth, nimlich 


S= > re 1 + vc <f ee ee ae es en ee 


ist fiir den hier vorliegenden Zweck nicht brauchbar, weil bei Anniiherung des 
«w an den Nullpunkt von der negativen Seite her, die Reihe gerade in unmittel- 
barer Nihe der Unstetigkeitsstelle 2 = 0 in Folge des Auftretens unendlich grosser 
Glieder unendlich oft unbrauchbar wird, 
***) Math. Ann. Bd. XXII, S, 115. 
+) Bei Beschriinkung der Variablen x auf das reelle Gebiet wiiren etwa 
noch als besonders einfache Ausdriicke der betrachteten Art zu nennen: 





: n 
lim (cos x)", lim(sin 2)", lim ( = =. ) ‘ 











jPod ao FS 


_ 
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Schliesslich wire hier noch, wenn man die oben gegebene 
Definition der hebbaren Unstetigkeit dahin erweitert, dass an den 
betreffenden Unstetigkeitsstellen a der Ausdruck f(a) eventuell auch 
unbestimmt werden darf, das Quadrat der von Herrn Weierstrass mit- 
getheilten Tannery’schen Function, nimlich 

lim (2+#)' *) 

1 — a” 

anzufiihren, ein Ausdruck, welcher im allgemeinen den Werth 1 repri- 
sentirt, lings des Einheitskreises unbestimmt wird. 

Allen diesen Ausdriicken sind zweierlei charakteristische Merkmale 
gemeinsam, durch welche sie sich von den in der Analysis zumeist 
vorkommenden Functionalausdriicken unterscheiden, naimlich: 

1) Sie besitzen mit Ausnahme der Unstetigkeitsstellen durchweg 
constante Werthe. 

2) Sie haben die Form von expliciten Grenzwerthen, welche 
ausser von der Variablen x von einem ins Unendliche wachsen- 
den Parameter » abhingen. 

Nun kénnte man freilich ad 1) durch multiplicative oder additive 
Verbindung dieser Ausdriicke mit einer beliebig verinderlichen, an 
der betreffenden Stelle stetigen Function g(x) jene hebbare Unstetig- 
keit auch ohne weiteres auf irgendwie verianderliche Funetionen tber- 
tragen: immerhin wiirde aber bei derartigen Combinationen — wie 
P. y(x), p(x) + 8S — die hebbare Unstetigkeit nicht als ein wesent- 
liches und untrennbares Ingrediens des verinderlichen Bestandtheiles 
der Function, sondern als eine rein fiusserlich damit verbundene Zuthat 
erscheinen. 

Ad 2) wire zu bemerken, dass man jeden der obigen Grenzwerthe 
auch in die analytisch iiblichere Form einer convergirenden unendlichen 
Reihe umsetzen kénnte, wie man ja jeden beliebigen Grenzwerth 
G = lim G, folgendermassen umformen kann: 


G = Gy +> (Goss — Gr) 


(worauf auch Herr Seidel a. a. O. ausdriicklich aufmerksam macht): 
indessen wiirde eine Reihe dieser Form immer nur einen sehr speciellen 
Reihentypus reprisentiren, niimlich denjenigen, welcher durch die 
Existenz einer rationalen Summatrix charakterisirt ist, wobei also die 
Summe der ersten  Glieder als rationale Function von » darstellbar ist. **) 


*) Monatsberichte der Berliner Akademie 1881. S. 218. ; 
**) Dass die betreffenden Reihen fiir den Fall einer complexen Variablen 
aw — gerade so wie die Reihe fiir den Ausdruck (2) oben fiir negative « — in 
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Nach alledem miissen die obigen Ausdriicke den Kindruck ganz 
specieller ad hoc construirter Beispiele machen, “welche die Méglich- 
keit hebbarer Discontinuititen allenfalls wie ein ganz exceptionelles 
analytisches Curiosum erscheinen lassen, schwerlich aber die Ver- 
muthung erwecken, dass das Auftreten der gedachten Erscheinung ein 
iiberaus hiufiges ist, und dass unzihlige — um mit Jacobi zu reden — 
» verniinftige*‘ Functionen solche Unstetigkeiten besitzen. Dass das 
letztere nun wirklich der Fall ist, soll die folgende Betrachtung Jehren: 
es wird sich dabei zeigen, dass in der Theorie der Functionen einer 
reellen Variablen — und von solchen soll im folgenden durchweg 
nur die Rede sein — die hebbaren Unstetigkeiten ganz und garnichts 
ungewohnliches sind, dass sie beispielsweise noch weit hiufiger auf- 
treten, als die sprungweisen Veriinderungen, welche seit der Ent- 
deckung der Fourier’schen Reihen Jedermann geliufig geworden sind. 
Die ungleichmiasige Convergenz, welche die Ursache jener sprung- 
weisen Aenderungen bildet, erzeugt nimlich noch viel dfter hebbare 
Unstetigkeiten: insbesondere wird sich ergeben, dass jede bedingt con- 
vergirende Reihe die Bildung von unendlich vielen Functionen mit der 
verlangten Eigenschaft erméglicht. 


II. Unbedingt convergirende Reihen mit einer Stelle bedingter 
Convergenz. 


Es werde mit (x), g,(x),... eine unendliche Folge von Func- 
tionen der reellen Variablen x bezeichnet, welche innerhalb eines ge- 
wissen Intervalles x, << « < 2, stetig sind. Ist sodann die Reihe 


S(z) => 9, (2) 
= 
fiir dieses Intervall im allgemeinen unbedingt, nur fiir eine gewisse 
Stelle a desselben bedingt, aber gleichméssig convergent, so stellt die 
Summe S(z) eine fiir das ganze Intervall , insbesondere auch fiir s=a 
stetige Function von x dar. Werden jetzt die Glieder der obigen 
Reihe irgendwie umgestellt, so wird bei geeigneter Wahl der neuen 
Anordnung an der Stelle a, wo die Reihe nur bedingt convergirt, jede 
beliebige Summe hervorgebracht werden kénnen , wihrend fiir das ganze 
iibrige Intervall — auch in der beiderseitigen unmittelbaren Nachbar- 
schaft der Stelle a — die Summe der Reihe in keiner Weise alterirt 
wird. Es wird somit die Summe der gehérig umgeordneten Reihe eine 


die eeniiadionn Nahe der Unstetigkeitsstelle bezw. Unstetigkeitslinie unendlich 


oft versagen, habe ich bereits friiher gelegentlich der Betrachtung der Ausdriicke 
(3) betont: a. a. O. S, 116. 
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Function darstellen, welche an der Stelle a eine hebbare Unstetigkeit 
von beliebig vorzuschreibender Grésse besitzt. 
Von diesem allgemeinen Principe mache ich nun die folgende 


Anwendung. Es sei >? c, eine bedingt convergirende Reihe, f(a) eine 
0 
von der reellen Verinderlichen x abhangige Function (die iibrigens 
auch complexe Werthe annehmen darf). Ferner besitze der absolute 
Betrag von f(z) an irgend einer Stelle «=a, an welcher f(x) als 
stetig vorausgesetzt wird, ein Maximum, sodass also innerhalb eines 
f(a) | 
| f(a) 
durchweg < 1, nur fiir z—a gerade —1 wird. Alsdann ist die Reihe 


ste) — Dhl 


fiir das Intervall x)... 2, unbedingt convergent mit einziger Ausnahme 


gewissen die Stelle a enthaltenden Intervalles « = x, bis 7 = 2, 


der Stelle x =a, wo sie in > c, tbergeht und also der Voraussetzung 


gemiiss nur bedingt convergirt. Es stellt somit S(x) als Summe einer 
convergenten Potenzreihe in f(#) innerhalb jenes Intervalles — und 
zwar nach dem Abel-Dirichlet’schen Stetigkeitssatze einschliesslich der 
Stelle =a — eine stetige Function von f(x) und folglich, soweit 
/(a) selbst stetig, eine solche von x dar: letzteres gilt also insbesondere 
fiir die Stelle xa. Hingegen wird wiederum die gehérig umgeord- 


nete Reihe, deren Summe mit S (a) bezeichnet werden mége; an der 
Stelle @ einen von S(a) -»> cy um eine beliebig vorzuschreibende 
Grésse abweichende Werthe annehmen, wihrend im ganzen tbrigen 
Intervalle S(x) mit S(«) véllig tibereinstimmt: die Function S\(x) be- 
sitzt also fiir «=a eine hebbare Unstetigkeit. 

So convergirt z. B. die folgende Reihe 

Cy + ¢, cos? x + ¢, . costa +--+ + Cc, cos**x+--- 

fiir alle endlichen reellen 2 mit Ausschluss derjenigen. von. der Form 
x =-+ ma (wo m eine ganze positive Zahl einschliesslich der Null 
bedeatet) unbedingt, fiir « = xx jedoch nur bedingt, sofern die Reihe 

c, wiederum als bedingt convergent vorausgesetzt wird: ihre Summe 
erleidet mithin bei geeigneter Umordnung der Glieder an allen Stellen 
x == x2 die nimliche hebbare Unstetigkeit. Nimmt man etwa speciell 
c, = (— 1)" ; , Cy = 90, so hat man bekanntlich 


cos? # cos! & cos® « 


Bp ee Sy et a Ie ree eres = lg (1 + cos?z) 
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und diese Reihe ist convergent und stetig fiir alle endlichen reellen z, 
auch diejenigen von der Form 2 = + mz, wo 


cos (++ mz) = cos ma = (— 1)™ 
und 
S(+mz) => — +4 i—---—lg2 


wird. Ordnet man hingegen die obige Reihe beispielsweise so um, 
dass auf je zwei positive Glieder je ein negatives folgt, also folgender- 
massen: 

cos** +?» 4 colt a cost? t4 


oO) Gs > ofl + aes an p2 





so erscheint an allen Stellen « = -+- ma die Summe 


1 1 
4v-+3 az 


lg 2 


— 


y 
= 


S(+ mz) -»> re > + 
0 > 


und es erhalt somit S (x) dort plétzlich das Increment - lg 2 


g 2. 
Aehnliches gilt — wenn > c, wieder als nur bedingt convergent 
vorausgesetzt wird — von den Reihen: 
@ . 
> ae ; > o( sin © y 
0 } (1 -+-2*)” _ & : 


deren Summen in dieser Anordnung fiir alle reellen x endlich und 
stetig sind, hingegen bei geeigneter Umordnung an der Stelle 2—0 
unstetig werden*), wihrend bei der folgenden Reihe: 


S) o—2 rm 
>* (? Pp ) ’ 
0 
wo p eine positive Grésse bedeutet, das Convergenz-Intervall die 
Grenzen + /2p besitzt und der Werth x = 0 wiederum als kritische 
Stelle der gedachten Art erscheint. — 

Die vorstehende Betrachtung lisst sich u. a. beniitzen, um eine 
eigenthiimliche analytische Darstellung fiir solche Functionen zu erhalten, 


welche mit einer gegebenen Function /(x) durchweg iibereinstimmen, 
jedoch an einer beliebig vorzuschreibenden Stelle « = a@ eine hebbare 
*) Hierbei mag, um fiir «=0 jede Unbestimmtheit zu vermeiden, unter 

ee die Reihe 
x a‘ 
~ ern 


verstanden werden. 
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Unstetigkeit besitzen. Hierzu ist offenbar mit Beniitzung des bisher 
gesagten nur zweierlei néthig, nimlich: 1) aus der gegebenen Func- 
tion f(~) eine andere (fx) zu bilden, deren absoluter Betrag als ab- 
solutes Maximum den Werth 1 und diesen nur an der einen Stelle 


x =a erreicht; 2) die Coefficienten c, der Reihe S(z) = >)" (fx) 


so zu wahlen, dass die letztere eine Summe von der Form F' (fx) 
besitzt, aus der sich f(z) eindeutig als Function von S(x) darstellen 
lisst. Ergiebt sich dann etwa aus der Gleichung 


S(a) =D) c* (ft) = F(fa) 


die Beziehung 
f(a) = ¥(S2) = v{ S'oo"(fa), 


so ist offenbar ~(S(x)) ein Ausdruck, welcher bei geeigneter Umord- 
nung der Reihe S(a) an der Stelle x =a hebbar unstetig wird, im 
iibrigen aber durchweg mit f(x) iibereinstimmt. 

Aus der unbegrenzten Anzahl von Méglichkeiten, welche sich fiir 
die wirkliche Ausfiihrung dieser Methode darbieten, mége wegen ihrer 
relativen Kinfachheit die folgende hervorgehoben werden, bei welcher 
der resultirende Endausdruck mit einer beliebig vorgelegten ,eellen 
Function f(x) zusammenfillt, jedoch an einer einzelnen vorgeschrie- 
benen Stelle «=a einen rein imaginaren Unstetigkeitszuwachs von 
ebenfalls beliebig vorzuschreibender Grosse erhilt. 

Sei also f(x) eine Function, welche tiberhaupt nur reelle Werthe 
annimmt oder doch uur fiir ein gewisses Intervall in Betracht kommt, 
wo dies der Fall ist. An der Stelle a, wo schliesslich die hebbare 
Unstetigkeit zum Vorschein kommen soll, wird f(z) als stetig voraus- 
gesetzt. Nimmt dann f(%) den Werth f(a) tiberhaupt bezw. in dem 
betrachteten Intervalle nur eimmal — niamlich fir 7 —a — an, so 
wird offenbar die Differenz f(x) — f(a) nur fir x =a verschwinden, 
und daher der absolute Betrag von 1 + 7 {f(«) — f(a)} nimlich 


V1 + {f(@) —f@y} 
abgesehen von der Stelle z = a stets > 1, an der Stelle  — a gerade 


=1 sein, und folglich wird der reciproke Werth von 1+7 {f(x)— f(a)} 


den Bedingungen des oben mit ®(f/x) bezeichneten Ausdruckes geniigen. 
Nimmt dagegen f(x) den Werth f(a) auch noch fiir andere Werthe 
von £ an, so wird offenbar ein Ausdruck der folgenden Form 


1+ (w7—a? + 7% {f(x) — f(a} 


einen absoluten Betrag, namlich 


Vit @—ayt+ f@—f@yp 


Mathematische Annalen, XXVI. 
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besitzen, welcher nur fiir «=a den Werth l«annimmt, sonst aber 
stets > 1 bleibt. 
Man umfasst offenbar beide Fille, wenn man setzt 


F 1 eae ae lah a 
©) 1+ e(@—a)*+i {f(«) — f(a)} i i 9 (*), 
sofern unter « der Werth 0 oder 1 verstanden wird, je nachdem /f(z) 


den Werth f(a) nur eimmal oder Sfter annimmt: man hat alsdann 
(a) = 1, fiir jedes von a verschiedene x hingegen |p(x)| < 1. 


Als einfachste Repriisentanten fiir die Reihe b 4 Cy gy” (x) bieten 


sich sodann die binomische Reihe fiir einen negativen icht gebrochenen 

Exponenten und die logarithmische Reihe dar, welche beide fir |p (a) | < 1 

unbedingt, fiir p(a) = + 1 noch bedingt convergiren. Es ergiebt sich: 
1 


(6) {1 + y(x)} et * p(x) + FY te gy (x) 


m.2m 


a an ‘teats abe g (2) +-- 


m.2m.3m_ 





== S(x) (wo m eine ganze Zahl > 1 bedeutet) 


eine Reihe, welche an der einen Stelle x—a, wegen g(a) = 1 in 
die bedingt convergente Reihe 


Sym 1— 24 20+ _10+e04e) LL /t 


m m.2m m.2m.3m 





iibergeht, fiir alle anderen reellen 2 aber wnbedingt convergirt. List 
man die obige Gleichung nach a auf, so folgt 








— S™(a) 
(x) = 7 
also 
oe i ts@—aPti {f(z)— f(@)}=— ™ (on) ~ I, 
woraus schliesslich : 
(7) f(2) = f(a) + ife(@—a)?+24 ee ed 


Diese Darstellung von f(x) ist giiltig fiir alle reellen x, einschliesslich 
x =a, solange die Reihe S(x) in der urspriinglichen Anordnung ge- 
nommen wird. 

Bezeichnet man jetzt aber mit S(x) wiederum irgend eine Um- 
ordnung der Reihe S(z) und setzt analog mit Gl. ig’ 


(8) Fe)— fa) +6 {e(@—ay +24 -} 
s” (a) — 
so hat man — abgesehen von der Stelle z = a — durchweg /[(x) =/(z), 
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wihrend — bei geeigneter Wahl der Umordnung S(x) — die Function 
f(a) fir «=a um eine beliebig vorzuschreibende rein imaginiire Grosse 
von f(a) abweichen wird. Soll dieser Zuwachs etwa die beliebig ge- 
gebene Grosse Ai besitzen, sodass also 


f(a) = f(a) + rt 


wird, so hat man nur zu beachten, dass aus Gl. (8) folgt: 


Fa)— ra) +if2 + on -} 


S™(a)—1 
und daher 


(9) isdn nie ie 


dessen 4 an keinerlei Grenzen ibaa. a man ja der Reihe S(a) 
durch geeignete Umordnung jeden reellen Zuwachs geben kann. Bei 


geradzahligen Werthen von m hingegen miissen, damit fo reell 


wird, i— wesentlich positiv sein, sodass in diesem Falle Werthe 


von 4, die innerhalb der Grenzen + 1 und + 2 liegen, unzulassig 
wiiren: fiir jede Wahl von A, welche dieser Kinschrinkung Rechnung 
trigt, ergeben sich dann immer zwei reelle Werthe fiir jene Wurzel- 
grésse*), also auch fiir S(a), d. h. es giebt dann stets zwei Umord- 
nungen der Reihe S(x), welche das Verlangte leisten. 

Will man die besondere Art der Gliederanordnung, welche S(a) 
so, wie es Gl. (9) erheischt, in S(a) tiberfiihrt, wirklich angeben, so 
kann man sich hierzu des Resultates bedienen, welches ich in einem 
friheren Aufsatze: ,,Ueber die Werthveriinderungen bedingt conver- 
genter Reihen und Producte‘‘ — abgeleitet habe. Es wird da unter 
anderem gezeigt**), dass die hier mit S(a) bezeichnete Reihe die 


Werthveriinderung 
ieaoglneie (A eine beliebig vorgeschriebene 


m—1 


e* r(—) positive oder negative Zahl) 





m/z 
*) Unter V+ kann natiirlich stets nur der positive Werth verstanden 


werden (als Summe der Reihe S(a), welche ja wesentlich positiv ist). 


**) Math. Ann. Bd. XXII, 8S. 476 (wobei & hier durch a durch A 
ersetzt ist). 


12* 
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erleidet, wenn man  negativen Gliedern (n + h) positive zuordnet, 
wo h durch die infinitire Gleichung bestimmt ist: 


m—1 


hoon” .A. 
Damit nun im vorliegenden Falle diese Werthverinderung 


1 
ioe 1 7 
A _§& = S/i_¢o = 21 iy | 
Seo, eee Fe i—2 ly 
2™ r( ) 
m 


wird, hat man offenbar nur zu setzen 


1 
m—2 —— 
Qo m 1 21—2 ‘a 
A=? r(2){( ~—*) - i} 
und daher schliesslich 
m—2 m—t1 + 
(10) how2"n™ r(1){(24=2) a, 
wo h den (positiven oder negativen) Ueberschuss von positiven Gliedern 
bedeutet, der auf » negative trifft. — 


Nimmt man statt der binomischen Reihe die logarithmische, so 
ergiebt sich zuniichst 


(11) ig (1+ 9(2)) = >(- pt &@ — sca) 


wo jetzt die fiir « =a resultirende Reihe 


lg (1+ (a) =lg2— >*(-—1)- . oo S(a), 
v 
1 


wiederum nur bedingt convergirt, wihrend sonst durchweg unbedingte 
Convergenz stattfindet. Hier wird nun 


p(x) = eS) — 1 
und daher 


(12) f(z) = f(a) + ife@—ay' +1 — 53}. 


Bezeichnet man analog wie oben die umgeordnete Reihe mit S(x) 
und setzt 


(13) Fe) — fe) + i{e@—ay + pee 


&@ _ 


so muss, damit f(z) an der Stelle sa gegen f(x) den Zuwachs Ai 
erleidet, 
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(=F) +if1 — -! fm fla) +48 


&@)_1 
also 
1 


A= 1 — —— 
Fl _ 4 
werden, woraus 
ja. 4-2 
dismal > i 
sich ergiebt: hieraus folgt zuniichst — da eS“ wesentlich positiv ist — 
dass Werthe von 4, welche innerhalb der Grenzen +1 und + 2 
liegen, hier wieder auszuschliessen sind. Ist diese Bedingung aber 
erfiillt, so hat man 


6 


ar que > 
(14) S(a) =lg —. S(a)+ fig -—- lg 2 
1 eee 
om S(a)+ Fe (G3 , 
Da nun bekanntlich die hier mit S(a@) bezeichnete harmonische Reihe 


den Zuwachs ; lg p erhilt, wenn man » negativen Gliedern E( pn) 


positive zuordnet, so kommt die gesuchte Anordnung S(a) offenbar 


dann zu Stande, wenn auf n negative Glieder E {( BAY n} positive 


kommen. Ist z. B. A eine rationale Zahl, etwa 4 =s wo p und q 
int SO 
21-2 2q — 2p 
man also die betreffende Anordnung, wenn man auf je (g — 2p)? 
positive Glieder (2qg — 2p)* negative folgen lasst. — 

Schliesslich mége hier noch bemerkt werden, dass bei diesem 
ganzen Verfahren die durch eine gewisse Umordnung von S(z) resul- 


tirende Werthverinderung von f(z) immer nur von der Wahl der 
Coefficienten der Reihe S(a) = > .y’(%), mit anderen Worten von 
der Beschaffenheit der nur aus constanten Gliedern bestehenden Reihe 
S(a) =>, nicht aber von f(x) abhingt, dergestalt dass fiir eine 


bestimmte Umordnung S(a) der Ausdruck f(z) an der Stelle xa 
immer dieselbe Unstetigkeit erleidet, was auch f(7) bedeuten midge. 


ganze Zahlen bedeuten, sodass also wird, so erzielt 


III. Reihen, welche an verschiedenen Stellen ihres Convergenz- 
Intervalles in verschiedenem Grade bedingt convergiren. 


Bei den Entwickelungen des vorigen Paragraphen wurden heb- 
bare Unstetigkeiten erzeugt durch Beniitzung unbedingt convergenter 
Reihen, welche innerhalb ihres Convergenz-Intervalles einzelne Stellen 
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mit nur bedingter Convergenz besitzen. Nun giebt es aber, wie sogleich 
gezeigt werden soll, auch soleche aus Functionen einer Variablen x 
gebildete Reihen, welche durchweg nur bedingt couvergiren, innerhalb 
ihres Convergenz-Intervalles aber einzelne Stellen mit stdrker bedingter 
Convergenz besitzen, dergestalt dass gewisse Umordnungen nur an 
diesen ausgezeichneten Stellen, nicht aber im ganzen itibrigen Conver- 
genz-Intervalle Werthveriinderungen und somit hebbare Unstetigkeiten 
hervorbringen. Man kénnte diese Erscheinung, auf die meines Wissens 
bisher noch nicht ausdriicklich hingewiesen worden ist , etwa dadurch 
am kiirzesten charakterisiren, dass man sagt, solche Reihen seien 
innerhalb ihres Convergenz-Intervalles in verschiedenem Grade bedingt 
convergent. 


Zur Erlauterung des eben gesag@n moégen die trigonometrischen 
Reihen dienen. Es sei die Reihe 


(15) S(«) = A, +>? {4, cos vz + B, sin vx} 

1 
im Intervalle — x----+ a bedingt, doch im allgemeinen gleichmdssig 
convergent, nur in einer endlichen Anzahl discreter Punkte a, , a, ,...;@m*) 
divergent, sodass also S(x) eine fiir das Intervall —2a---+ a im 


allgemeinen stetige Function bedeutet, welche nur an den Stellen 
@;, @,+++,@m unendlich wird. Die Reihe (15) convergirt dann offen- 
bar fiir alle méglichen reellen « mit Ausnahme derjenigen von der 
Form « = a, -+2sa (s eine ganze Zahl incl. 0, x — 1, 2,..., m). 
Sie wird somit im allgemeinen (d. h. lediglich mit Ausschluss der so- 
gleich zu bezeichnenden Punkte) auch convergent bleiben, wenn man 
z durch (x + 2) ersetzt, wobei 


S(a#+2) = A, +> {A, cos (va+vx) + B, sin (va+vx} 


= A, +> (—1){A, cos vz + B, sin vx} 
1 


sich ergiebt. Die Divergenzstellen dieser Reihe, nimlich die Werthe 
von der Form 2 = a, + (2s-+1)z, werden dann von denjenigen der 
Reihe (15) durchweg verschieden sein — mit einziger Ausnahme des 


Falles, wo unter den Divergenzstellen a, sich die beiden Stellen += 


und — = befinden, sofern dann die Werthe 


*) In die Zahl dieser Punkte sind eventuell auch die Grenzen + 2 auf- 
zunehmen, falls die Reihe dort nicht mehr convergirt. 
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+54 2se=—FF+ (2st) 
und 


als Divergenzstellen beider Reihen erscheinen. — Mit den Reihen S(x) 
und S(a-++-2) convergiren nun ferner auch die beiden Reihen 


+ {S(a)-+S(a+z)} 


= A, +>} As, cos 2vx + Bz,sin2vcz} = P(x), 
1 


3 {S(@)—S(@+z)} 
= >? { Asy1008 (27 — 1) + Bey: sin (2v—1)x} = Q(z) 


und zwar offenbar mit alleiniger Ausnahme der beiden Werthesysteme, 
welche Divergenzstellen fiir S(z) und S(a+) sind, also der Werthe 
“=a, + 2sa und g =a, + (28s+1)2. 

Bildet man jetzt 


(16) S(x) = lim [4 + Are cos 2va + B;, sin 2vz} 
1 


+ >? { Asy1008 (2v—l)x + Boyssin(r—1)s | 
1 


= lim { P,,(a) + Qm(a)} (m= co, n= 00), 


so unterscheidet sich diese Reihe von der Reihe S(a#) offenbar nur 
durch die Anordnung der Geraden und wird — abgesehen von den 
Stellen a,-+ 2s, a,-+ (2s+1)a — auch dieselbe Summe besitzen 
wie die Reihe (15), sofern ja nach Ausschluss der bezeichneten Stellen 
die Partialreihen P(x) = lim P,,(x) und Q(x) = lim Qna(x) tiberall 
einzeln convergiren. Dagegen wiirden an den Stellen a, + (2s+1)z, 
an welchen nach Voraussetzung S(x) convergirt und stetig ist, lim P,,(«) 
und lim P,(x) einzeln divergiren, und es kénnte daher S(x) an diesen 
Stellen nur dann = S(x) werden, wenn entweder geradezu m =n 
genommen wird oder zum mindesten zwischen m und n ein passendes 
Abhiingigkeitsverhiltniss (das, beiliufig bemerkt, je nach der Natur 
der Coefficienten A,, B, verschieden ausfallen kann) stattfindet. Andern- 
falls, d. h. bei Festsetzung irgend eines anderen Abhiingigkeitsverhilt- 


nisses zwischen m und n, wird S(x) an jenen Stellen jeden beliebig 
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vorgeschriebenen Werth*) annehmen kénnen, bezw. vollig unbestimmt 
werden, wenn man m und m ganz unabhiingig von einander ins 
Unendliche wachsen lisst.— Was schliesslich noch die Stellen a,-+2sa 
betrifft, welche auch Divergenzstellen fiir S(z) waren, so wird S(z) 
dort offenbar ebenfalls divergent oder unbestimmt. 

Es ergiebt sich somit das folgende Resultat: Sondert man in der 
Reihe (15) die Glieder mit geradem und diejenigen mit ungeradem 
Index, so wird bei gegenseitiger Verschiebung dieser beiden Glieder- 
gruppen eine Summe S(%) zum Vorschein kommen, welche tiberall da, 
wo die urspriingliche Reihe convergirt, mit S() tibereinstimmt — mit 
Ausschluss der Stellen a, + (2s + 1)a (d. h. derjenigen Stellen, welche 
sich von den Divergenzstellen der Reihe (15) um ungerade Multipla 
von 2 unterscheiden): hier wird S(x) bei geeigneter Wahl jener 
Gliederverschiebung hebbare Unstetigkeiten erleiden. 

Beispiel: Es sei gegeben 


i 6 1 -. x 
S(x) = cos  — 5 cos 24 + =z cos 3a —--- = Ig (2 cos =) 
eine Reihe, welche offenbar convergirt fiir — x << x < +2, insbe- 
sondere also auch fir «= 0, wo 
1 1 
wird, wahrend sie an den Stellen 2 = -+ a in die harmonische Reihe 
_ G + + ; +.:- -) tibergeht, also divergent wird. Die vor- 


gelegte Reihe convergirt somit fiir alle endlichen reellen x mit Aus- 


nahme derjenigen von der Form + (2s+1)z. Nach dem oben gesagten 
miissen daher die beiden Partialreihen 





’ cos 22 cos 42 cos 6x 

P(t) = — en ess 
cos x cos 32 cos 5x 

Q(z) = i + 3 a aid ts a eee 


(wo beiliufig bemerkt fir —aw<a<+a, P(x) = ~ lg (4 sin? g), 
Q(x) = ile (cot? +) ausser an den Stellen x= -+ (2s+1)a auch 


noch fiir « = -+ 2sm divergiren. 
Bildet man daher 


m 


n 
: 2v—1 2 
S(z)= im { > ard oe ~ >» ere (m= 00, N= 00) 
1 1 


*) Genauer gesagt kann der Werth von S(zx) fiir irgend eine der Stellen 
a, + (28+1)z beliebig vorgeschrieben werden. Damit ist dann aber die Glieder- 


anordnung von S(x), und folglich auch der Werth der Summe fiir alle anderen 
Stellen bestimmt. 
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so wird S(x) auch bei beliebiger Wahl von m und n im allgemeinen 
zwar mit S() iibereinstimmen, an den Stellen = + 2sz jedoch nur 
dann, wenn m=~™m oder zum mindesten moun genommen wird. 
Dagegen nimmt S(z) bei Festsetzung eines anderen Abhingigkeits- 
verhiltnisses zwischen m und » fiir «= -+ 2sm jeden beliebig vor- 
geschriebenen, von S(-++2sx) = S(0) —lg 2 verschiedenen Werth 
an. Setzt man z. B. m=px, n= q.x%, wo p, q zwei feste ganze 
Zahlen bedeuten, wihrend x mit m und m ins Unendliche wiichst, mit 
anderen Worten: ordnet man die urspriingliche Reihe d(x) so um, 
dass auf p Glieder mit positivem Vorzeichen jedesmal g Glieder mit 
negativem folgen, so wird die Summe der so umgeordneten Reihe, 


namlich 
pe * r 
a7 x : cos (2y—1)z cos 29x 
5) = jim | 3 w— fo -! >> 2” } 
1 1 


@ ,p(+1) (v1) 
a > SI} C08 (2A—1)e >} 008 2ha_ 
i 24—1 21 


1 pr+l gr+l 


im allgemeinen mit der urspriinglichen Summe S(x) tibereinstimmen 
(auch an deren Divergenzstellen « = + (2s+1)z, wo sie ebenfalls 
divergent), jedoch mit Ausschluss der Stellen 2 = + 2sz, wo 


erect) age) : 
G/_i1.ona Pp 
s(Et=) ->}{ >} stm w}owe+4 gt 
0 pr+l gyi 


wird, also um die Grésse ; lg 7 von S(-+ 2s) differirt. Sie wird 
also insbesondere im Intervalle — 7 << « << +a die stetige Function 


bs lg (2 cos 2) darstellen mit Ausnahme der Stelle = 0, wo sie eine 


hebbare Unstetigkeit von der Grésse ; lg . besitzt, — 


IV. Verallgemeinerung der in den beiden vorangehenden Paragraphen 
entwickelten Methoden. 


Jede bedingt convergente Reihe kann aufgefasst als ein Aggregat 
von zwei divergenten Reihen, deren entgegengesetzten Unendlichkeiten 
zustrebende Partialsummen mit Zugrundelegung eines geeignet fixirten 
Abhangigkeitsgesetzes zu einer endlichen Gesammtsumme vereinigt 
sind. In der That beruhte das Auftreten der in beiden vorigen Para- 
graphen betrachteten Werthveriinderungen lediglich auf der Méglich- 
keit, die Glieder der betreffenden Reihen in zwei Partien zu zerlegen, 
welche eimzeln genommen im allgemeinen zwar ebenfalls convergiren 
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(NB. in II war diese Convergenz eine unbedingte, in’ III eine bedingte), 
fiir gewisse Werthe von x jedoch divergiren. Hiernach wird man nun 
die bisher behandelten besonderen Fille in folgender Weise zusammen- 
fassen und verallgemeinern kénnen. 

Es werde wiederum mit g, (), p,(a),... eine unbegrenzte Folge 
von Funectionen bezeichnet, die innerhalb eines gewissen Intervalles 
Ly <x <a, reell, eindeutig bestimmt und im allgemeinen stetig sein 
mégen; ausserdem sei die Reihe 


(17) S(2) => p(x) 

0 
fiir dieses Intervall convergent — gleichgiiltig ob bedingt oder unbe- 
dingt, jedoch im allgemeinen gleichmiissig — sodass also S(x) eine 


im Intervalle z,...2, endliche, eindeutig bestimmte und im allge- 
meinen stetige Function darstellt. Es werde nun gesetzt: 


(18) 9, (z) = P(x) + —P (x) (v=0,1,2,...), 

wo die g) (x) = ®)(#) Functionen von demselben Charakter wie g,(x) 
bedeuten, von denen itibrigens die eine oder andere fiir gewisse Werthe 
von v bestindig Null sein kann (so wire z. B. in dem im vorigen 
Paragraphen betrachteten Falle, wo ,(x) = A, cos vz + B, sin vx 
war, p(x) nur fiir gerade v, p(x) nur fiir ungerade v = A, cosvx 
+ B, sin vx, dagegen g(x) = 0 fiir ungerade, g®(x) = 0 fiir 
gerade v). Sind dann die beiden Reihen: 


(19) Se) (x) -> gy) (x), S@) (x) = gp (x) 
0 0 
im Intervalle 2... 2x, mit S(«#) ebenfalls gleichmissig convergent, 


jedoch an einer gewissen Stelle =a, wo S(x) gleichmiissig conver- 
girt, divergent — und zwar bestimmt divergent (d. h. so dass Sz), 
S® (az) dort entweder positiv oder negativ unendlich werden, so wird 
die folgende Reihe: 


my No 
(20) S(«) = lim {> gp (x) +> gp) @)| (m,==00, m,—=00) 
0 vu 


zunichst mit Ausschluss der Stelle «=a dieselbe Summe besitzen, 
wie S(z), unabhiingig davon, wie , und n, ins Unendliche wachsen; 
an der Stelle 2 = a aber nur dann, wenn n, =n, oder doch zwischen 
nm, und n, ein ganz bestimmtes, aus der besonderen Natur von gp (zx), 
g(x) sich ergebendes Abhiingigkeitsverhiltniss stattfindet. In jedem 
anderen Falle wird fir =a zwischen S(z) und S(z) ein Werth- 
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. unterschied bestehen, und zwar sind hierbei die folgenden Méglich- 
keiten zu unterscheiden. 

Sind die g(x), g@ (x) so beschaffen, dass lim g(a) =O und 
lim g® (a) = 0, so wird je nach Wahl der Beziehung zwischen n, 
und n, die Differenz S(a) — S(a) jeden beliebig vorzuschreibenden 
Werth erhalten. 

Besitzt hingegen g(a) fiir v= oo einen bestimmten endlichen 
Grenzwerth g — in welchem Falle offenbar g(a) = — g werden 
muss wegen lim {g\!)(a) + o(a)} = lim g,(a)=0 — so wird ftir 
n, — % —=-+p (wo p eine bestimmte positive ganze Zahl bedeutet) 


offenbar 
_. Ny Ny NoTpP 
S(@) = lim {> 9 (a) +>} (a) + tim Se p” (a) = S(a) + pg, 
0 0 Mo $1 


kann also nur Werthverinderungen von ganz bestimmter Form erleiden. 


In jedem anderen Falle wird S(a) divergent oder unbestimmt. 
Beispiele: 1. Es sei gegeben 


Ss (a) ->}+ (_> i+a ’ 
(sodass also 


s 1 ‘ 
S(a) = —Ig(1— +e) = — lg =) = lg (1+2*) 
ist), so convergirt diese Reihe fiir jedes reelle 2 (und zwar unbedingt 


und gleichmissig). Setzt man jetzt 


1 ¢ y 1 g*—1 
+ Gea => agarte ape” 
so sind die beiden Reihen 


S® (a) -S}}. a rare ; S® (a) =>}. ¥ ¢ ms 


ebenfalls unbedingt convergent fiir alle endlichen reellen x mit Aus- 
schluss der Stelle a = 0, wo sie beide divergiren, Bildet man daher 


Te Syn ta at = BP 
S (x) = lim (> Y (1-pat)” +2) e ° == (n, =o, No co), 


so wird S(xz) = S(#) — unabhiingig davon, in welcher Weise n, und 
n, der Unendlichkeit zustreben — fiir alle von Null verschiedenen, 
reellen x; fiir 0 jedoch nur dann, wenn n, © ”,. Nimmt man 
dagegen etwa n, =(p-+q)n, nm, =pn (wo p, q bestimmte positive 
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ganze Zahlen bedeuten und fiir den Fall n, =(p—gq)n natiirlich p>q 
sein muss, so wird 


(p+tq)n pn 
S (0) = lim 24-3} - 6 CE) —1e(0 + 4) 


wihrend S(0) = 0 ist. 
Dieses Resultat lisst sich u. a. noch folgendermassen verwerthen. 
Es ist 


a? == eS) — 1 
und daher abgesehen von der Stelle « = 0 auch 
eS) — 1 = 22, 


wahrend 

Te aw Diet. & 

rd + 2 
wird. Setzt man nun eine beliebig vorgelegte Function F(x) in die 
Form 

F(a) = (2?) + @.4(2*), 
sodass also F'(0) = w(0) wird, so wiirde der Ausdruck 
F(a) = (e — 1) + x4(2*) 
fiir alle von Null verschiedenen x mit F(x) iibereinstimmen, wihrend 
S7rh a q . ™ e . . on . ee 1) q 

F(O)=v (+ £) wird: mithin erleidet — wenn nicht zufiillig o(+ «) 


= y(0) ist — F(z) an der Stelle z = 0 eine hebbare Unstetigkeit. 
2. Man hat identisch 


0 = S(xz) = YD ¢, cos vx, 
1 
sobald fiir jeden Werth von v c,=0 ist, Setzt man nun 
y= by ~~ by, 
so kann man die Gréssen b, auf unendlich viele Weisen so wihlen, 
dass die Reihe >”d, zwar divergirt, dagegen >’b, cos vz mit Aus- 


nahme der Stellen « = -++ 2s convergirt. In Folge dessen wird 


die Reihe 
my no 
S(z) = lim {> b, cos vx —> b, cos va 
1 1 


bei geeigneter Bziehung zwischen m, und n, an den Stellen c—-+-2sa 
jeden beliebig vorgeschriebenen Werth annehmen, im iibrigen aber 
wie S(a) bestiindig verschwinden. Nimmt man z. B. 


b= , m =pn*+qn, n»—pn*, (x>1) 


ne 
V> 








sod 


so 




















Analytische Ausdriicke mit hebbaren Unstetigkeiten. 


sodass also 
eo 


pn*+qn pn* 
’ 


S(z) = tn > “T — >; mere : 
v 


“x- 
r Vr 
wo ( p(vt+l)* +9 (+1) p(v-+1)* 
cos 4x& cos Ax 
=> v A a — ri = 
Vi V1 


° | pv +qry-+l 


1 


pr* +1 


so wird diese Reihe im allgemeinen den Werth Null besitzen, nur 


Es, pn®-t-qn , > ; pn*+qn ; 
SER — in| >> => -— Yr =f = lim >>: —— 
V» 1 V» 


* 
1 v pati Vv 


sein. Zur Berechnung dieses Grenzwerthes hat man: 


pn*+qn , 
qn qn 
~ = > S} > = 
V V> 


pn* pnr*+1 
und daher schliesslich 


B88) = 


»: de . P 
Specialisirt man noch weiter 


A=2, p=q=1, 





so wird 
© (v-+-1)?-+-9-+1 (+1? , 
S(a) ->' { > cos Ax _ cos 4% 
0 v+r+1 Vi Vi 


2 2r+2 2v+1 
-> } cos (vod cos (v* ++ aja 
7 Ver+o+i . Vor +a 


eine Reihe von sehr einfacher Anordnung (es erscheinen namlieh die 
positiven Glieder der Reihe nach in Gruppen von 2, 4, 6,..., die 
negativen in solchen von 1, 3, 5, ... Gliedern), welche also fiir alle 
reellen 2 mit Ausnahme derjenigen von der Form 2 = + 2sz ver- 


schwindet, fiir welche letzteren 
vin 
S(+2sx) =lim } + =1 
nl ™ 
wird. — 
3. Setzt man 


a 
S(a) = Dy» sin’z, 
1 


so ist diese Reihe fiir alle endlichen reellen x ausser denjenigen von 
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der Form z = (1 + 2s) = unbedingt convergent und hat den Werth 
sin x 


1—sing 
Zerlegt man jetzt sin’ x folgendermassen: 


sint @ = (“S*Y+(S*Ye—0 





(wobei wiederum — zur Vermeidung jeder Unbestimmtheit an der 
Stelle z= 0 — unter “= die Reihe . -- <. ~ < —--- verstanden 


werden mag) und setzt 


S(z) = lim {> y+ ereey (ar — | (n, =co, n,—=00), 
1 1 


so divergiren die beiden Partialreihen fiir s—0 in der Weise, dass 
die Glieder der ersten simmtlich = +1, die der zweiten simmtlich 
= — 1 werden, wihrend sie im tbrigen gleichzeitig mit S(x) unbedingt 
convergent sind. Man hat daher, wenn p irgend eine positive ganze 
Zahl bedeutet und n, = n, + p genommen wird: 


Se) — lim { Simey 4 Ste 1} (=o) 
—DHSY + (SY (Sty+ 2 — 


eine Reihe, welche — abgesehen von den Stellen « = (1-+2s)~ — 
sin 

1—s 

S(x) zu verschwinden, den Werth p annimmt. 


wie S(x) die Summe besitzt, jedoch fiir «— 0, statt wie 


V. Umformung von Ausdriicken mit sprungweisen Aenderungen (nach 
Art der Fourier’schen Reihen und Integrale) in solche mit hebbaren 
Unstetigkeiten. 


Ich gehe jetzt zu einer anderen Classe von hierher gehirigen 
Ausdriicken iiber, welche die iiberaus nahe Verwandtschaft zwischen 
den sprungweisen Aenderungen und den hebbaren Unstetigkeiten aut’s 
deutlichste erkennen lassen. 

Es moége g(x) an einer gewissen Stelle z—a eine endliche 
Discontinuitit nach Art einer Fourier’schen Reihe oder eines Fourier’- 
schen Integrales erleiden, dergestalt dass — mit Anwendung der 
Dirichlet’schen Bezeichnungsweise — g(a+0) und g(a—0O) um eine 
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bestimmte endliche Grésse von einander differiren, wihrend g(a) den 
Mittelwerth > {p(a+0) + pa —0)} annimmt; im itibrigen mag 
g(a+0) an der betreffenden Stelle vorwiirts, g(a—O0) riickwirts 
stetig sein. Bildet man alsdann 


f,(%) = 9 (a + (t—a)?) 


f,(%) = p(a — («@—a)’), 


so geht der erste dieser Ausdriicke stets in g(a+ 0), der zweite in 
y(a—Q) tiber, gleichgiiltig von welcher Seite her x der Stelle a@ geniihert 
wird, wihrend fir «=a f,(a) =f,(a) = > {9 (a +0) + p(a— 0)} 
wird: es erleiden somit diese beiden Ausdriicke an der Stelle xz =a 
hebbare Unstetigkeiten. 

Als einfachste Beispiele dieser Kategorie bieten sich solche Sinus- 
reihen dar, deren Summe fiir unendlich kleine 2 einer von Null ver- 
schiedenen Grenze zustrebt, und welche daher an der Stelle 2 = 0 
unstetig werden. So hat man z. B.: 


oder auch 





x —1 fir —xw~<2<0, 
4 sin(2y+1)2 i 138 
‘> = 0 fir s=0, 
’ +1 0<x<a 
und daher 
a Sisingopnat ft fir <a, 
Se we 0 fir «0 


0 


d. h. f(a) hat fir alle « im Intervalle — /x bis + /z den Werth 1, 
verschwindet jedoch fiir z = 0. 


ae 


Aehnlich verhilt sich das bestimmte Integral f =e da, welches 
0 


bekanntlich den Werth : hat. Macht man darin die Substitution 


a = Ba? — wo B die neue Integrationsvariable bedeutet — und setzt 
2 sin 6 x? 
fa)— = fas, 
0 


so hat offenbar f(x) fiir alle positiven und negativen Werthe von 2 
den Werth 1, wihrend f(0) verschwindet. — 

Man kann aber aus Fourier’schen Reihen oder Integralen der 
betrachteten Art auch noch in anderer Weise Ausdriicke mit hebbaren 
Unstetigkeiten bilden, z. B. wenn man beachtet, dass das Quadrat — 
oder allgemeiner gesagt jede gerade Potenz — der eben angefiihrten 
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Sinusreihe im Intervalle —-a<2<-+2 bestiindig den Werth + 1, 
nur fiir =O den Werth 0 hat. Diese schon von Hankel gemachte 
Bemerkung*) lasst sich noch in folgender Weise verallgemeinern. 

Es seien g(x), ~(a) zwei Functionen, welche an der Stelle 
x =a bezw. x = b nach Art einer Fourier’schen Reihe endliche 
Spriinge erleiden, sodass etwa 


p(a—0) = a, »(b—0) = B,, 
(21) p(a+0) = a, v(b+0) = £,, 
(a) =+(a,+4,), ¥(b) = + (8, +6.) 


sein mdge. Bedeutet dann & einen beliebig vorgeschriebenen Werth 
und setzt man 


(2) = g(e+a—£) — > (a, 4+,), 








(22) 
¥ (x) = ¥ (x@+b—&) — z (8; +8,), 

so wird 
(§ —0) = p(a—9O) — + (+a) = : (@,;—@), 
O(E+0) = y(a+0) — 5 (@+a,) = — > (a,—«,), 
O(&) =a) —F(qj+a,)—0, 

(23) 1 1 
¥(&—0) = o(6—90) — = (8, +6.) = 9 (B;—B,), 
¥(E+0) = ¥(b+0) — 5 (6,+6,) = — 5 (B,—,); 
¥(—) =v) — > (6,+6,) =—0 

und’ folglich, wenn noch 

(24) O(x) - ¥(x) =f) 


gesetzt wird: 

f(§—0) = + («,—a,) (6, —6,), 

f (€-+0) = + (a, —«,) (B,—B,), 
f(t) =0 


d. h. f(«) besitzt an der beliebig vorgeschriebenen Stelle « = & eine 
hebbare Unstetigkeit. 


—_ >i 


(25) 


*) Math. Ann. Bd. XX, S. 97. 
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Diese Betrachtung lisst sich wiederum bentitzen, um fiir eine 
beliebig vorgelegte Function f(z) — von der nur vorausgesetzt wird, 
dass sie fiir ein gewisses Intervall z,...2, durch eine Fourier’sche 
Reihe oder ein Fourier’sches Integra] darstellbar ist, — unendlich viele 
andere zu construiren, welche in diesem Intervalle mit Ausnahme einer 
endlichen Anzahl beliebig vorgeschriebener Punkte a,, a,.,..~.@m (wo 
f(x) als stetig und von Null verschieden vorausgesetzt wird) mit f(s) 
vollig tibereinstimmen, an jenen Stellen a, ...@» jedoch verschwinden, 
also dort hebbar unstetig werden. 

Zerlegt man namlich f(x) irgendwie in zwei mit f(x) stetige und 
ebenfalls durch Fourier’sche Reihen oder Integrale darstellbare Factoren, 


etwa 

f(*) =f, (®) - fp() 
(was offenbar stets auf unendlich viele Weisen méglich ist), so kann 
man mit Hiilfe von Fourier’schen Reihen oder Integralen zwei neue 


(aly « + By)y (Wyo « . By)y (Gy 0 0 My) 
mit f,(#), f,(#), hingegen in den jedesmal anstossenden Intervallen 


(G, . » « Gq)y (Gy - - « Oy), (Gy. . + Ge), 
mit —f,(7), — f.(#) iibereinstimmen, somit in unmittelbarer Nihe 
der Stellen a,, @,,..., @m auf verschiedenen Seiten absolut genommen 
nahezu gleiche, aber entgegengesetzte Werthe besitzen und fiir die 
Argumente @,, @,...,@m selbst verschwinden. 
Das Product pate 
f(%) =f, (@) - f2(#) 
stellt daher eine Function dar, welche an den Stellen a,, a,, ..., Gm 
plétzlich Null wird, im iibrigen aber mit f(#) durchweg iibereinstimmt. 

(NB. Den Factor f,(x) kann man offenbar auch constant = + 1 
nehmen, wodurch f,(”) = /(x) wird: man hat dann also nur zwei 
Fourier’sche Reihen oder. Integrale herzustellen, welche abwechselnd 
die Werthe + f(x) und — f(x) bezw. + 1 und — 1 besitzen). 

Es schien mir von einigem Interesse, festzustellen, ob die auf 
dem soeben betrachteten Wege erzeugten hebbaren Discontinuitiiten 
in geeignet gewahlten Fiillen sich nicht schliesslich auf dieselbe Ursache 
zurickfiihren liessen, welche bei den in Art. II—IV betrachteten Bei- 
spielen als wirksam erkannt worden ist. Die Méglichkeit hierzu wird 
offenbar geboten sein, sobald sich die hier auftretenden Reihenproducte 
' in einfach unendliche Reihen umformen lassen — etwa durch An- 
wendung der Cauchy’schen Multiplicationsregel: dies ist nun aber mit 
Beniitzung des im vorangehenden Aufsatze entwickelten Resultates 
bei gehériger Beschaffenheit der Coefficienten thatsiichlich der Fall. 

Seien also, wie dort angenommen wurde, a,, a, positive, mit 
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+ 
wachsendem v niemals zunehmende und fiir v — oo verschwindende 
Grdssen , a, und ya, divergent, dagegen yaa, convergent. Setzt 


man jetzt wiederum 
(26) Dia sinve=f,(x), Srarsinvz =f,(2), 
1 1 


so wird (nach Gl. (11) des vorigen Aufsatzes) : 


(27) f, (2) « fo(a) 


== >? {>} Ge Ay11-x Cos (v-++- 1—2x) — cy4, cos (v-+- 2} =/(2), 


t 1 


wo 
O41 = *% Oy Gy4i—x . 
1 

Ist dann 

lim f, (0+ 0) = — lim f,(0O—9d) =g, ) d. h. endlich und von Null 

lim f,(0-+ 0) = — lim f,(0—90) = g, verschieden , 
so wird f(x) an die Stelle « — 0 hebbar unstetig, indem sich nimlich 
ergiebt : 

FO+ 9) = 9 

dagegen: 


f(0) =0. 
Ordnet man jedoch die Reihe (27) nach steigenden Vielfachen von z, 
wodurch sie iibergeht in: 


(28) F(a) = : Coo + + Co,1 cos % + 13} (Co41—Cr41) cos (v-+1)2, 
1 


wo 
cy 


7 , 
0,0 = 2x Ax Ax, 


1 
a 

Cor = > (Gx Gxt» + Ox4+vAx) 
1 


(s. Gl. (12) des vorigen Aufsatzes), so ist F(a) an der Stelle x —0 
stetig und im iibrigen fiir —xr<a2<a mit f(x) identisch. Die hebbare 
Unstetigkeit, welche f(x) an der Stelle z = 0 besitzt, erklairt sich nun 
aber sofort durch das in Art. IV gesagte. Zerlegt man nimlich die 
Glieder der Reihe F(z) in zwei Partien 


ao ao 
1 1 
; > Coy cos vx, =D” Cr+: cos (v+1)x 
0 


1 








naam ste Se 
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so convergiren auch diese Partialreihen einzeln genommen im ganzen 
Intervalle —2a----++ a mit Ausschluss der Stelle x —0, und zwar 
die erste derselben in der Weise, dass sie auch die Umformung 


re) 4 

1 , 

¥ > > Az Ay41—-x CoS (v-+-+-1—2x)ax 
1 1 


gestattet. Fiir «0 hingegen werden diese Reihen siimmtlich diver- 
gent und bringen also bei geeigneter Verschiebung der Glieder jeden 
beliebigen Summenwerth hervor: unter allen méglichen Verschiebungen 
reprisentirt dann die Reihe fiir f(a) gerade diejenige, fiir welche an 
der Stelle = 0 die Summe 0 resultirt. 


ae ; , 1 
Beispiel: Sei a, = a, = =» also: 


fi. (@) = fie) = >} S22, 


so dass also 





f,(e)—=+2!"! fir O<|al<a, 
f,(0) =0, 


so wird 


i= 3} {32 so tI) — ogy, cos (v4 1) — fe 


oder auch , da 


ww Sats tastes} Ht 


= a 





¥ 


wenn > = 6, gesetzt wird: 


1 


o » ‘ ve 6, 
£2) — SHS} eA — SF oo + N)at 
1 1 
Man hat alsdann 
a—\|x|\2 _ 
f (x) = (4—"') fir O<|a\|<z, 
f(0) = 0. 


Dagegen ergiebt die Umordnung nach steigenden Vielfachen von 2, 
wenn man beachtet, dass 


13* 
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> 1 a 
> Coo => Pe = 6 ; 
aa. — i 
v x.“-+1 
1 





1 
* 
a ! — 2 ae ee ee 
Curti= 25" x(xto+l) ET ts x+rv+if —2 y+ 
' 1 


die Reihe: 
F(x) = = + cos # +> Sota ~ cos (v+1)z 


yv+i1 
ao 
n® cos vx 
= ae , v 


und zwar ist dann 


F (x) —(*—!el¥ 


fir — x1<2<+ 2 einschliesslich der Stelle  — 0 — ein Resultat, 
dessen Richtigkeit man auch leicht verificiren kann (am einfachsten 
durch Integration der Reihe f(x) zwischen den Grenzen,0 und x). — 


Miinchen, October 1883. 
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Darstellung der zahlentheoretischen Function #(«#) durch 
eine unendliche Reihe. 


Von 


AtFReD PringsHErm in Miinchen. 


Eine im allgemeinen durch eine Fourier’sche Reihe (oder aihnliche 
Darstellungsformel) darstellbare Function f(a), welche an einer gewissen 
Stelle «=a so unstetig wird, dass f(a+0) und f(a—0O) um ein 
Endliches oder Unendlichgrosses verschieden sind, wihrend f(a) ent- 
weder = f(a+0) oder f(a—Q) sein soll, lasst sich fiir die Sprung- 
stelle a selbst nicht genau darstellen, sofern die betreffende Darstellungs- 


formel daselbst den Mittelwerth > {f(a+0) + f(a—0)} liefert. Mit 


Hiilfe von Ausdriicken, wie sie im vorhergehenden Aufsatze betrachtet 
wurden, liasst sich jedoch die Darstellung zu einer auch fiir =a 
genauen machen: man hat niimlich zu der urspriinglichen Formel nur 
einen Ausdruck zu addiren, welcher fiir «=a den Werth 


+ = {fla+-0) — f(a—0)} 


annimmt, fiir jedes andere x aber verschwindet. 

Von diesem Principe will ich eine Anwendung machen, um die 
grosste in x enthaltene ganze Zahl E(a) durch eine unendliche Reihe 
darzustellen. Dabei lege ich einigen Werth darauf, dass diese Ent- 
wicklung sich mit durchaus elementaren Mitteln — d. h. ohne An- 
wendung der Fourier’schen Coefficientenbestimmung oder tiberhaupt der 
Infinitesimalrechuung — bewerkstelligen lasst. 

Die Variable x werde auf das positive Intervall beschrinkt. Bildet 
man dann zunichst 
(1) F(z) =«— E(x), 
so stimmt F(x) im Intervalle von 0 bis 1 — die Grenze 1 ausge- 
schlossen — mit x tiberein, springt, sobald « den Werth 1 erreicht, 
plétzlich nach O zuriick, um sodann im Intervalle von 1 bis 2 genau 
ebenso zu verlaufen, u. s. f. Es ist also F(#) eine periodische Func- 
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tion mit der Periode 1 und zwar ist, wenn m eine positive ganze 
Zahl h einen aichten Bruch bedeutet 


(2) F(m)=0, F(m+h)=h, F(m+1)=0. 
Eine solche Function kann man aber — abgesehen von den Sprung- 
stellen — leicht mit Hiilfe einer sehr bekannten trigonometrischen 
Reihe darstellen. 

Es ist 


> (- iy =a = : fir —w<a<c4na. 
1 


x . 
sin vz 
¥ = 
Vv 


i — 


fiir 0O<a<a, 


wla wa 
rm} /8 


fir —acrz< 0 


ein Resultat, welches man bekanntlich durch einen einfachen Grenz- 


iibergang unmittelbar aus der Binomialreihe herleiten kann. Schreibt 
man 22-2 fiir x, so wird 


(3) = y 2088 on x zuniachst fiir —><a<5, 
I 


(4) 13 ieee a 


Nimmt dann aber x Werthe zwischen = und 1 (1 excl.) an, so setze 
man « in die Form 
-1-~¢-. 


wo jetzt (- -- x) offenbar zwischen 0 und — ; liegt; alsdann ergiebt 


sich: 
= : ae 
i = sin 2yax 1 = cin {om zen (> —#)} 
J nde 8 a. aes 
bd : v = o; 


1 1 


1 
ny ” ” 0<“<F5 


rm po] 


~ 


Meat Leia ” ” aa ae a. 


-1 Ic yt —< _ x) 
1 


= 5-2 (nach Gi. (3)) 


und es gilt somit diese Formel nicht nur ‘in dem beschrinkten Inter- 


valle, wie in Gl. (4) angegeben, sgndern im ganzen Intervalle 0<a2< 1, 
sodass also fiir dieses niimliche Intervall 


(5) 


1S sin2 
— 2 a es (0< a <1) 


1 


ro| = 














a 


~ eS bee 
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wird, Da diese Reihe aber die Periode 1 besitzt, so stimmt sie offen- 
bar vollstindig mit der oben betrachteten Function F(a) tiberein — 
freilich noch mit Ausschluss der Stellen x = 0,1,2,..., an welchen 


F(x) verschwindet, wihrend die Reihe (5) dort den Werth annimmt. 


Bezeichnet man nun aber mit G(w#) eine Function, die fiir alle ganz- 
zahligen # (einschliesslich der Null) den Werth 1 annimmt, fiir alle 
anderen Werthe von x verschwindet, so hat man 


1 1 sin? 1 
F@)— 3-<= ous ne — z= G(a) 
1 
also 
(6) E(2) =—F+ e+ 5 > SF +540). 
1 
(Diese Formel stimmt fiir rational gebrochene Werthe x -+ — fiir 


die also G(”.) = 0 ist — enau mit derjenigen iiberein, welche Herr 
q g Jeng 


Stern gelegentlich auf einem sehr viel complicirteren Wege abgeleitet 
hat).*) 

Es bleibt jetzt noch die Function G(x) zu bestimmen — was nach 
dem in dem vorigen Aufsatze gesagten — auf unzihlig viele ver- 
schiedene Arten geschehen kann. Als vielleicht einfachste Méglichkeit 
bietet: sich hier sofort der Ausdruck dar: 


(7) G(x) = lim (cos x)** (n=00) 


=1 -> { (cos xa)*” — (cos wa)?*t+'} 


= 1— »ysin® rz. cos®’ xz, 
0 
welcher in der That fiir alle ganzzahligen « (incl. 70) den Werth 
1 annimmt, fiir alle anderen x verschwindet. 

Der Ausdruck (6) fiir E(a) erhiilt indessen eine einheitlichere 
Form, wenn man auch G(x) durch eine trigonometrische Reihe im 
gewohnlichen Sinne (d. h. eine solche die nur linear aus cos yzz, 
sin va 2 zusammengesetzte Glieder enthilt) darstellt. Zwar liesse 
sich offenbar die soeben fiir G(x) entwickelte Reihe in diesem Sinne 
umformen (mit Hiilfe der bekannten Formel fiir cos* az): indessen 





*) Crelle’s Journal Bd. 59, S. 151, Dort wird auch erwihnt, dass Herr Schaar 
dieselbe Formel ebenfalls abgeleitet hat. Doch ist mir die betreffende Arbeit — 
(in den Mém. des sav. étr. publiés par l’acad. des sc. de Belgique, T. 23) — bisher 
nicht zugiinglich gewesen. 
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erscheint es mir einfacher die folgende neue Entwicklung vorzunehmen. 
Es ist 


‘i 1 fiir 0<2r<a, 
+ sin(2y—1)@ j 
symesp on, —ececo, 
1 = 0 t= 0 
(wie tibrigens wiederum unmittelbar durch Addition der beiden +ereits 
oben beniitzten trigonometrischen Reihen sich ergiebt), folglich nimmt 








das Quadrat dieser Reihe den Werth + 1 an fiir alle x mit Ausschluss ; 


der Stellen x = 0 und « = + mz, fiir welche es verschwindet. Setzt 
man dann noch zz fiir x, so ergiebt sich sofort 
16 { Sy sin (2v—1) xe \* 
@) G(a) 1 fy Gece 
i 


also ein Ausdruck, welcher in der That fiir alle ganzzahligen x(incl.2=() 
den Werth 1 annimmt, sonst aber verschwindet. Das hierin vorkom- 


mende Reihenquadrat kann man mit Hiilfe der Multiplicationsregel 
ausfiihren. 


Dabei wird, wenn man bemerkt, dass 


, 


Es ee a 
> (2x—1)(2y+1—2x) Pa 2x—1 
1 1 


ist: | 


Dn ¥ v 
tf) 8 cos 2(v-+-1—2x)xx cos 2vmx 1 ) 
¢@-1-2 5/5 (2x—1)(2v-4+1—2x) o> ie aha 
1 


1 1 








sodass sich schliesslich fiir E(«) die folgende fiir alle z > 0 giiltige 
Reihenentwicklung ergiebt: 


; 1 = sin 2y7x 
(9) E(x) = 2 + ~ >) Setese 
wai 





: v y ; 
4 = { 1 cos2vme ’ cos 2(v-++-1— 2u)xax ; 
+ ela 2x—1 v (2% —1)(2v-+1—2x) 
1 1 1 


Miinchen, October 1883. 
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Ueber die Bedeutung der Begriffe ,,Maximum und Minimum‘ 
in der Variationsrechnung. 


Vou 


Lupwic Scuezrrer +.*) 


Zur Lésung der Aufgabe, zwischen zwei festen Punkten mit den 


00 11 
Coordinaten xy und wy diejenige Curve zu finden, fiir welche das 
Integral: 


1 
J= | F(a,y, y¥)dx 


ein Minimum (resp, Maximum) wird, entwickelt man die Differenz: 


F(x,y+ Ay, y + dy) — F(a, yy) 
nach Potenzen von Ay und Ay’. Bezeichnet man dann mit G, das 
0 1 
von x bis  genommene Integral der Glieder r‘*™ Dimension in jener 


Entwickelung, sodass 
ae 1 


asm [Fat duy+ay)de— | Rayide—Get Gt Gt 


wird, so wird die Function y durch die Forderung bestimmt, dass die 
erste Variation“ G, fiir jede beliebige Function Ay, welche an den 


0 1 
Grenzen 2 und x verschwindet, gleich Null werde. 


*) Mitten aus dem regsten und fruchtbarsten Schaffen ist Ludwig Scheeffer 
der Wissenschaft entrissen worden, die er trotz der kurzen Zeit, die ihm ver- 
génnt war, durch eine Reihe von fundamental wichtigen Arbeiten bereichert hat. 
Geboren am 1. Juni 1859 zu Kénigsberg iPr. starb. er am 11. Juni 1885 in 
Miinchen, 

Die Note, die wir hier aus den Leipziger Berichten zum Abdruck bringen, 
ist dieselbe, auf die er Bd. XXV, p. 594 dieser Annalen verwiesen hatte, 


Die Redaction. 
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Man pflegt hierauf die Frage, ob das Integral J fiir diese be- 
stimmte Curve y wirklich einen Minimalwerth annehme, dahin zu 
beantworten, dass dieses der Fall sei oder nicht, jenachdem die ,,zweite 


Variation“ G, fiir alle an den Grenzen Ps und F verschwindenden 
Functionen Ay positiv ist oder auch negativ werden kann. Die Be- 
griindung dieses Kriteriums geschieht gewdhnlich folgendermassen. 
Man setzt Ay = xm, wo x eine Constante ist. Dann geht die Ent- 
wicklung AJ iiber in die Entwicklung xy, + x*y, +--+, wo y, sich 
von G, nur dadurch unterscheidet, dass » und y an Stelle von Ay 
und Ay’ stehen. Bei einer bestimmten Annahme der Function 9 und 
fortgesetzter Verkleinerung der Constante x erhilt dann AJ schliesslich 
immer das Vorzeichen von y,; ist also y, negativ, so wird auch AJ 
schliesslich negativ, d, h. das Integral 


1 


JFe, y+ xn, y + xy) dz, 


betrachtet als Function von x allein, hat fiir x —0O ein Maximum; 
und ist y, positiv, so wird auch AJ schiiesslich positiv, d. h. jenes 
Integral hat fir x — 0 ein Minimum. Nennt man die einfach unend- 
liche Mannigfaltigkeit aller derjenigen Curven y+ Ay, welche sich 
von einander nur durch die Werthe der Constanten x unterscheiden, 
eine ,,4-Schaar“, so kann man sagen, die Curve y macht das Integral 
J zu einem Minimum oder Maximum ,,innerhalb der einzelnen 1- 
Schaar“, jenachdem der zu einer solchen Schaar gehérige Werth von 
Y2 positiv oder negativ ist. -Nun pflegt man weiter so zu iiberlegen: 
Ist y, fiir irgend eine Function 9 negativ, so tritt schon innerhalb 
dieser einzelnen »-Schaar fiir die Curve y kein Minimum, sondern im 
Gegentheil ein Maximum ein, es kann also um so weniger von einem 
Minimum unter allen iiberhaupt mdglichen Curven die Rede sein; wird 
dagegen y, fiir alle Functionen 7 positiv, so ist fiir die Curve y ein 
Minimum innerhalb jeder »-Schaar vorhanden, es muss daher, weil 
jede beliebige Curve sich einer y-Schaar einrethen lisst, auch ein Mini- 
mum iiberhaupt stattfinden. 

Der letzte Theil dieser Ueberlegung, auf welche man das Kriterium 
des Minimums zu griinden pflegt, enthilt nun einen Fehlschluss, 
dessen Aufdeckung es zunichst sehr zweifelhaft macht, ob jenes Kri- 
terium iiberhaupt richtig ist. Daraus nimlich, dass ein Minimum 
innerhalb jeder einzelnen -Schaar stattfindet, folgt noch nicht, dass 
auch ein Minimum iiberhaupt eintritt, obschon es unbestreitbar ist, 
dass jede willkiirlich gegebene Curve sich einer gewissen 7-Schaar 
einreihen lisst. Und dieser Schluss ist nicht etwa ein Fehlschluss 
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von der Art, dass man seine Anfechtung als eine Spitzfindigkeit an- 
sehen kénnte, die fiir alle in der Anwendung vorkommenden Fille 
ohne Bedeutung wire; vielmehr fiihrt derselbe bei ganz concreten 
Problemen direct zu falschen Resultaten. So zum Beispiel kénnten 
wir — um nur eine der verschiedenen Richtungen anzugeben, nach 
welchen sich der Fehler weiter verfolgen lisst — vermittelst jenes 
Schlusses auf dem vorher eingeschlagenen Wege offenbar auch folgen- 
den Satz beweisen: ,,Kin Minimum des Integrales J findet statt, wenn 
erstens die zweite Variation G, niemals negativ wird und zweitens fiir 
diejenigen Functionen Ay, fiir welche jene etwa verschwinden sollte, 
die nichsthéhere von Null verschiedene Variation von gerader Ordnung 
und positiv ist‘‘; denn wenn diese Bedingungen erfiillt sind, so tritt 
wiederum sicherlich ein Minimum innerhalb, jeder einzelnen 4-Schaar 
ein. Nun existiren Beispiele von verhiltnissmissig einfacher Beschaffen- 
heit, welche mit dem letzten Satze entschieden im Widerspruche 
stehen. In einem solchen Beispiele, welches ich gefunden habe, hat 
das Integral, durch welches die Linge einer Curve auf einer gewissen 
Fliche zwischen zwei gegebenen Endpunkten ausgedriickt wird, fiir 
eine bestimmte Curve y die erste Variation gleich Null, die zweite im 
Allgemeinen positiv, ausgenommen eine einzige Schaar Ay = x7, fiir 
welche gleichzeitig die zweite bis fiinfte Variation verschwindet, wahrend 
die sechste positiv wird. Trotzdem tritt keim Minimum ein, vielmehr 
giebt es auf der Flache kiirzere Verbindungslinien derselben Endpunkte 
noch in jeder Nahe der betrachteten Curve. Es war urspriinglich meine 
Absicht, dieses Beispiel hier ausfiihrlich mitzutheilen, zumal dasselbe 
vermége seines geometrischen Inhalts wohl geeignet ist, den inneren 
Grund fiir die Unzulissigkvit der angestellten Ueberlegung zu Tage 
treten zu lassen. Inzwischen habe ich gefunden, dass analoge Ver- 
hiltnisse in der weitaus einfacheren und durchsichtigeren Theorie der 
gewohnlichen Maxima und Minima bestehen. Ich méchte aus diesem 
Grunde auf die Discussion jenes Fehlschlusses und auch auf die aus- 
fiihrliche Mittheilung meines Beispiels verzichten und in dieser Hinsicht 
lieber auf eine demniichst zu publicirende Untersuchung tiber die 
gewohrlichen Maxima und Minima verweisen*). 


*) Die erste Anregung zu derartigen Ueberlegungen verdanke ich Herrn 
A. Mayer, der mich gelegentlich auf ein von Erdmann behandeltes Problem 
(Zeitschrift f. Mathem, Bd. 22, p. 331) aufmerksam machte. Erdmann unter- 
sucht das Integral, durch welches die Linge einer zwischen zwei Gegenpolen auf 
einer Kugelfliiche sich erstreckenden Curve gegeben ist, und findet, daes bei 
gewisser Wahl des Coordinatensystems fiir einen Halbkreis die zweite Variation 
jenes Integrals zwar verschwinden kann, aber nur, indem gleichzeitig die dritte 
Variation verschwindet und die vierte positiv wird. Es tritt also hier innerhalb 
jeder y-Schaar ein wirkliches Minimum ein, wihrend doch in jeder Nahe der 
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In der vorliegenden Note soll nun aber der Nachweis gefiihrt 
werden, dass, solange es sich nur um die zweite Variation handelt, 
das gewoéhnliche Kriterium des Minimums unter bestimmten Voraus- 
setzungen doch noch in gewissem Sinne hinreicht. Dieser Nachweis 
wird freilich auf einem ganz anderen Wege, als dem vorher angedeuteten, 
erreicht werden. Wir werden nimlich zeigen, dass, wenn die zweite 
Variation des Integrales 

1 


JF@ a yyax 
0 


fiir alle Functionen Ay positiv ist, sich im Allgemeinen zwei Gréssen 
g und g’ so angeben lassen, dass auch die Differenz 


1 1 


as—| F(z,y+ dy,y + Ay) dx — [Po, y,y)da 
é i 


positiv wird fiir jede Function Ay, welche im Intervalle & & selbst 
durchweg absolut kleiner als g ist, wihrend ihre Ableitung Ay’ durch- 
weg absolut kleiner als g’ bleibt. Auf diesen Satz ist alsdann die 
pricise Definition des Begriffes Minimum fiir die Variationsrechnung 
zu griinden: ,,Kin Minimum ist vorhanden, wenn zwei Griéssen g und 
g so bestimmbar sind, dass das Integral J durch die Function y einen 
kleineren Werth erhilt als durch alle Functionen y + Ay, welche den 
Beschriinkungen | Ay|<g, | Ay’ |< g' wumterliegen; oder wenn — 
geometrisch zu reden — das Integral J fiir die Curve y kleiner wird 
als fiir alle anderen, welche ganz in einem jene Curve enthaltenden 
(durch die Grosse g bestimmten) Flichenstreifen liegen und zugleich 
tiberall hichstens einen gewissen (durch g bestimmten) Winkel mit jener 
Curve bilden.“ 

Dieser Begriff des Minimums ist zwar enger als der gewdhnlich 
angenommene, welcher nur die Beschriinkung der Variation Ay durch 


betrachteten Curve andere Curven (Halbkreise) zwischen denselben Endpunkten 
existiren, fiir welche der Werth des Liingenintegrales wenigstens nicht grdsser 
ist. Auf Erdmann’s Beispiel construirte ich mir dann das meinige, in welchem 
bei ganz analogem Verhalten der verschiedenen Variationen sogar Curven mit 
geringerem Werthe des Liingenintegrales in jeder Nahe der betrachteten Curve 
existiren, — Uebrigens zeigt das in der Note auf Seite 201 angegebene, hichst 
einfache Beispiel, dass unter speciellen Umstiinden sogar schon die zweite Variation 
bestéindig positiv sein kann, ohne dass ein Minimum stattfindet. Wir haben hier 
nur deshalb jene in analytischer Hinsicht weit complicirteren Beispiele in den 
Vordergrund gestellt, weil dieselben eine geometrische Bedeutung besitzen. 
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die Bedingung | Ay| <g, nicht aber die Beschrinkung ihrer Ab- 
leitung durch die Bedingung | Ay’ | < g’ verlangt; man darf indessen, 
wenn man allein mit den Hiilfsmitteln der Variationsrechnung zu hin- 
reichenden Kriterien des Minimums gelangen will, die zweite (auf Ay’ 
beziigliche) Beschrinkung nicht fortlassen und iiberhaupt iiber die auf- 
gestellte Definition des Minimums nicht hinausgehen. In der That 
zeigt das von Herrn Weierstrass angegebene Beispiel, welches ich 
in der meinem Aufsatze ,,Ueber die Kriterien des Maximums und 
Minimums einfacher Integrale“ beigefiigten Note (diese Annalen Bd. 25, 
p. 595) mitgetheilt habe, dass die zweite Variation durchaus positiv 
sein und doch das Integral fiir gewisse Nachbarcurven y + Ay, welche 
nur der Bedingung | Ay| <g, nicht aber der Bedingung | Ay’| < g’ 
unterliegen, noch kleiner als fiir die Curve y werden kann. 

Auch den Beweis des Satzes, dass ein Minimum in dem angegebenen 
Sinne stattfindet, falls die erste Variation gleich Null und die zweite 
bestiindig positiv ist, vermégen wir nur unter gewissen Voraussetzungen 
zu fiihren. Es sind genau dieselben Voraussetzungen, an welche man 
von den Untersuchungen iiber die Transformation der zweiten Variation 
in eine zur Discussion ihres Vorzeichens geeignete Form seit Jacobi 
gewohnt ist. Diese Voraussetzungen sind fiir unseren Beweis deshalb 
unentbehrlich, weil derselbe sich von Anfang an auf jene Transfor- 
mation stiitzt; sie zeigen sich aber bei genauerer Priifung zum Theil 
auch als wesentlich fiir den Bestand des Satees selbst*). Jedenfalls ist, 


el 2 
oa >0. Fiir den Schluss 


auf das positive Vorzeichen die zweiten Variation geniigt nimlich unter sonst 





*) Dies gilt wenigstens von der Voraussetzung 


gleichen Umstiinden die Sicherheit, dass - >, im Allgemeinen positiv und 


dy 
hichstens an einzelnen Stellen gleich Null wird; fiir den Schluss auf das Minimum 
2 

im angegebenen Sinne hingegen ist es nothwendig, dass a im Intervalle 
01 

x « auch einen positiven Minimalwerth besitzt, da man sonst in manchen Fallen 
noch bei beliebig kleinen Variationen Ay und Ay’ bewirken kann, dass das Vor- 
zeichen der dritten Variation ausschlaggebend wird. Es sei zum Beispiel 


F(2,y,¥) =(@ —a)'y*+(e—ay?, Gace), 


0 1 
ferner seien die fiir «=a und «=a vorgeschriebenen Werthe von y beide 
gleich c. Durch Nullsetzen der ersten Variation und Anwendung der Grenz- 


bedingungen erhilt man dann die Lisung y—c, und fiir diese Lésung wird die 
1 


zweite Variation gleich J (a—a)? Ay'* da, also bestiindig positiv. Trotzdem findet 


x 


0 
kein Minimum im angegebenen Sinne statt. Setzt man niimlich Ay von 2 bis 
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was wir nachweisen werden, nicht eigentlich, dass ein Minimum statt- 
findet, sobald die zweite Variation positiv ist, sondern vielmehr, dass ein 
Minimum stattfindet, sobald gewisse Bedingungen erfiillt sind, die 
man als hinreichende Bedingungen fiir das Positivsein der zweiten 
Variation laingst kennt. 

Die Voraussetzungen, welche wir machen, sind folgende: I. Alle 
partiellen Ableitungen der Function om y,y) nach yund y' bis zur 


dritten Ordnung sind im Intervalle z % einschliesslich der Grenzen 


endlich und stetig, a ausserdem durchaus positiv. Il. Eine gewisse 


0 0 1 
Determinante A 2, 2) ist fir alle Werthe von x zwischen x und x 


1 
und auch noch fiir « = 2 von Null verschieden und nebst ihrer ersten 
Ableitung endlich und stetig. 


0 
Die Determinante A(c, x) ist folgendermassen zu bilden. Durch 
Nullsetzen der ersten Variation ergiebt sich fiir y zuniichst eine Func- 
tion mit zwei willkiirlichen Constanten, welche nachher vermittelst der 


0 1 
Grenzwerthe, die y fir «= 2 und x =z annehmen soll, bestimmt 
werden. Sind uw, und w, die beiden partiellen Ableitungen von y nach 
0 0 0 
jenen Constanten, u, und u, die Werthe von wu, und u, fiir = x, so 
0 0 0 

ist A(z, x) = Uy Uy — Uy Uy. 

Sind von den gemachten Voraussetzungen die nur auf Endlichkeit 
und Stetigkeit beziiglichen erfiillt, wihrend irgendwo im Intervalle 





> or ‘ e , ‘ 
x x entweder by? negativ oder A(x, x) gleich Null wird, oder beides, 


so ist die zweite Variation auch des negativen Vorzeichens fahig*) 


1 

a—e, sowie von a+ bis x, gleich Null, von a—< bis a aber gleich x(a—a-+¢) 
und von a bis a+ gleich x(a-+ ¢—2), so wird die zweite Variation gleich 
$e, die vollstindige Differenz 


1 1 
4 +f 
as— {Fe y+dy, ¥ + Ay) de — [Pe yy) de 
zx x 


hingegen gleich 3x*«* — x*s«*. Der griésste absolute Werth von Ay ist dann xe, 
derjenige von Ay ist x. Mag man nun die Grenzen g und g' fiir | Ay| und | Ay’ | 
noch so klein annehmen, immer sinkt, wenn man zuvdérderst den Werth von «x 
(und damit von | Ay’ |) kleiner als g macht und sodann festhilt, x¢ (und damit 
|Ay|) bei fortgesetzter Verkleinerung von « schliesslich unter die Grenze g, 


wihrend die Differenz AJ gerade fiir kleine Werthe von =¢ schliesslich negativ 
wird. 


*) Der Beweis ist in § 2 meiner bereits genannten Arbeit (diese Annalen 
Bd. 25) gegeben. 
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und es findet daher nach den friiheren Auseinandersetzungen sicher 
kein Minimum statt, da innerhalb gewisser y-Schaaren sogar ein 
Maximum vorhanden ist. Wir zeigen jetzt, dass andererseits, wenn 
alle aufgezihlten Voraussetzungen erfiillt sind, sicher ein Minimum 
eintritt. 

Der Gang des Beweises ist in den Grundziigen folgender. Nach 
Lagrange ist 


F(a,y+ Ay, y+ Ay) = FaYAY) +I +947, 





wo 
6 F(a, y, 
g = PEWY) ay + % - 
‘ °F (a, y, 
29, — SFEyy A yee: re ay Sud + i F Ay?, 
ae OF(@, y+ tay, y + Ay) 2 P 
61, - Ay’ +35 aay Ay? Ay 
+ 3 ae Ay Ay 2 Fe Ay’, 
ec dle 


1 
zx 


Es wird daher, weil das Integral fg dz fir die in Betracht gezogene 


zx 
Function y identisch verschwindet (vorausgesetzt natiirlich, dass Ay 


0 1 
an den Grenzen x und x verschwindet) , 


1 1 


(1) AJ=f F(a,yt+Ay, y¥+Ay)dz— J F(a,y,y)de=—G,+R,, 
0 0 
wo zur Abkiirzung 


1 1 
x x 


a, = fade, Ry = Jride 


ax x 

gesetzt ist. Wir zeigen nun, dass unter den aufgezihlten Voraus- 
setzungen R, immer absolut kleiner als G, wird, sobald nur die 
absoluten Werthe von Ay und Ay durchweg unterhalb gewisser 
Grenzen g und g’ liegen; woraus dann unmittelbar folgt, dass bei 
dieser Beschrinkung der Variationen Ay und Ay’ die Differenz AJ 
immer das (positive) Vorzeichen des ersten Gliedes auf der rechten 
Seite der Gleichung (1), d. h. der zweiten Variation, hat. 

Es werde zuniichst G, untersucht. Dieses Integral kann nach 
Jacobi, wenn die gemachten Voraussetzungen simmtlich erfillt sind, 
immer auf die Form 
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1 


x 
7 1 @F .fda@ aw? 
(2) G, fi w(t Ar) o 
e 
6 1 


gebracht werden, wo u eine von 2 bis x, einschliesslich dieser Grenzen, 
von Null verschiedene und nebst ihrer ersten Ableitung endliche und 
stetige Function bedeutet, welche linear aus den vorher definirten 
Functionen u, und u, zusammengesetzt ist*). Fiihren wir statt Ay 
eine Function € durch die Gleichung 


(3) 4 — as 


ein, so wird also 


: 
1/{e@F “ 
G, -1f ewer as, 
0 
x 


*) In § 2 meiner mehrfach genannten Abhandlung (diese Ann. Bd. 25) habe 
ich diejenige Transformation der zweiten Variation abgeleitet, in welche die oben- 


stehende Formel (2) fiir u= A (x, z) iibergeht. Die Function A (a, x) verschwindet 


‘ . . 0 1 a 0 . 
indessen zwar nicht zwischen x und 2, aber fiir « = 2 selbst, wahrend in der 
Formel (2) fiir unsere jetzigen Zwecke eine Function u gebraucht wird, die im 


01 
Interyalle 2 x einen von Null verschiedenen Minimalwerth besitzt. Zu einer 
solchen Function « und dem Beweise der Giiltigkeit obiger Formel fiir dieselbe 
gelangt man nun auf Grund der im genannten Aufsatze gegebenen Entwickelungen 


leicht folgendermassen. Bedeutet E einen Werth von x, der ausserhalb des Inter- 
0 

valles x z und so nahe bei 2 liegt, dass auch A (a, ) noch im ganzen Intervalle 

é z von Null verschieden und nebst der ersten Ableitung endlich ist, so gilt die 

in jenem Aufsatze ausgefiihrte Transformation auch dann noch, wenn «iberall 


z durch E ersetzt wird, es wird also auch 


1 
=z 


Ditc ae er - :) 
> a a l 
rd Ge Ay +3 3509 AyAy + oye 4Y dz 
$ 1 
x 


_1 (@F o2/ d a9)’ 
7 ap aye s) (4 A(e, §) om 


Ss 


wo die Function Ay an den Grenzen E und « verschwinden muss, Hierans ergiebt 
sich aber, wenn Ay von bis x gleich Null und von x bis « ganz willkiirlich 
angenommen und gleichzeitig A (cx, :) mit « bezeichnet wird, unmittelbar die 


obenstehende Formel (2), in welcher nun uw wirklich eine von x bis a einschliess- 
lich dieser beiden Grenzen von Null verschiedene Function von ~ ist. 











ul 
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und wenn der kleinste Werth des Ausdruckes on u? im Intervalle 


01 
x x, welcher nach Voraussetzung positiv ist, mit 2a? bezeichnet wird, 


1 
x 
n, 


ad (4) G, > a | £2 dz. 
en 4 . 
Ly 


Wir untersuchen zweitens das Restglied R, = f r,dx, und zwar 


wollen wir auch in diesem Restgliede statt Ay und Ay’ resp. die Aus- 
driicke wf und wf + w’§ substituiren. Es entsteht dadurch zuniichst 
fiir r, ein homogener Ausdruck dritten Grades in € und &’, dessen 
Coefficienten aus den dritten Ableitungen der Function F' fir die 
Argumente x,y + #Ay, y + #Ay und aus u und w’ zusammengesetzt 











sind, Den gemachten Voraussetzungen gemiiss werden sich dann jeden- 
ii falls fiir die Gréssen | Ay| und | Ay’| vorweg solche obere Grenzen 
, 01 
all bestimmen lassen ,dass alle jene Coefficienten im Intervalle x x endlich 
let und, absolut genommen, kleiner als eine angebbare Constante C? 
ler bleiben, so lange Ay und Ay’ jene Grenzen nicht iiberschreiten. Fiir 
im alle so beschriinkten Functionen Ay wird dann offenbar 
“ In| < Orsi +1) e+e 
a und demnach 
1 
21 re 
lle et ee (@ + €) dz, : 
lie 4 
a | wo mit Z und Z’ die gréssten absoluten Werthe bezeichnet sind, welche 
0 1 
die Functionen € und € zwischen # und z annehmen. Die letzte Un- 
gleichung kann noch umgestaltet werden vermittelst des — nachher zu 
’ 1 
beweisenden — Satzes, dass das Integral J €? dx niemals groésser als 
. P 
3 (ys : 
fs dz ist, wie man auch die an den Grenzen pA und # ver- 
bt 
ch 3 scheindeuhé Function € im Uebrigen roar mag. Es ergiebt sich 
s 2 
. auf diese Weise, wenn noch fiir C? (14. +> =4) ) eine neve Constante 
S- 


c’ gesetzt wird, schliesslich die Relation 


a 


Mathematische Annalen, XXVI. 14 
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6 Il <e 242) eae. 


Combinirt man die Formeln (4) und (5) mit einander, so erkennt 
man ohne Weiteres, dass fiir die Grésse Z-+ Z’ und daher auch fiir 
Z und Z’, d. h. fiir die absoluten Werthe von £ und £', obere Grenzen 
h und hk’ anggebbar sind mit der Eigenschaft, dass in der Formel (1) 
die rechte Seite sicher das (positive) Vorzeichen ihres ersten Gliedes 


G, hat, sobald im ganzen Intervalle a 2 zugleich | bI<h und | | » ist. 

Auf Grund der Gleichungen = Ay, f——— Ay 4-2 oY wird 
man nun endlich noch fiir | Ay| und | Ay’| iinet obere ees’: g 
und g’ aufstellen kénnen, dass unter der Bedingung | Ay|<g und 


Ist niimlich U 
der (nach Voraussetzung von Null verschiedene) kleinste absolute Werth 
von wu, U’ der (nach Voraussetzung endliche) — Werth von w 


01 | 
im Intervalle x x, so ist zunichst | §| - <4! » EI a= we | Ay| +-> Lay 





= UY? 
Man braucht daher nur, was immer wabiit ist, a die hh 
g so zu wihlen, dass sowohl ~~ <h, als auch ae 9 <W wird und 


darauf die Constante g’ so zu bestimmen, dass — f< h’ — g wird*). 


Es ist noch der Beweis des Satzes aii, dass das Integral 


oar 


€? dz, falls die Function € an den Grenzen bl und a verschwindet, 
0 : 


2 
— x 
niemals grésser aS 2) BY fi €? dz sein kann. Es giebt niimlich unter 


1 


2 =z 


allen denjenigen Functionen ¢, fiir welche das Integral | &? dz einen 


1 
x 


vorgeschriebenen Werth A annimmt, eine, welche das Integral | €? dx 





z 
*) Wir bemerken, dass die Constanten g und g desto kleiner werden, je 
kleiner der mit U bezeichnete Minimalwerth von | «| wird, d. h. wenn wir uns 
die obere Integralgrenze a auf der Curve y verschoben denken und dabei die in 
einer friiheren Anmerkung gegebene Bestimmung der Function wu im Auge behalten, 
je niher z an diejenige Stelle riickt, wo die Determinante A(z, a) zum ersten 
Male den Werth Null annimmt. Hieraus erklirt sich die anderweitig bewiesene 


Thatsache, dass beim Ueberschreiten jener Stelle das Minimum des Integrals J 
iiberhaupt aufhért. 





























Maximum und Minimum in der Variationsrechnung. 


207 


zu einem Maximum macht. Man findet dieselbe nach den bekannten 





0 
Regeln der Variationsrechnung gleich // A — V2 G- — — 2) sin (Ei “) und 
2— 2 
kann vermittelst der Jacobi’ schen teeth i der zweiten Variation, 
auf welche sich in diesem Falle die Gesammtvariation des Integrales 
reducirt, zeigen, dass der jener Function entsprechende Werth von 


4 
2 
fe dz, nimlich af =4) , wirklich der grésstmégliche ist. Die 


Jacobi’ sche Transformation beruht auf folgender Formel, in welcher 
man eine von der Theorie der Variation ganz unabhiingige, fiir beliebige 
Functionen € und o giiltige Identitaét erkennen wird: 


Gar fe: dx —fe dz = Ge ff (¢— ro £\ ae 
-[(c +252 o)pbas4 FoF wt. 


Setzt man hier m= sin (e326 und geht gleichzeitig von den un- 
LZ—Zz 








bestimmten zu den bestimmten Integralen tiber cone zu Retietiohengen 


ist, dass der Quotient £ auch an den Grenzen z und é endlich bleibt, 


da € daselbst weipibcitalen und € endlich ist), so erhilt man die 
Jacobi’ sche en 
1 


Ga Was fou Go F (ew t)ae 








Die rechte Seite ist aiienale negativ, folglich kann auch die linke es 
1 
nicht sein, das heisst: das Integral f dx ist bei jeder beliebigen Wahl 


sd 0 1 
der Function §, vorausgesetzt, dass dieselbe an den Grenzen 2 und x 


verschwindet und eine endliche Ableitung besitzt, héchstens gleich 
s 


(o— —_ 2) 


C2dz. W.z. b. w. 


0 
x 


Wir formuliren zum Schluss das Hauptresultat unserer Unter- 
suchung in folgendem Satze: 


14* 
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Es sei fiir eine bestimmte Function y die erste Variation des Inte- 
1 


grales J = f F(a, y, y')dx (in welchem die Grenzwerthe von y fiir 
“0 


0 1 
x=a2 und x= «2x als gegeben anzusehen sind) identisch gleich Null; 
01 
es seien ferner im Intervalle x x die partiellen Ableitungen von F(a, y, y’) 


0 
bis zur dritten Ordnung, sowie die Determinante A(c, x) nebst ihrem 


Differentialquotienten endlich und stetig. Hat dann or im Intervalle 
01 
xx einen positiven Minimalwerth, und verschwindet die Determinante 


A(z, x) weder zwischen 2 und = noch an der Stelle x = selbst, so 
ist nicht nur die zweite Variation bestindig positiv, sondern es findet 
auch ein Minimum des Integrales J statt, in dem Sinne, dass die 
Differenz 


1 1 


AJ={ Foy + Any + Ay)ae—f FC, vy, y)de 
0 0 


positiv wird fiir jede Function Ay, deren absoluter Betrag iiberall 
unterhalb einer gewissen Grenze g bleibt, wihrend der absolute Betrag 
der Ableitung Ay’ sich durchweg unter einer eweiten Grenze g’ hilt. 
Ist dagegen entweder oa irgendwo im Intervalle 2 a negativ , oder ver- 
schwindet A(c, a) irgendwo im Inneren desselben Intervalles, so ist die 
zweite Variation auch des negativen Vorzeichens fihig, und es tritt 
schon aus diesem Grunde kein Minimum des Integrales J im angegebenen 
Sinne ein. 

Der zweite Theil des vorstehenden Satzes ist in dieser Note nicht 
bewiesen, sondern aus meinem Aufsatze, diese Ann. Bd. 25, tibernom- 
men und nur der Vollstindigkeit wegen hinzugefiigt. Der erste Theil 
hingegen bildet eine wesentliche Ergiinzung zu den in jenem Aufsatze 
angestellten Untersuchungen. Erst durch ihn wird der a, a, O. immer 
ohne Weiteres gezogene Schluss von dem Vorzeichen der zweiten 
Variation auf das Stattfinden eines Minimums resp. Maximums begriindet 
und inhaltlich pricisirt. 

Von einer Ausdehnung des Satzes auf den allgemeinen, in § 3 
der genannten Arbeit behandelten Fall sehe ich an dieser Stelle ab. 
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Bemerkung tiber die Subdeterminanten symmetrischer Systeme. 
Von 
R,. Meumxe in Darmstadt. 


In den Sitzungsberichten der Berliner Akademie vom 27. Juli 
1882 hat Herr Kronecker folgenden Satz mitgetheilt. 
Bedeutet an. ein symmetrisches Gréssensystem, so dass also 


Ann = Anm 
ist, so bestehen zwischen den aus diesen Gréssen gebildeten Deter- 
minanten ter Ordnung die linearen Beziehungen 


|aya| => [Gir], 
r 


(g=1,2,...,45 ho=l+1,14+2,...,21; +=—1,2,...,1—1,7; 
k=1+1,...,r—1,l,r+1,..., 21; r—=1+ 1,14 2,..., 20). 


Es scheint noch nicht bemerkt worden zu sein, dass der vorher- 
gehende Satz in einem allgemeineren enthalten ist, welchen Grass- 
mann in seiner ,,Linealen Ausdehnungslehre“ von 1862 aufgestellt hat. 

Der fragliche Satz, Nr. 183 (S. 131) des angefiihrten Werkes, 
wird von Grassmann so ausgesprochen: 

Wenn man aus einer Reihe von Grissen erster Stufe die multi- 
plicativen Combinationen zu irgend einer Classe bildet und jede derselben 
mit der ergdéinzenden Combination*) zu einem inneren Product verkniipft, 
so ist die Summe dieser Producte Null.**) 

Nehmen wir an, es seien (J+ 1)Gréssen erster Stufe a;, aj41,..., 2: 
gegeben und betrachten wir speciell die Combinationen erster Classe, 
d. h. die Gréssen a selbst, so erhilt (bei Beobachtung der von Grass- 
mann aufgestellten Zeichenregel, a. a. O. Nr. 172 Anm.) der eben 
mitgetheilte Satz die Gestalt 


(1) [a | Gi4t-+-s a2] => [a, | Aj4t - + + Ar1 Aj Appi. +- zi], 
r 


(ry = 3 + 1,.. +20). 


*) Ueber den Begriff der ergiinzenden Combination sowie die Vorzeichen- 
bestimmung §, a. a, O. Nr. 172 (8. 125) Anmerkung. 

**) Ich erwiihne, dass zu den Anwendungen des obigen Satzes auf die Punkt- 
geometrie z. B, der Satz vom Héhenschnittpunkt im ebenen oder spharischen 
Dreieck, ferner der Satz, dass die Héhen eines Tetraeders Erzeugende derselben 
Schaar eines Hyperboloides bilden, sowie ganze Reihen verwandter Sitze gehéren. 
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In dieser Form driickt die Gleichung nicht eine Beziehung zwischen 
Zahlgrissen, sondern extensiven Gréssen aus. Um dieselbe in eine 
Zahlengleichung zu verwandeln, braucht man sie nur mit (J—1) be- 
liebigen Gréssen erster Stufe, etwa a,, @,,..., @-1 zu multipliciren. 
Das giebt 


(2) [ay .- Qi! Qe4a--.der] -> [ay - yy | p41... Apr Ai Ary1... Geil, 
r 
(r=1+1,..., 20). 

Nun kann aber jedes Glied der vorhergehenden Gleichung in 
Determinantenform geschrieben werden. Denn setzen wir allgemein 
das innere Product der Gréssen a,, und a,, welches eine Zahlgrésse 
ist, gleich ann: 

(3) Am | an = Ann, 
so ist nach einem Grassmann’schen Satze (S. a. a. O. Nr. 175, 8. 130) 


[ ay, 9, ees ag, | An, Thess ay, | -> + Ag, hy Ugghg* ++ Ay, hy | 
oder unter Anwendung der Kronecker’schen Determinantenbezeichnung 
= | aya | | 
(9=91>--+ 93 h—oh,,..., mi). 
Daher ist Gleichung (2) in der That identisch mit der von Kronecker 


mitgetheilten Relation 
| an | = >) | aie | 


(g=1,2,..., 0; heool+1,...,22; t=—1,2,...,J—1,9%; 
k=1+1,...r—1,)h7+1,...,21; r=1+1,142,...,2]). 
Auch bilden die Gréssen ap, ein symmetrisches Gréssensystem; denn 


weil in einem inneren Producte zweier Gréssen erster Stufe die Factoren 
vertauscht werden diirfen, so hat man 
Anm = On | an = Gn | Gn = Onn- 

Hatten wir den angefiihrten Grassmann’schen Satz in seiner vollen 
Allgemeinheit in die Sprache der Determinantentheorie iibersetzt, so 
hitten sich allgemeinere Beziehungen ergeben, welche aufzustellen ich 
dem Leser um so lieber iiberlassen will, als ich denselben nur einen 
bedingten Werth beimessen kann. Denn handelt es sich z. B. um 
Anwendungen auf die Geometrie, so ist es weit vortheilhafter, den 
Grassmann’schen Satz in seiner urspriinglichen Form zu beniitzen, 
anstatt ihn zuvor in Determinantengewand zu kleiden. ' 


Darmstadt, den 28. Februar 1885. 
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Ueber Viereck, Vierseit und projective Verwandtschaft 
in der Ebene. 


Von 


M. Pascou in Giessen. 


§ 1. 

Die allgemeinste geometrische Kigenschaft eines Paares von ,,con- 
jugirten“ Reciprocitiaten in der Ebene findet sich in dem Satze nieder- 
gelegt, welchen Herr Rosanes in seiner Abhandlung: ,Zur Theorie 
der reciproken Verwandtschaft* (Crelle’s Journal Bd. 90) auf 8. 316 
mitgetheilt hat. Wenn danach 


f(xy) = ana; Yr, pur) = Na UiV~E R= 1, 2,3) 


conjugirte Formen der Punktcoordinaten xy, beziehungsweise der 
Liniencoordinaten uv sind, d. h. wenn die Gleichung 


Das an = 0 


besteht, so existiren unendlich viele Paare ,,polarer Vierseite* a’ p’y'd’, 
aByd der, Reciprocitit f(ay) =O von der Beschaffenheit, dass jedes 
Paar zugeordneter Seiten a’a, BB, yy, 090 ein Nullpaar der Form 
(uv) bildet. Verbindet man nun den a, a. O. gegebenen Beweis 
dieses Satzes mit den Ausfiihrungen tiber polare Vierseite ebendaselbst 
S. 315, so kann man schliessen, dass unter der gedachten Voraussetzung 
eine achtfach unendliche Menge von’ solchen Paaren polarer Vierseite 
der Reciprocitiit f(a y) = 0 existirt, dass also das eine Vierseit ganz 
willkiirlich angenommen werden darf. Es seien daher a’ fy’ 0’ vier 
beliebige Geraden der Ebene (von denen keine drei durch einen Punkt 
gehen) und abed, a’b'c'd’ die ihnen in der Correlation f(x y) = 0, 
resp. p (uv) =O zugeordneten Punkte; dann lassen sich, falls f(xy) 
und (wv) conjugirte Formen sind, die Geraden « By @ derart (im 
Allgemeinen auf eine einzige Weise) bestimmen, dass die Punkte 
a’ b'c'd’ resp. auf den Geraden a B yd, zugleich aber auch die Punkte 
aB ay ad yd 38 By resp. auf den Geraden cd db be ab ac ad liegen. 
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In dieser Figur ist das Vierseit @ B yd dem Viereck ab’ cd’ um- 
schrieben. Wesentlich anders liegt das Vierseit «Byd gegen das 
Viereck abcd. Wiiren die Ecken af, ay,... des vollstindigen Vier- 
seits a B yd resp. auf den Seiten ab, ac, . . . des vollstiindigen Vierecks 
abed gelegen, so kénnten wir sagen, dass das (vollstiindige) Vierseit 
a By@ dem (vollstiindigen) Viereck abed eingeschrieben, das letztere 
dem ersteren wmschrieben sei. In unserem Falle jedoch geht durch die 
Ecken des Vierseits jedesmal nicht die entsprechende Seite des Vierecks, 
sondern diejenige, welche der entsprechenden gegeniiberliegt; ich will 
deshalb das Vierseit « B y d dem Viereck ab ed ,,verkehrt eingeschrieben“, 
das Viereck dem Vierseit ,verkehrt wmschrieben“ nennen. 

Im Folgenden soll diese Lage fiir eine directe Betrachtung der 
projectiven Verwandtschaften, bei denen sie auftritt, zum Ausgangs- 
punkt gemacht werden. Solche Verwandtschaften habe ich in meinem 
Aufsatz ,Zur Theorie der Collineation und der Reciprocitiit* (diese 
Annalen Bd. XXIII, 8. 419—436) behandelt. Die verschiedenen dort 
vorkommenden Fille lassen sich, wie man aus Nr, 11 und 15 ersieht, 
auf einen einzigen zuriickfiihren, nimlich auf die in Nr. 7 definirte 
»eingeschriebene Dreieckslage“ einer Collineation. Insbesondere braucht 
man in dem oben besprochenen Falle, welcher nach Nr. 14 als die 
»eingeschriebene Dreieckslage* der Reciprocitiit m(uv) = 0 gegen die 
Reciprocitat f(xy) = 0 zu bezeichnen wiire, nur die Collineation auf- 
zufassen, welche das Viereck abed in das Viereck a’ b' c’ d’ iiberfiihrt, 
bei der also je zwei Punkte einander entsprechen, welche in den 
Correlationen f(xy) =O und p(wv)=—O0 zu einer und derselben 
Geraden gehéren. Diese Collineation wird sich in eingeschriebener 
Dreieckslage befinden, und umgekehrt wird jede in eingeschriebener 
Dreieckslage befindliche Collineation sich aus zwei conjugirten Reci- 
procitiiten zusammensetzen, von denen die eine beliebig angenommen 
werden darf und die andere alsdann eindeutig bestimmt ist. Da wir 
jetzt in der obigen Figur von den Geraden « f' y' 0’ ganz absehen 
und die Punkte abed als vier beliebige Punkte der Ebene (von denen 
keine drei in gerader Linie liegen) auffassen dirfen, so gelangen wir 
zu dem Satze: . 

Wenn bei einer in eingeschriebener Dreieckslage befind- 
lichen Collineation dem Viereck abcd das Viereck ab’ é d’ 
entspricht, so existirt ein (im Allgemeinen einziges) Vierseit 
«By, welches dem Viereck a’'b'c d’ umschrieben und zugleich 
dem Viereck abed verkehrt eingeschrieben ist. 

Diese Fassung ist deshalb von Interesse, weil sie in einfacher 
Weise die gegenseitige Abhingigkeit kennzeichnet, in welcher irgend 
zwei homologe Vierecke, also die gebriiuchlichsten Bestimmungsstiicke 
der Collineation, stehen miissen, wiahrend die eingeschriebene Lage 
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des Dreiecks a’ b’c’ gegen das Dreieck abe nicht jedem Paare von 
homologen Dreiecken, sondern nur einer vierfach unendlichen Menge 
zukommt, 


§ 2. 

Wenn das Viereck abcd dem Vierseit « By 0 ,,verkehrt um- 
schrieben“ ist, so liegen die Dreiecke bed, acd, adb, abe der Reihe 
nach perspectiv gegen die Dreiseite Byd, ayd, «0B, aBy; die Per- 
spectivitiitscentra sind a,b, c,d und die Perspectivitiitsaxen a, B, y, 0. 
Umgekehrt entsteht jene Lage von abcd gegen aBy6d allemal, wenn 
zu einem Dreieck bed ein Dreiseit 6 yd perspectiv angenommen und 
die Figur durch das Centrum a@ und die Axe @ der Perspectivitit 
erginzt wird. Soll daher irgend einem Viereck ein Vierseit verkehrt 
eingeschrieben werden, so bleibt das letztere dreifach unbestimmt, d. h. 
es hat nur fiinf Bedingungen zu erfiillen.*) 

Vollig bestimmt ist das Vierseit «By d (im Allgemeinen), wenn 
es dem gegebenen Viereck abcd verkehrt eingeschrieben sein und die 
Seiten 6, y, 8 durch drei gegebene Punkte resp. b’, ¢’, d’ gehen sollen; 
denn dies kommt auf die bekannte Aufgabe hinaus**): Ein Dreieck 
BCD za construiren, dessen Seiten 6 yd durch die Punkte Dc d’ 
gehen, und dessen Ecken auf drei Strahlen ab, ac, ad eines Biischels 
liegen. Die constructive Lésung beruht darauf, dass die Gerade ¢'d’ 
die sechs Strahlenpaare: ab und B, ac und y, ad und 0 — die 
Gegenseitenpaare des vollstindigen Vierecks a BCD — in drei Punkte- 
paaren b, 8’, c,¢, d,d@’ einer Involution treffen, dass mithin ausser 0’ 
ein fester Punkt #’ der c’d’ in die Seite 6 fallen muss. Dadurch wird 
das gesuchte Dreieck eindeutig bestimmt, vorausgesetzt dass 0b’ cd’ 
nicht in gerader Linie liegen, in welchem Falle es entweder nur eine 
uneigentliche Lésung oder unendlich viele Lésungen giebt. Schliesslich 
erhilt man « als die Perspectivitiitsaxe der Dreiecke bed und BCD. 

Um #' zu construiren, schneide man die Strahlen ac, ad etwa mit 
resp. bd’, be in den Punkten C’, D’; dann treffen sich c’d’ und C’ D’ 
in B. Diesen Weg wollen wir zur analytischen Lésung der vorstehen- 
den Aufgabe benutzen, unter der Voraussetzung, dass b’c'd’ nicht in 
gerader Linie liegen. Sind in einem trimetrischen Systeme u, | uw, | Us 
die Coordinaten einer veriinderlichen Geraden uw, a, | a | a, die 
Coordinaten des gegebenen Punktes a u. s. w., so werden die Punkte 
C’, D’ durch die Gleichungen 


* uw (aed’) + ug (abe) =0, uy (ade) + uy (abd) = 0 





*) Vergl. Rosanes a. a. O. 8, 314, Satz IV. 
*#) §. Steiner Werke Bd. I, S, 293 (Systematische Entwickelung 8. 79). 
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dargestellt, wo 
Uy, = u,b, + ub, + u,b,, (abc) = Za + a,b,c; u. 8. w. 
Aus ihnen folgt durch Elimination von die Gleichung von f’: 
(adb) (acd’)ue + (abe) (adc) ua = 0, 
weiter die Gleichung der Geraden #6 d. i. 6'f’ in laufenden Punkt- 
coordinaten x, | z, | 2,, indem man fiir w die Gerade b’ax einsetzt. Da 
y und @ analog entstehen, so kommen fiir B, y, 0 die Gleichungen: 
(adb) (acd’) (b'e'x) — (abc) (ade) (d’b’'x) = 0, 
(abe) (adb’) (c'd’x) — (acd) (abd’) (bx) = 0, 
(acd) (abc) (d’b'x) — (adb) (acb’) (cd’x) =0, 
deren linke Seiten mit B,, yz, 0, bezeichnet werden diirfen.*) 

Es fehlt nun noch die Gleichung der Geraden a, auf welcher die 
cd mit B, die db mit y, die be mit 0 zusammentreffen soll. Ihre 
Herstellung vereinfacht sich, wenn man die Identitit 

Uz (b'c'd’) = uy (ce d’ x) + ue (d'b' x) + ua: (b' ez) 
und daraus die weitere 

(bc d’) (edz) = (edb’) (ce d’x) + (ede) (a'b'x) + (edd’) (U'c'x) 
hildet. Werden nimlich die Gleichungen der cd und B: 

(cdb’) (c'd'x) + (ede’) (d’'U'x) + (edd’) (Vex) =0, 
(adb) (acd’) (b'e'x) — (abe) (adc’) (d’l'x) = 0 
mit (adb) (abc) und (bed) componirt, und wird dabei beachtet, dass 
(adb) (ede) — (bed) (adc) = (acd) (dbc’), 
(abc) (cdd’) + (bed) (acd’) = (acd) (bed’) 


*) Mittels der Identititen 
u, (abe) =u, (beb) —u, (acd)+u, abd), 
u, (bc d’) =u, (cd 2) + u, (d'Va) + uy (UV e'x) 
wird 
¥2—8,= ((abe) (adb’) + (adb) (acb’)) (¢' d'x) — (acd) (abc) (d’ b' x) 
— (acd) (abd’) (b'e' x) 


= — (acd) ((abb’) (¢ d’x) + (abc) (d'b’x) + (abd’) (Ve'x)), 
also 


Y2 — 9, = — (aed) (Ve d’) (aba), 
3, — 8, = — (adb) (V'e'd’) (aez), 
6, — 7, = — (abe) (U'e'd’) (ada), 
wodurch bestiitigt wird, dass yd, 08, By sich resp. auf ab, ac, ad schneiden. 
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wegen der Identitit 
ua (bed) = uy (acd) + u,(adb) + ua(abe), 
so nimmt das Resultat eine in Bezug auf die Paare bb’, cc, dd’ 
symmetrische Gestalt an: 
(adb) (abc) (cdd’) (ce d'x) + (abc) (acd) (dbe) (d’ vz) 
+ (acd) (adb) (bed’) (Vex) = 0. 
Diese Gleichung erfiillt nicht bloss der Punkt (cd, B), sondern auch 
(db, y) und (be, 3); sie ist demnach die Gleichung der «a. 
Auch die Gleichungen der Punkte B, C, D sind leicht anzugeber. 
Sie lauten: 
(acd) (abc) (abd’) wy + (adb) (abd’) (acd’) ue 
+ (abe) (adb’) (abc) ua = 0, 
(acd) (abc) (acd’) uy + (adb) (acd’) (acb’) ue 
+ (abe) (acb’) (adc) ua =0, 
(acd) (adc) (abd’) uy + (adb) (acd’) (add’) ue 
+ (abc) (adb’) (adc) ua = 0. 
Denn um z. B. B d.i. (0, ab) darzustellen, hat man in die Gleichung 
(duv) = 0 d. i. 

(acd) (abc’) (ua Ve — UVa’) — (adb) (acd’) (ug var — Ua’ Ve) = O 
an Stelle von v die Gerade ab zu setzen; dadurch erhalt man zunichst: 
(acd) (abe) (abd’) uy + (adb) (acb’) (abd’) ue 
— (abc) ua ((acd) (abb’) + (adb) (acb’)) =0 
und dann die obige Gleichung mit Riicksicht auf die Identitit: 

uy (adb) = ua (dbb’) + wm (adb’) — ua(abd’). 


§ 3. 


Ehe die Anwendung der vorstehenden Rechnung auf die Collinea- 
tion erfolgt, mégen einige Bemerkungen iiber die in § 1 erwihnten 
gegenseitigen Lagen von Viereck und Vierseit hier Platz finden. 

1. Ist das Viereck abcd dem Vierseit «fByd verkehrt umschrieben, 
so wird die durch die vier Paare aa, 0B, cy, dd bestimmte Reci- 
procitit ein Polarsystem, in welchem abcd ein Polviereck, apyd 
das entsprechende Polvierseit darstellen. 

Denu in dieser Reciprocitat bilden ab und « ein Paar, die Punkte 
(a, ab) und @B d. i. (a, ed) sind conjugiri, die drei Paare von con- 
jugirten Punkten, welche die Seiten des Vierecks abcd aus « heraus- 
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schneideng liegen involutorisch. Demnach triigt jede Seite des Vierseits 
a By@ eine Involution von doppelt conjugirten Punkten, jeder Ecke 
ist in beiderlei Sinn dieselbe Gerade zugeordnet, jeder Seite in beiderlei 
Sinn derselbe Punkt. — Der Satz ist nichts anderes, als die Um- 
kehrung des Pliicker’schen Satzes von den conjugirten Dreiecken am 
Kegelschnitt. 

2. Die sechs Gleichungen, welche ausdriicken, dass das Viereck 
abed dem Vierseit «8 yd umschrieben werden soll, sind von einander 
unabhingig. 

Kine Ecke a kann man in der That beliebig wahlen und hat 
dann ein Dreieck bcd aufzusuchen, dessen Seiten durch die Punkte 
v9, 06, By laufen, wihrend seine Ecken in die Strahlen |a, a#|, 
|a, @y|, |a, @d| fallen. 

3. Zwei Vierecke abcd und a’b’c'd’ auf einer Ebene kénnen 
perspectiv genannt werden, wenn die Strahlen aa’, bb’, cc, dd’ sich 
in einem Punkte O treffen (ohne dass die Fiinfecke abcdO und 
a b’c'd’O collinear zu sein brauchen), Sind a, 8, y, 0 die Perspectivi- 
tiitsaxen der Dreieckspaare bed und b'c'd’, acd und acd’, adb und 
a d'b’, abe und a’b’c, so haben @ und 6 den Punkt (cd, cd’) gemein, 
d. h. der Punkt «f liegt auf den Geraden cd und ¢d’ u. s, w.*) 
Daher der Satz: 

Liegen zwei Vierecke auf einer Ebene perspectiv, so lisst 
sich im Allgemeinen ein und nur ein Vierseit angeben, welches 
beiden Vierecken verkehrt eingeschrieben ist ; 

und umgekehrt: 

Die Vierecke, welche einem und demselben Vierseit ver- 
kehrt umschrieben werden kinnen, liegen paarweise perspectiv. 

Zwei Vierseite «Byd und a’ B’y'd’ einer Ebene kénnen_,,perspectiv“, 
d. h. so liegen, dass die Strahlen | aB, a’ B’|, |yd, y'd'|, ..., oder 
,verkehrt perspectiv“, d. h. so, dass die Strahlen |aB, y'd"|, |v 0, a’B’|,... 
in einem Punkte sich treffen. Es laufen dann durch diesen Punkt 
drei Strahlenpaare in Involution, und man erkennt, dass beidemal 
nur fiinf Bedingungen zu erfiillen sind. 


§ 4. 


Da ein Vierseit, welches einem gegebenen Viereck verkehrt ein- 
geschrieben sein soll, nur fiinf Bedingungen zu erfiillen hat, so haben 
zwei Vierecke abcd, a’b’cd’ nur eine Bedingung zu erfiillen, damit 
ein Vierseit dem ersteren verkehrt eingeschrieben und zugleich dem 
letzteren umschrieben werden kénne. Diese Bedingung besteht darin, 


*) Vergl. des Verf. ,, Vorlesungen iiber neuere Geometrie“ 8, 81. Dort ist 
Z. 13 v. u. h statt A, zu lesen. 
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dass a’ die Gleichung der in § 2 mit « bezeichneten Geraden befriedigen 
muss, und lautet demnach: 


(adb) (abe) (cdb’) (a’c' ad’) + (abc) (acd) (dbc’) (a'd'b’) 
+ (acd) (adb) (bed’) (a b'c) = 0. 


Die vier Paare aa’, bb’, cc’, dd’ bestimmen eine Collineation, 
welche durch die bilineare Gleichung /(xu) = 0 dargestellt werde, wo 


f (xu) -> Giz Li Ay (i,k=1, 2,8) 
mit der Determinante s=—> + 4); 4.433. Wird zur Abkiirzung 


aii Uy a Aig Us + Aji3U, = fi(u), AU ED, a AgnXy ao 3%, = f(x)x 
gesetzt, so ist dem Punkte w der Punkt f(z), | f(x), | f(x), zugeordnet, 
wiihrend die umgekehrte Collineation die Gerade uw in die Gerade 
f,(#) | fo(u) | fg() verwandelt. Man kann daher annehmen: 


a%=fa@p, i—fbe, &=—fCe, a=—fAs, 

(a’c'd') = A(acd), (a'd'b’)=A(adb), (adc) = A(abe). 
Wenn nun die Vierecke abcd, ab’c'd’ die oben beschriebene Lage 
haben, so reducirt sich die dazu erforderliche Bedingung jetzt auf: 

(edb’) + (dbc’) + (bed) = 0 
und weiter auf: 
t= 0, WO t= Ay + Ay + 4553 
denn wenn man in der Identitiit 


bz (edu) + c,(dbu) + d,(beu) = uz (bed) 
die Producte x; durch a;, ersetzt, so kommt: 
(cdb’) + (dbc’) + (bed’) = i(bed). 


Zu derselben Bedingung wird man gefiihrt, wenn man von zwei 
homologen Vierseiten ABCD, A’B’C’ D' ausgeht und verlangt, dass 
ein Viereck dem ersteren eingeschrieben und zugleich dem letzteren 
verkehrt umschrieben werden kénne. 

Die Invariante i ist aber diejenige, deren Verschwinden die ein- 
geschriebene Dreieckslage der Collineation f(xw) = 0 oder die um- 
schriebene Dreieckslage der inversen Collineation bedeutet (diese 
Annalen Bd. XXIII, 8. 426). Wenn in der That ein (eigentliches) 
Dreieck bed existirt, dem das homologe b’c'd’ eingeschrieben ist, und 
man nimmt irgend zwei homologe Punkte aa’ hinzu, so bildet jeder 
durch a’ gezogene Strahl mit den Seiten des Dreiecks bcd ein dem 
Viereck abcd verkehrt eingeschriebenes und dem Viereck a’b’c'd’ um- 
schriebenes Vierseit. 

Es giebt hiernach nicht bei jeder Collineation homologe Vierecke 
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abed und a'b'c'd’, von denen das erste einem Vierseit verkehrt um- 
schrieben und das zweite demselben Vierseit eingeschrieben ist, oder 
homologe Vierseite A BCD und A’ B’C’ D’, von denen das erste einem 
Viereck umschrieben und das zweite demselben Viereck verkehrt ein- 


geschrieben ist. Wenn aber ein derartiges Paar von homologen 


Vierecken oder Vierseiten vorkommt, so befindet sich die Collineation 
in eingeschriebener Dreieckslage; und wenn die Collineation sich in 
eingeschriebener Dreieckslage befindet, so zeigt jedes Paar homologer 
Vierecke oder Vierseite das obige Verhalten. 

Die Verbindung der eingeschriebenen mit der umschriebenen Drei- 
eckslage giebt die trilineare Lage oder Dreieckslage der Collineation 
(vergl. a. a. O. 8. 427). Bei dieser hat also jedes Paar homologer 
Vierecke abcd, a'b'c'd’ die Eigenschaft, dass ein Vierseit dem ersten 
Viereck verkehrt eingeschrieben, dem zweiten umschrieben und ein 
anderes Vierseit dem ersten Viereck umschrieben, dem zweiten ver- 
kehrt eingeschrieben werden kanr. 

Die Anwendung auf Paare von Collineationen, sowie auf con- 
jugirte Reciprocit&ten, also insbesondere auf conjugirte Kegelschnitte 
ergiebt sich aus § 1. 


Giessen, December 1884. 



























Ueber die complexe Multiplication der elliptischen 
Functionen. II. 


Von 


Grore Pick in Prag. 


Die nachfolgende Abhandlung enthilt einen Beweis fiir den Satz, 
dass die Gleichungen der complexen Multiplication irreducibel sind, 
selbst nach Adjunction der Quadratwurzel aus der Determinante, zu 
welcher die betreffenden singuliren Moduln gehéren. Es wird damit 
eine wesentliche Erginzung zu jenen Entwickelungen gegeben, welche 
in einer fritheren Abhandlung gleichen Titels*) durchgefiihrt worden 
sind, und deren Resultat die Auffindung einer ,,oberen Grenze“ fiir 
die Gruppe jener Gleichungen war. Durch den hier zu gebenden 
Irreducibilititsbeweis ist nimlich implicite gezeigt, dass die Gruppe 
der Gleichung der complexen Multiplication 

F 4 (x) == () 
mit jener oberen Grenze, der ,,Gruppe der Composition“ ftir die 
Determinante — A, geradezu identisch ist. 

Was das zum Beweise angewendete Princip betrifft, so ist auf 
jenen [rreducibilitiitsbeweis fiir die Kreistheilungsgleichungen hinzu- 
weisen, welcher von Herrn Dedekind gegeben worden ist.**) Die 
Verschiedenheiten, welche im Einzelnen die hier zu gebenden Ent- 
wickelungen im Vergleiche mit den von Herrn Dedekind fiir die 
Kreistheilungsgleichungen verwendeten aufweisen, sind zum Theil die 
Folge der complicirteren Natur der Gleichungen fiir die singuliren 
Moduln, zum Theil aber von dem Umstande herriihrend, dass die 
Irreducibilitit dieser Gleichungen in einem erweiterten Gebiete auf- 
gezeigt wird. 

*) Diese Annalen Bd, XXV, p. 433. Es sei auf diese Abhandlung insbeson- 
dere wegen der im folgenden verwendeten Bezeichnungen verwiesen. 

**) Crelle’s Journal, Bd, 54. — Hier mége es auch gestattet sein auf eine 
in den Berichten der siichs, Ges. d, Wissensch. (Sitzung vom 13. Januar 1885) 
veréffentlichte vorliufige Mittheilung des im Texte massgebenden Gedankengangs 
hinzuweisen. 
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1, 


Ausser wohlbekannten Siitzen aus der Theorie der ganzzahligen 
Functionen einer oder mehrerer unbestimmten Gréssen kommt im 
Folgenden ein hier vorauszuschickender Hilfssatz in Betracht: 

Es sei f(x) ein ganzes, ganzzahliges Polynom in « mit dem 
héchsten Coefficienten Eins, und 


f(x) = f,(@) (mod. p); 


P(%, ¥) = 9(@, y) (mod. p) 
eine ganze rationale Function von x und y mit ganzzahligen Coeffi- 
cienten, in welcher die héchste vorkommende Potenz von y den Coeffi- 
cienten 1 trigt. Bildet man dann durch Elimination von a aus 
{(«) = 0 und g(a, y) = 0 das Polynom F'(y), und verfiahrt in gleicher 
Weise, um F’,(x) zu erhalten, mit f,(%) und g,(z, y), so ist auch 
Fy) = F,(y) (mod. p). 

Unter p ist dabei eine beliebige Primzahl verstanden. Der Beweis 
geht unmittelbar aus der Betrachtung der symmetrischen Functionen 
der Wurzeln aller vorkommenden Polynome hervor. 

Dieser Satz, wie alle elementaren Siitze der Theorie der héheren 
Congruenzen, behilt seine Giiltigkeit, wenn fiir die Coefficienten der 
in Betracht kommenden Polynome ganze Zahlen des Zahlkérpers 
(1,”—A)*) zugelassen, und als Modul simmtlicher Congruenzen 
einer der beiden in p enthaltenen wirklichen oder idealen Primfactoren 
gesetzt wird; wobei Voraussetzung ist, dass 


—d 
G)=+1 
wenn d@ der nach Abtrennung aller quadratischen Factoren aus A 


iibrigbleibende Quotient ist. Im Folgenden wird itibrigens nur der 
Fall in Betracht kommen, wo p in A nicht aufgeht, also schon 


—A 

( ry y=+1 
vorausgesetzt werden muss. Man kann dann den Modul y ersetat 
denken durch ein System von zwei Moduln, von denen der eine p 


selbst, der andere dagegen in folgender Weise zu erhalten ist. Es sei 


p’ die niedrigste Potenz > 1 von p, welche durch die Hauptform der 
Determinante — A darstellbar ist: 


ferner 


*) Hier und in den tolgenden zahlentheoretischen Bemerkungen ist die von 
Herrn Dedekind eingefiihrte Sprechweise verwendet. Vgl. Dirichlet-Dede- 
kind, Zahlentheorie, Suppl. XI. — In Bezug auf die der Theorie der héheren 
Congruenzen entnommenen Siitze vgl. den von Herrn Dedekind gegebenen 
Abriss dieser Theorie, Crelle’s Journal, Bd. 54. 
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Complexe Multiplication. 


A 2 t? 
po ate 
dann ist Bead 
t+uV—A 
2 


jener zweite Modul. 
Innerhalb des Gebietes der ganzen Zahlen des Kérpers (1, ”Y— A) 
bilden nun die Zahlen 
0O,1,....p—1 
ein vollstiindiges Restsystem in Bezug auf den Modul »; man kann 
diese Specialisirung eines bekannten Satzes hier leicht direct ableiten, 
indem man zeigt, dass erstens die Norm jedes Aggregats von der orm 


t+uV—A 
creas 





wep: 


’ 


wo « und v ganze Zahlen jenes Koérpers sind, jedesmal durch p theil- 
bar ist, und dass: zweitens w und » stets derartig bestimmt werden 
kénnen, dass die Differenz 


¢—(up+rtt# 4) 


rational wird fiir irgendwelche vorgegebene ganze Zahl € jenes Korpers. 

Ks folgt aus diesem Satze, dass in der Theorie der ganzen Func- 
tionen mit ganzzahligen, dem Zahlkérper (1, /—A) angehdrigen 
Coefficienten nach dem Modul » dieselben Functionen als Primfunc- 
tionen belassen werden kénnen, welche in der Theorie der gewohnlichen 
héheren Congruenzen nach dem Modul p als solche auftreten, und 
dass alle Relationen der letzteren Theorie sich durch Abanderung des 
Moduls p in » sofort in solche der ersteren verwandeln. 


2. 
Die siimmtlichen zur Determinante — A gehdrigen singuliiren 
Moduln 
Hy Uyy+ ++) Vay 
seien der Transformation von der Ordnung p unterworfen. Hiedurch 
werden (p+1)h, neue Gréssen y erhalten, welche einer ganzzahligen 
Gleichung 


Fly) =0 
gentigen, die man erhilt, indem man aus 
Fy (x) = 0 


und der Modulargleichung 
®, (x, y) = 9 
« eliminirt. Da nun 


Mathematische Annalen, XXVI. 
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, (x, y) = (y—2*) (y—z) (mod. p)*), 
so erhailt man auf Grund des zu Kingang des ersten Paragraphen an- 
gegebenen Hilfssatzes 


F(y) = Fs(Vy) - Faly?) (mod p), 
wo Kiirze halber Fy (j/y) far dasjenige Polynom geschrieben ist, dessen 
Wurzeln die p'" Potenzen der Wurzeln von 
F. A (a) = 0 
sind. Aber es ist auf Grund bekannter Sitze: 


F, (Vy) = Fa(y) (mod. p), 
F4(y’) =F aly (mod. p), 


F(y) = Fa(y#' (mod. p). 
Die Wurzeln von F(y) = 0 lassen sich nun leicht charakterisiren mit 
Hilfe der von Herrn Lipschitz (Crelle’s Journal, Bd. 53) gemachten 
Angaben. 
Sei erstens A> 4 nicht durch p? theilbar, und kiirzehalber 


und somit 


(=*) durch ¢ bezeichnet. Dann sind folgendes die simmtlichen 


Wurzeln von F(x) = 0: 
1) Die zur Determinante — p?A gehérigen Moduln je einmal, 
2) die zur Determinante —A selbst gehérigen singuliren 
Moduln je (1+) mal. 
Sonach wird in diesem Falle 


F(a) = Fy4(a) - Fa(x)* = F4(x)Pt (mod. p), 
Fp 4(%) = F'4(x)P-* (mod. p). 
Sei zweitens A durch p? theilbar, o > 4, und (—“F) =e zur 


oder 


Abkiirzung gesetzt. Dann sind die simmtlichen Wurzeln von F(y) = 0 
in folgendem Schema enthalten: 

1) Die zur Determinante — p?A gehiérigen Moduln je einmal, 

2) Die zur Determinante —p? A gehérigen Moduln je p—« mal, 
Also wird 

é’ F(a) = Fy 4(@) + Fa.p(«); 
und somit 

Fy a(%) - P4:p(%) =F 4(«)?+ (mod. p). 

Bedeutet nun A > 4 wieder eine durch p? nicht theilbare Zahl, so 
hat man nach den gefundenen Relationen folgende Reihe von Con- 
gruenzen 


*) Vgl. Wiener Berichte, 1885: Zur Theorie der Modulargleichungen etc, 
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Complexe Multiplication. 


































Fy 4 2) = Fy(ay-*, 
Fy a(t) + P95" (0) = rao", 
Fya(0) - Fha(2) = ERY, 


woraus sich leicht allgemein 
Fox 4(2) = F(a)" #9 (mod. p) 
findet. 
Eine kleine Modification erleidet diese Relation fiir A —4 und 
A=3. Es wird niamlich 


pk! (p—e) - pel (p—s) 
F, 2% (@) = F; (2) , =(a—1728) ° (mod. p), 
p*—! (p—s) pl (p-a) 
" F, 2% (@) = F,, (x) . =2 ' (mod. p), 
n “a " =—4€\ if=-4 ™ as 
wo € das einemal fiir (=*)=( 2 ), das anderemal ftir ( - ) steht. 
» Man erhilt diese Relationen in derselben Weise wie die friiher auf- 
gestellte. 
n 
3. 
In der Modulargleichung 
a ®,2 (x, y) —_ 0, 
werde 
y= 2% 
gesetzt; fiir den Fall eines geraden 4 werden ausserdem beide Seiten 
der Gleichung durch p dividirt, und iiberhaupt néthigen Falls mit — 1 
multiplicirt, so dass in der resultirenden Gleichung 
‘ ¥ (x) =s 
) die héchste Potenz von x den Coefficienten + 1 trigt. 


Die Wurzeln dieser Gleichung kénnen auf Grund der von Herrn 
Gierster angegebenen Classenzahlrelation erster Stufe*) oder nach den 
in der oben angefiihrten Abhandlung**) verwendeten Principien leicht 
aufgezihlt werden. Bezeichnet — A, (u > 0) irgend eine durch p 
theilbare Determinante, durch deren Hauptclasse p“ aber keine niedrigere . 
von 1 verschiedene Potenz von p darstellbar ist, so sind die zur | 
Determinante 

— p* A, 

gehérigen singuliren Moduln Wurzeln der Gleichung 


*) Diese Annalen, Bd. XXI, 8. 1. 
**) Siehe S. 219 Anm, 
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Y (x) = 0, 


2x+u=A, 

und zwar zweifache Wurzeln im Allgemeinen, hingegen fiir x > 0 
und A, = 4 vierfache, fiir x >0 und A, =3 sechsfache Wurzeln. 
Hiezu kommen noch im Falle eines ungeraden 4 je einfach zihlend 
die Moduln der Determinante — 4p’, und der Determinante — p’, 
diese letzteren natiirlich nur, falls p von der Form 4k + 3 ist. Fiir 
den Kall eines geraden 4 hingegen sind noch aufzufiihren: die Moduln 
der Determinante — 4p’ je einfach und diejenigen der Determinante 
— 3p’ je doppelt zihlend, 

Es durchlaufe nun — A, die siimmtlichen verschiedenen Determi- 
nanten, in Bezug auf welche p zum Exponenten uw gehdrt, und es 
werde in ein durch das Symbol 


wofern 


TT 2x 4, 
zu bezeichnendes Product jedes Polynom 
Fox Ag (x) 
einfach als Factor aufgenommen, in welchem A, > 4; hingegen fiir 
eventuell vorkommende A, = 4 resp. = 3, wenn zugleich x von 0 


verschieden ist, das Quadrat bezw. die dritte Potenz des betreffenden 
Polynoms. Ferner sei fiir ein ungerades 4 der Ausdruck 


Fy (2) ’ Fa (x) 
mit TT,, schlechthin bezeichnet, wobei fiir p = 1 (mod. 4) 
: Fa (x) = 1 
zu setzen ist. 
Dann ist nach dem oben Gesagten 


¥ 2 -1(%) = ae : Ths 49i—s eee TH2t2 4, : The ? 

¥,, (2) -= Ts, ’ Th 45-9 oe, Thiers," F,, ,21(@) , F5,21(2). 
Mit Hilfe der im vorigen Paragraphen enthaltenen Relationen lassen 
sich nun leicht weitere Reductionen der Polynome Y vornehmen. Man 
bemerke hierzu erstens, dass jedenfalls (—* +) =-+ 1, insolange u 


von 0 verschieden ist; zweitens, dass jenes abweichende Verhalten der 
Polynome von der Form 


F',,2 (2), F, 2x (2) 


durch die Multiplicitiit gerade compensirt ist, in welcher eben diese 
Polynome eventuell in TT,2x, enthalten sind. Bezeichnet man noch 
“& 


(—) und ( J durch ¢ und ¢ bezw., so kann man die in Betracht 
P P 





rh 











kommenden Relationen des vorigen Paragraphen fiir unsere Zwecke in 
folgende Form setzen: 
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»f 
Th 4, = T13{2 (mod. p), 
Tipe = ie (mod, p), 


p=} (p—8) 
F, ,21(@) = (e—1728) * (mod. p). 
2p'—! (p—e') 
Fy 2 (@) =a : (mod. p). 


Sonach wird 


. i—1 1 
Weis = TT, THER, .. . Tree). ee! ™ (mod. p), 





42-3 
pit (p90 
Wy =e, mez)... meg). @—1198) * 
apt (p=) 
2 ' (mod. p). 


Setzt man zur Abkiirzung 


Wages : TT, — Qee—1, 
(1) p—*# 2X(p—+) 
Thi4g9* (@ — 1728) ee * Qo, 
so wird 
(2) Wo;-1 = Qoy—1 . QF if”, ere gp (i) (mod. P); 
Wo, = Qe, WP... QF" (mod. p) 


infolge der bekannten Relation 


1+ OF + Sees 


4. 


Fiir die Polynome Y; (mod. p) kénnen nun auf anderem Wege 
Formeln gefunden werden. Fiir ungerade 4 = 27 — 1 kann man dazu 
ohne weiteres die Congruenz*) 


1 
®21-1(2, y) = U {(y — ar?) (yet —az) oe") (mod. p) 
bentitzen, aus welcher fiir y = a folgt 


Wos—1(s2) = (aP™!—? — 22)? (ge! —g)Polp) . . - (xr — x)2¥") (mod. p). 





*) Wiener Berichte a. a. O. 
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Hingegen fiir gerade 4 = 21 hat man 
1 


2:2, 9) =] [{(y—22"% (ye *—a)}oe'- 9). (y— ayo") (mod. p), 


@=! 





und hierin ist (y—a)e(» hervorgegangen aus dem Product 
1 ‘ 
[T=T]y-— pet nett nee +-- 9}, 


ausgedehnt tiber alle primitiven Wurzeln @ der Gleichung 
U 
a? == 1, 


Man hat nun durch p zu dividiren und y = x zu setzen. Da 


Pp =] [u—o, 


so erhilt man 


>LI- ee ptictnet net, 


oder unter Anwendung eines bekannten Satzes aus der Theorie der 
héheren Congruenzen 


[TH at netenet-. fetes 
=(04 oy pen (mod. p). 
Also wird 
Wo3(x) = (oP**— —x)? (a — £)29'P) «6. (gr® az)? (p! ~1) 


(@: zy" (mod. p). 


Fiir 1 = 1 ergiebt sich mit Riicksicht auf Gleichung (2) des vorigen 
Paragraphen 


2 dz \p—1 
Q, = (wr — 2). (Q-42Y~ (mod. p), 
woraus, weil augenscheinlich Q, ein vollstiindiges Quadrat (mod. p) 


ist, hervorgeht, dass schon 
y—1 


Y= (Q se) (mod. p) 





*) Wenn 
go +nOt nO + 


die Entwickelung von x nach Potenzen von Q = e*7*” vorstellt, 








ell 
ges 


(3) 
50 


(4 
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eine rationale Function (mod. p) vorstellt. Wird nun zur Abkiirzung 


gesetzt 
); (3) ee = O2e-1, 
(aP*®? — )?. y? = O20; 


so ergiebt sich aus dem Vorangegangenen 
Yop 1 = Oy.» Of{2) +» - Op" (mod. p), 
¥,, =G,, -GRR--- og (r-?) (mod. p). 


Werden diese Formeln mit den entsprechenden (2) des vorigen Para- 
graphen zusammengehalten, indem man der Reihe nach /—1,2,3,... 
setzt, so ergiebt sich allgemein: 


— * 
Q, = 0, (mod. p). 
Fiir ungerade 4 = 21 — 1 ist also 
2 — fpptt—t 
T145,-1° Tp = (2? — ax)? (mod. p), 
woraus zu ersehen steht, dass TT, dem Quadrate einer ganzen Function 
congruent gesetzt werden muss: 


TI, = v,? (mod. p). 


(4) 


2 


Also erhalt man 
(1) Nan. t= (a?*'—* — x) (mod. p). 


Hingegen fiir gerade 4 = 2/ eriibrigt noch die nahere Bestimmung der 
rationalen Function 


r 


e> 
dz\? 
y= (Q aq (mod. p)- 
Hiezu kann man auf mebreren verschiedenen Wegen gelangen; wir 


wihlen hier denjenigen, durch welchen man am schnellsten zu dem 
gewiinschten Ziele kommt. 


Ks ist 
re. On... Rear 2 
Q~ digQ ~ 2xi do’ 
also *) 
dx 
Qi9g = - Gy VB - (w@ — 1728)! a 
also 


p'? ae (2) al”. (@—1728)3 (7-0) . g(r), 
Nun sei zur Abkiirzung 
12 * 
gt) 4=e] [a—e 
m=1 
mit H bezeichnet; dann ist 


*) Vgl. Hurwitz, Modulfunctionen, Math, Ann. Bd, XVIII. 
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@ 


oh (@,, p@,) = Q? T1(1— Qe™)*4 = He (mod. p), 
und folglich 


! = _A(@, @y) 


He! ~~ A(@, poy) 
Bildet man nun die Summe*) 


p—1 
den A (a; , @g) + >’. A (a, @) 
A(@, P@) = A (pa, @ +h) ’ 
. . . @. . : 
so ist dieselbe nur von dem Verhiiltniss — = @ abhiingig, ferner in- 
1 

variant bei siimmtlichen linearen Transformationen von @, und schliess- 
lich fiir alle im Inneren der positiven Halbebene gelegenen Werthe 
von @ endlich. Sie ist somit eine ganze rationale Function von x 
und ausserdem mit ganzzahligen Coefficienten versehen, weil die Ent- 
wickelung von S nach Potenzen von @Q lauter ganze Zahlen zu Coef- 
ficienten besitzt. Da aber in der Entwickelung von 


—1 p—l 
A(@,, @.) bee p? H (Q) 





A (pa, @, + h) 
0 








Qhni 1 
h=0 u(e Pp gr) 
nach Q-Potenzen alle Coefficienten ganze durch p theilbare Zahlen 
sind, so ist jetzt einfach 


A= 


1 








a= S (mod. p). 
Hieraus ergiebt sich 
‘eo — 1728)3(P—D gAlp—0) 
pe? = OO — (mod. p). 


Wenn man Zihler und Nenner des rechts stehenden Bruchs mit der 
ganzen Function 


, —1 — 8 
+ 1 79Q)3(1—e) »-4(1—2’) ae fn Ree 
(e— 172g att—) [se (—*), ve = (—*)] 
multiplicirt, so liisst sich aus dem neuen Zihler 
(%—1728)8(e—9 gAlp—#) 
die zwélfte Wurzel rational ausziehen ; dieselbe Eigenschaft muss somit 
auch der Nenner gewonnen haben. Also kénnen wir setzen 





a 
__ (w— 1728) * -x 
» = = (mod. p), 


wo y wieder eine ganze und ganzzahlige Function von « bedeutet. 
Die Congruenz 





*) Diese Summe ist der Quotient des vorletzten Coefficienten durch den letzten 


in der Multiplicatorgleichung vom Transformationsgrade p fiir die Grosse 


4. 
A 









ab 
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Q3; = Q2, (mod. p) 
aber verwandelt sich hiernach in 


(II) Tl4g,° % = aP*' — » (mod. p). 


Aus den Relationen (I) und (II) folgt jetzt sofort der Satz: 


Die Polynome 14, enthalten nach dem Modul p genommen keine 
quadratischen Factoren. 


Da ferner F'4,(”) ein Theiler von TT, ist, so kann man sagen: 
Ist p eine in 6A nicht enthaltene Primzahl und (=) =-+ 1, so 


enthiilt F’'4(x) (mod. p) keine quadratischen Factoren. 


5. 
Es sei nun angenommen, dass sich das Polynom 
Fi4(2) 

rational in Factoren zerlegen lasse, deren Coefficienten dem Zahlkérper 
(1, Y—A) angehéren. Findet eine solche Zerlegung statt, so kann 
man die einzelnen Factoren jedenfalls dergestalt geschrieben denken, 
dass die héchste jeweils vorkommende Potenz von « den Coefficienten 
+ 1 triigt, worauf alle iibrigen Coefficienten von selbst ganze Zahlen 
des Kérpers (1, /—A) sein miissen, weil ja simmtliche Wurzeln von 
F4(x) = 0 ganze algebraische Zahlen sind. 

Man bezeichne nun irgend einen in F4(x) enthaltenen unter 


Adjunction von /—A irreducibeln Factor mit f(x), irgend eine Wurzel 
der Gleichung 
f(z) = 90 


mit «,;°p sei eine in 6A nicht enthaltene Primzahl, von welcher —A 
quadratischer Rest ist, » einer der beiden in p enthaltenen conjugirten 
Primfactoren, P eine der beiden Formen von der Determinante — A, 
durch welche p dargestellt wird, dann ist auf Grund der erhaltenen 
Resultate leicht zu zeigen, dass auch P.x,, nimlich der Modul, welcher 
aus «, durch Composition mit P hervorgeht, die Gleichung /(«) = 0 
befriedigt, 

Man denke sich die Gleichung gebildet, deren Wurzeln aus denen 
von f(z) = 0 durch Composition mit P erhalten werden. Da allgemein 
P.a2= P(2), 
worin P(x) eine rationale Function mit Coefficienten aus dem Zahl- 

kérper (1, “/—A) bedeutet, so wird jene Gleichung, die durch 

f,(@) =9 
bezeichnet sein mége, Coefficienten von derselben Higenschaft besitzen 
wie f(z). Bildet man ferner jene Gleichung 
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fv) =9, 
deren Wurzeln durch Anwendung sémmtlicher Transformationen p'« 
Ordnung aus denen von f(x) = 0 hervorgehen, so ist klar, dass f(z) 
durch f,(z) ohne Rest theilbar sein muss. Aber wie schon friher in 
einem tihnlichen Falle hat man hier die Congruenz 


f(*) =f (mod. ») 


®, (%, y) = (y—#?) (y?— x) (mod. ») 
ist. Also ist f,(~”) (mod. ») ein Theiler von f(x)?+* (mod. )) und besitzt 
somit keinen nicht schon in f(#) enthaltenen Primfactor, 

Aus der Voraussetzung, dass f(x) irreducibel ist, folgt dieselbe 
Eigenschaft fiir f,(x); denn die Wurzeln von f(x) = 0 sind aus denen 
von /,;(~) = 0 mittelst der rationalen Function 

P-(a) 
zu erhalten. Sollte also P(x,) nicht Wurzel von f(x) =0 sein, so 
miisste F’4(~”) durch das Product der in solechem Falle durchaus ver- 
schiedenen Polynome f(#) und /,(x) theilbar sein.. Hieraus aber wiirde 
nach dem Friiheren die Existenz von quadratischen Theilern in F'4(x) 
(mod. ») folgen, was dem Endresultate der vorigen Paragraphen wider- 
spricht. Also ist nothwendig 


ee f(a) = f(#) 
identisch erfiillt. 
Sei nun 2, eine Wurzel von 
f(z) = 9, ; 
x, aber ein beliebiger zur Determinante — A gehdriger singulirer 


Modul. Wenn dann A jene Formenclasse ist, mit welcher x, componirt 
werden muss um in 2, tiberzugehen> 


weil 


%=A-x,, 
so wihle man eine durch A darstellbare Zahl a aus, welche gegen 
6A theilerfremd ist. Es sei dann in Primfactoren zerlegt 
a= p*.p™..., 
Aa P*,.P™..., und fan Pe, Pm... 2%. 

Nun folgt durch wiederholte Anwendung des friiher gefundenen 
Satzes offenbar aus der Annahme, dass x, eine Wurzel von f(z) = 0 
ist, das Gleiche fiir z,, so dass also f(x) =O durch simmtliche 
singularen Moduln der Determinante — A befriedigt wird. 

Somit ist bewiesen: 

Die Gleichung F'4(z)=0 ist auch nach Adjunction von Y~—A 
irreducibel. 


Prag, im Mirz 1885. 


also 
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Poncelet-Zeuthen’sche Polygone, welche einem 
Gebilde zweiten Grades eingeschrieben sind. 


Von 
A. Voss in Miinchen. 


In einem Aufsatze iiber Gebilden zweiten Grades umschriebene 
Polygone hatte ich gezeigt*), dass die Untersuchung derselben wesent- 
lich mit der Betrachtung zweier schiefer Determinanten verkniipft ist, 
die zu den Bertihrungspunkten der Seiten gehéren. Aber auch die 
verwandte Aufgabe, ,, Kin geschlossenes Polygon zu construiren, dessen 
Ecken auf einem Gebilde zweiten Grades liegen, und dessen Seiten 
beziehlich durch gegebene feste Punkte gehen“, ist von jenen Formen 
abhiingig. Damit ist die Theorie der Poncelet-Zeuthen’schen 
Polygone**) und entsprechender Gebilde in héheren projectiven Riumen 
auf eine gemeinsame Quelle zuriickgefiihrt, niimlich auf die Theorie 
der schiefen Determinanten, wie ich im folgenden zu zeigen beab- 
sichtige. ***) 

Eine analytische Untersuchung der hier in Betracht kommenden 
Fragen scheint man bisher fiir schwierig oder weitliufig gehalten zu 
haben.+) So fiussert sich z. B. Ponceleta.a. O. 222: ,Je n’essayerai 
pas, de démontrer ... au point de vue analytique: ce serait d’une 
longueur, si ce n’est d’une difficulté extréme“; Aehnlich Herr Zeuthen 


*) Math, Annalen XXV, 8. 39. 

**) Wenn ich hier diese alte, in ihrer einfachsten Gestalt schon von Pappus 
gestellte Aufgabe, mit Poncelet’s Namen in Verbindung bringe, so geschieht es 
deshalb, weil letzterer sich besonders ausfiihrlich mit derselben beschiftigt hat, 
Vgl. Poncelet, Applications d’analyse et de géometrie, Paris 1862, S. 145—248; 
Traité des prop. proj. T. I, 8, 388—342; Zeuthen, Théorie des figures projectives 
sur une surface du second ordre, Math, Annalen XVIII, 8. 33—40. 

***) Die Existenz eines solchen Zusammenhanges konnte tibrigens vermége 
einer erweiterten Theorie der orthogonalen Substitutionen, wie ich sie Math. 
Annalen XIII, 8. 320 begonnen habe, vorausgesehen werden. 

+) Analytische Betrachtungen der einfachsten Fille findet man in den 
Nouveaux mém, de l’acad, de Berlin 1776, Act, Acad, Petrop. T. IV, Part I, II, 1780. 
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a. a. O. S. 58 ,,Sans essayer de surmonter les difficultés, qui s’oppo- 
seraient & une étude algébrique compléte des cycles“. Dem gegeniiber 
mochte ich darauf hinweisen, wie mit relativ einfachen Mitteln gerade 
die vollkommen adiquate analytische Darstellung der interessanten 
Betrachtungen, die Herr Zeuthen entwickelt hat, ausgefiihrt werden 
kann. Wenn ich dabei in § III etwas ausfiihrlicher gewesen bin, so 
geschah es deshalb, weil die algebraischen Fragen, die Herr Zeuthen 
beriihrt, doch eine etwas andere Gestalt annehmen, als die geometrische 
Analyse vermuthen liess.*) 








1. 
Die Fundamentalgleichung der Aufgabe. 


Das Gebilde zweiten Grades sei in p homogenen Coordinaten 
a, tm1,2...p, 
p 
(1) (az)? = Duk ap tity = 0; 
1 
die m gegebenen Punkte mégen zu Coordinaten 
B*, Bat, 0g Bers Raw 1, F,...,8; 
haben. Alsdann sind die Coordinaten § der Ecken A,, A,,..., An 
des gesuchten Polygones: 
A, : gi mm Fi, 
A, : & =y + 4,2), 
(2) A, : 8 = yi + A, a;' + 4,27, 


Ay: B® = yi tA +--- pf Agz, 
mit der Bedingung des Schliessens 
(3) E*=— oy, t=—1,2...p, 
wobei die 4,, 4,, ..., 4n, @, zu bestimmende Parameter sein werden. 
Die Bedingungen, welche ausdriicken, dass die Coordinaten (2) der 
Gleichung (1) geniigen, sind, wenn 
(a; az) = (kl) = (Uh), 


(az ay) = (yk) = (ky), 
kta l,2.:.%, 









gesetzt wird, 
(4) (ay)? = (yy) =9, 














*) Vgl. namentlich den Inhalt der von demselben a. a. O. S, 58—59 formu- 
lirten Resultate. 
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2(yl) + a,(11) =0, 
2 (y2) + 24, (12) + 4,(22) =0, 
(5) —--&(y3) + 2A, (13) + A,(23) + A, (33) = 0, 


2(yn) + 24, (1m) + 24, (2m) +--+ + An (mn) = 0. 


Die Determinante Q der p+ m homogenen linearen Unbekannten 4 
und y in den Gleichungen (3) und (5) muss verschwinden. Durch 
ganz analoge Umformungen, wie in der angefiihrten Arbeit,*) erhiilt 
man, falls A die Determinante**) der Coefficienten a;, der quadratischen 
Form von (1), 0;, die durch A dividirten ersten Unterdeterminanten 
derselben bedeuten, und 





oe 
‘= Te? 
gesetzt wird, 
0 (12) cee (1) x,' eos Ly' 
—(12) QO --+ (20) a? ---2,? 
(6) Q=a(+te —(1n) —(2n)--- 0 2" +++ a" | —=0. 
—Zaz,' —x;? sae —zx," 04,2 °° Ope 
ae | Lp' oo Ly? 7? oS Lp" Opi o* OppZ 








Die Gleichung p' Grades fiir z, welche aus (6) entspringt, hat zu 
Coefficienten von z? und 2° die beiden schiefen Invarianten J, = (i,)’, 
J, = (i,)? der Punktgruppe.***) Ausserdem ist 

Q(—2) = (—1I)" Qe), 
d. h. Q ist entweder eine gerade oder ungerade Function von z. Sind 
nm und p beide gerade, so hat man eine Gleichung vom Grade z in 2°; 


sind beide ungerade, so ist eine Wurzel gleich oo, und die iibrigen 
—1 


2 





bestimmen sich aus einer Gleichung 2 Grades in 2?; bei ungeradem 


p und geradem » hat man eine Wurzel z=0; endlich bei ungeradem n 
und geradem p die beiden Wurzeln 2 = 0, ¢ = 00. 





*) Math. Ann. XXV, S. 51 ff. 

**) Im folgenden ist daher A == 0 vorausgesetzt. Uebrigens lassen sich bei 
beliebiger Art des Verschwindens von A die Betrachtungen fast ungeiindert 
wiederholen. 

*#*) a, a. O. S. 54. 
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Ausserdem findet man, wenn 


|a1) Se az) +++ (1m) | 
(7) 5 — Pe (22) CFO... (2n) | 
(n1)e@ (n2)@ -+ + (nn) Cte | 


gesetzt wird, durch aihnliche Umformungen:*) 
1—o\"-— 

(8) z—(“5t)" 9, 

durch welche Relation der » — p-fache Factor 1 — @ aus = abgeson- 
dert wird. Das Verschwinden von £ driickt die Vertriglichkeit der 
linearen Gleichungen fiir die 4 allein aus, welche man aus (3) und (5) 
leicht erhilt. Zugleich sieht man, dass @ = 0, oo keine Wurzel von 
(6) sein kann, solange nicht einer der gegebenen Punkte auf dem 


Gebilde zweiten Grades liegt, was im folgenden ausgeschlossen sein 
soll. Insbesondere hat man fiir 9 = 0 


(8a) 2? Q(-+-1) = (11) (22)... (mn). 
Man erhiilt ferner aus den Gleichungen (5) in Verbindung mit (3) 
(9) (ay (1—9*) = 0, 


und, wenn man die zu zwei Wurzeln 9;, 9, gehdrigen Werthe der y 
durch entsprechende Indices andeutet, 
(10) (ay: an) (L—@ en) = 0. 

Aus (9) und (10) folgt: 

Jede von + 1 verschiedene Wurzel 0 von (6) liefert ein dem Gebilde 
eingeschriebenes Polygon Py, da die Gleichung (4) von selbst erfiillt 
ist. Diese Wurzeln sind paarweise reciprok, und die correspondirenden 
Ecken zweier Polygone P,,, P,,, welche zu nicht reciproken Wurzeln 
gehoren, liegen auf einer ,, Erzeugenden“ von (1). 

Zu den Wurzeln + 1 gehdren im allgemeinen keine Polygone P. 
Sie bilden Polygone TT(+-1), welche der folgenden Aufgabe ent- 
sprechen: 

» Man soll ein geschlossenes Polygon construiren, dessen » Seiten 
S,...+8, beziehlich durch n gegebene Punkte A, ... A, gehen, und 
dessen auf der Seite s; liegende Ecken conjugirt sind zu dem Punkte 
A; und dem Schnittpunkte von s; mit der Polare von A; in Bezug 
auf das Gebilde zweiten Grades.‘ Diese Aufgabe hat im allgemeinen 
keine Lisung, fiir welche die Ecken des Polygones nicht auf dem 
Gebilde liegen, wenn » und p beide gerade sind; in den anderen 








*) a. a. O. S. 58, 
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Fillen sind eine oder zwei durch lineare Gleichungen vermittelte 
Lésungen vorhanden. 

Endlich hat man noch: 

Das Product der Abstandsverhiltnisse der gegebenen Punkte A zu 
den Ecken der Polygone Po, TI(-+-1), ist gleich 

(—1)"@, 

durch welchen Satz der Wurzel g, zu der ein jedes Polygon gehért, ~ 
eine geometrische Bedeutung gegeben wird. 

Ich beriihre endlich den Zusammenhang mit der Theorie der ortho- 
gonalen Substitutionen. Die Gleichungen 


B= yt aa, im 1,2...p, 
1 


begriinden nebst den (5) tiberhaupt eine lineare Transformation des 
Punktes y in &, fiir welche 
(ay)? = (ag)? 

wird, das heisst eine orthogonale Transformation im weiteren Sinne 
(Hermite’sche Transf.). Die Haupteigenschaften dieser geometrisch 
im vorigen charakterisirten Umformung lassen sich daher unmittelbar 
aus der Theorie der orthogonalen Substitutionen entnehmen.*) Eliminirt 
man die Gréssen 4, so erhalt man die p Substitutionsgleichungen in 
der Form 








y Phe g; 2 
ax 1a x; BPose+ Hi 
@1) (1) + O Jo saae...y, 
(yn) 2(1n) 2(2n)--- (mn) 
oder 
Pp 
yi — §& = 2 $Y; Dis. 
1 
Aus diesen erhilt man fiir £;—= — oy; die Coordinaten der sich selbst 


entsprechenden Punkte, Ist daher die Wurzel g@ = 1 vorhanden, so 
verschwindet die Determinante der b;,; ihre Unterdeterminanten liefern 
die Coordinaten des zugehérigen Punktes. Fiir den Fall, dass ge—=—1 
Wurzel ist, hat man die Unterdeterminanten von 
| bis —1| 

zu benutzen; einfacher ist es jedoch in diesem Falle die schiefe Deter- 
minante X zu betrachten, deren Unterdeterminanten den A pro- 
portional sind. 


*) a. a. 0. 8. 341 ff. 














II. 


Die Polygone von Poncelet und Zeuthen. 


Fiir p = 3 lésen die allgemeinen Untersuchungen in I die Aufgabe, 
einem Kegelschnitte ein Polygon einzuschreiben, dessen Seiten der 
Reihe nach durch gegebene Punkte gehen; man hat die Construction 
eines Poncelet’schen Polygons. Es geniigt daher, hier kurz an die 
im Wesentlichen bekannten Resultate zu erinnern, die sich aus den 
allgemeinen Formeln unmittelbar ergeben. Aus der Identitit I, 8 erhilt 
man fiir p = 3 bei geradem m die Gleichung I, 6 in der Form: 
(1) (1—e) (1 —e)? Js + (H—Jd,) (1+¢@)*] =9, 
in welcher H = (11) (22)...(mm) zu setzen ist. Es existiren also 
zwei Poncelet’sche Polygone P),, Po, und ein linear construirbares 
Polygon TT(+ 1). Aus den involutorischen Beziehungen I, (9), (10) 
folgt: Die Ecken der Polygone P sind die Beriihrpunkte der von den 
Ecken des Polygons 11(-+ 1) an den Kegelschnitt gezogenen Tangenten. 
Damit ist zugleich die Construction der beiden Polygone P mittelst 
des linear construirbaren Polygones TT(-+ 1) auf ihren einfachsten 
analytischen Ausdruck zuriickgefiihrt. Die Coordinaten der (ersten) 
Ecke eines Polygones T1(+- 1) sind im vorigen Paragraphen gegeben. 

Die drei Polygone P und TI(+1) coincidiren, wenn 

H=J, 

ist, d. h., wenn einer der n Punkte sich auf einem durch die anderen 
bestimmten Kegelschnitte befindet, der mit dem gegebenen auf der Geraden 
i, = 0 eine doppelte Beriihrung hat. 

Verschwindet dagegen J,, so hat man der Wurzel 9 = — 1 ent- 
sprechend eine lineare Reihe von Polygonen TT(—1), unter denen sich 
zwei Poncelet’sche befinden, die noch immer mittelst Hiilfe von 
TI(+1) construirt werden. Die-Ecken der Polygone T1(— 1) durch- 
laufen daher die Polaren der Ecken des Polygones T1(+ 1); einer der 
n Punkte muss sich auf der durch die iibrigen bestimmten Geraden 
i, = 0 befinden.*) 

Da J, nicht mit allen zweiten Unterdeterminanten verschwinden 
kann, weil sonst die Gleichung 3'" Grades (1) vier Wurzeln — 1 
haben miisste, wiihrend sie doch, wie aus der Form von & (lI, (7)) 
hervorgeht, nie identisch verschwinden. kann, so lange H nicht Null 
ist, so ist nur noch der Fall méglich, dass die schiefe Determinante 
gerader Ordnung mit allen ersten (also auch allen zweiten) Unter- 
determinanten. verschwindet. Jeder Punkt der Ebene ist dann Ecke 


*) Die Construction derselben siehe § III. 
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eines Polygones T1(+ 1), und jeder Punkt des Kegelschnittes Ecke eines 
Poncelet’ schen Polygons. 
Bei ungeradem n*) wird die Gleichung I, (6) 


e, (2) 0= (1+) [(1 +e)? J; —(—e)? H+d,4)]; 
" in Bezug auf dieselbe gelten- ganz analoge Bemerkungen. Endlich hat 


“" man noch den Satz: 

Das Product der Abstandsverhiltnisse auf den Seiten der Polygone 

= TI ist bet einem Kegelschnitte gleich +- 1. 

5 Kiir p= 4 erhilt man die analogen Untersuchungen iiber die 
Polygone, welche Herr Zeuthen a. a. QO. betrachtet hat, und die ich 
daher Zeuthen’sche Polygone nenne. Bei geradem n hat man nach 

80 dem in meiner friiheren Arbeit benutzten Verfahren aus I, (6) die 

eg Gleichung 

0) (3) etd, + 2(H—J,—J,A) + J,A=0 

- mit der in die beiden Factoren 

Ist H—(i,+i,VA), H—(,—i, VA), 

n) zerfallenden Discriminante 

n 

ate (4) D = (H—Jd,—Jd, Ay — 4d, J,4. 

Im allgemeinen existiren also vier in zwei Paare geordnete Polygone 
P; correspondirende Ecken von nicht ein Paar bildenden Polygonen 
- liegen nach I, (9), (10) auf einer Erzeugenden. Bei einer Fliche mit 
ie reellen Erzeugenden, d. h. positivem A, haben die Wurzeln 2,’, z,? 


von (3) so lange sie reell sind, gleiches Zeichen. Alle vier Polygone 
-. P sind also entweder gleichzeitig reell oder gleichzeitig imaginir. Bei 
wt negativem A sind dagegen immer zwei, aber auch nur zwei, reelle 
hen Polygone vorhanden. Denn das Product der Wurzeln z,? und 2,’ ist 
ra nach (3) negativ, also sind sie nicht complex conjugirt, und die eine 
von ihnen ist positiv, die andere negativ. 





ler 

= Es giebt nur zwei doppelt zu rechnende Polygone P, wenn D 
verschwindet. Dazu ist erforderlich, dass einer der n Punkte auf einer 

bias der beiden durch die iibrigen bestimmten Flichen zweiten Grades 

sl H — (i, +i, VA)’ =0 

ull liegt, welche die gegebene liings Kegelschnitten beriihren. Dieser Fall 

nte kann aber, so lange J, oder J, nicht verschwinden, bei einer nicht 

er- sccm . 

che *) Fiir 3 Punkte findet man, dass die Ecke des Polygones TT(—1) der im 


§ III mit [1 2 3] bezeichnete Punkt ist. Man erhiilt so gerade die von Gergonne 
Annales VII, p. 325, und Durrande, ebenda, t. XIV, p. 47 hergeleitete, Con- 
struction. 
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geradlinigen Fliiche fiir einé reelle Punktgruppe (welche hier voraus- 
gesetzt wurde) nie eintreten. 

Ist dagegen » ungerade, so wird die Gleichung Q = 0 
(4) (1—@) (L+e) [(l—e)’ 4 + (1+ 0)? B] = 9, 
wobei 

4 (A+B) = H. 

Zur Berechnung von A und B wiirde die Bestimmung des Coefficienten 
von e*~' in & erforderlich sein. Es sind also im allgemeinen zwei 
Polygone TT(-++ 1) vorhanden; aus ihnen ergeben sich mit Hiilfe von 
I, (9), (10) die Ecken von zwei Zeuthen’schen Polygonen. Specielle 
Fille von untergeordneter Bedeutung sind A=0, B= 0. 


ill. 
Punktgruppen, fiir welche unendlich viele Lésungen auftreten. 


Kin besonderes Interesse beanspruchen nun diejenigen Fille, in 
denen unendlich viele Lésungen auftreten, wie sie schon fiir den Fall 
p = 3 gelegentlich erwihnt wurden. Sie sind dadurch charakterisirt, 
dass fiir eine der Wurzeln von Q vollstiindige Unterdeterminanten- 
systeme verschwinden. Geschieht dies fiir eine von ++ 1 verschiedene 
Wurzel, so geschieht es unter genau denselben Modalitiiten auch fiir 
die reciproke Wurzel*); die Wurzeln +1 nehmen dabei tiberhaupt 
eine besondere Stellung ein. ° 

Herr Zeuthen hat sich insbesondere in seiner Theorie der Cyklen 
mit diesen Fillen beschiftigt**), und es wird die Aufgabe des folgen- 
den sein, die Bedingungen hierfiir algebraisch zu formuliren. 

Hierzu sind einige Siatze iiber das Verschwinden von Unterdeter- 
minantensystemen erforderlich, die man leicht aus einer Betrachtung 
von Herrn Kronecker ableitet. ***) 

Wenn in einer Determinante alle Unterdeterminanten p + 1' 
Grades verschwinden, wihrend die vom p‘* Grade nicht siimmtlich 
Null sind, so muss es auch Hauptunterdeterminanten p'*" Grades geben, 
welche nicht Null sind. Denn bei einer Determinante mit beliebigen 
Elementen kann jede Partialdeterminante als solche angesehen werden; 
fiir symmetrische und schiefe Determinanten, und diese kommen hier 
vorzugsweise in Betracht, besteht aber der Satz ebenfalls.+) Die 
Determinante A, in welcher die p + 1'° Horizontal- und Verticalreihe 
herausgehoben ist, 


a 


*) Math. Ann. XIII, S. 326 ff. 
**) Math. Ann. XVIII, S. 50—58, 
***) Journal von Borchardt, LXXII §. 153. 
+) Vgl. Frobenius Journal von Borchardt LXXXII, 8. 241 u. ff. 
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zerfallt in vier Felder, welche durch I, Il, III, IV bezeichnet sein 
mogen; die Hauptunterdeterminante in I verschwindet nach Voraus- 
setzung nicht. Damit alle Unterdeterminanten p + 1" Grades Null 
sind, muss die durch Rindern mit je n—p—1 Vertical- und 
Horizontalreihen mittelst willkiirlicher Gréssen aus A hervorgehende 
Determinaute A’ verschwinden. Man kann nun alle Elemente in den 
Feldern IL, 1V vermége der Elemente in I zerstéren. Dann treten an 
Stelle der iibrigen Elemente in III ebensoviele Unterdeterminanten 
p-+ 1" Grades. Dann verschwindet A’ offenbar, wenn alle (n —p—1)? 
Unterdeterminanten im Felde III, sowie die 2(m — p — 1) anderen, 
welche an dasselbe angrenzen, und die Hauptunterdeterminante 


>+ (441 Gy - + - Mp41 pt) 
verschwinden. Diese Bedingungen sind hinreichend; sie sind auch im 
allgemeinen von einander unabhingig, da jede derselben ganz neue 
Elemente von A in sich aufnimmt; ihre Zahl ist 
(n — p/. 
Fir eine symmetrische Determinante reducirt sich diese Anzahl wegen 
der Symmetrie der Unterdeterminanten auf 


; (n—p) (n—p+1); 
sie enthalten die Elemente zum Theil quadratisch, zum Theil linear. 
Handelt es sich um eine schiefe Determinante, so muss p eine 
gerade Zahl 2q sein, ausserdem aber sind die Hauptunterdeterminanten 
2q + 1% Grades Null. Die Zahl der im allgemeinen von einander 
unabhingigen Bedingungen betriigt mithin: 


Ba yz (n—2q)(n—2q—1). 
Man kann statt dessen oa das Verschwinden aller Unterdeterminanten 


2q + 2'= Grades verlangen. Eine ahnliche Abziihlung liefert als Zahl 
der Bedingungen 


1 + (n—2q— 2) +> (n—2q -1)(n—2qg—2), 


was mit dem soeben gegebenen Werthe iibereinstimmt. 


16* 
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Diese Bedingungen aber sind, wie aus den Eigenschaften der 
Pfaff’ schen Ausdriicke hervorgeht, simmtlich linear in den sie) 
Elementen der schiefen Determinante A. 

Bezeichnet man niimlich die Hauptunterdeterminante des Feldes | 
durch R?, so treten an Stelle der Elemente im Felde III die Ausdriicke 

p 
Ra,, — 2D} Akg Ori i » *» @=p+il,...,n, 
welche bekanntlich verschwinden, so oft die beiden Indices r, g 
einander gleich sind. 

Damit also in einer schiefen Determinante gerader Ordnung die 
2p" und 2p + 1" Unterdeterminantensysteme verschwinden, miissen 
(2p-+1)(p+1); und damit in einer solchen Determinante ungerader 
Ordnung die 2p — 1'*" und 2p'" Systeme der Unterdeterminanten ver- 
schwinden, miissen p(2p-+-1) in den Elementen lineare von einander 
unabhiingige Relationen stattfinden. 

Insbesondere erfordert also bei einer schiefen Determinante gerader 
Ordnung das Versckwinden der zweiten und dritten Unterdeterminan- 
tensysteme 6 lineare Relationen, das der 0" und ersten aber nur eine 
Relation. Bei einer schiefen Determinante ungerader Ordnung erfordert 
dagegen das Verschwinden der ersten und zweiten Unterdeterminanten 
3, das der dritten und vierten schon 10 Bedingungen. 

Hiernach gehe ich zur Untersuchung der oben erwihnten Fille 
tiber. Sind » und p gerade, so werden zuniichst zwei lineare Reihen 
von Polygonen P auftreten, wenn fiir eine der von -++ 1 verschiedenen 
Wurzeln @ die Determinante Q mit allen ersten Unterdeterminanten 
verschwindet. Man kann diese Frage bequemer an der Determinante 
X untersuchen, welche den Factor z*-? enthiit; ihre ersten Unter- 


determinanten enthalten mindestens noch den Factor 2"-?-!. Durch 
Einfitihrung von 


erhailt man 
(11) » (12) (1-re),.-., (1m) (1+2)| 
ea (ttey |) a), (22)... (2m) (1++-2)]_ 
2 . . ® P 


? A - hii 
(1m)(1—2), (2m)(1—z),..., . (mm) 
Damit & fiir einen von 0, oo verschiedenen Werth von zg sammt allen 
ersten Unterdeterminanten verschwinde, miissen im allgemeinen die 
vier Unterdeterminanten Xnn, Xnn—1, Xn-1iny Zn—in—1 Verschwinden. 
Nun ist £,,, wie man leicht erkennt, eine Function »—2'" Grades 
in z, welche nur gerade Potenzen von z enthiilt; sie wird also nach 
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Entfernung des Factors 2*-?-' noch einmal ¢ enthalten und dann vom 
Grade p — 2 sein. Dasselbe gilt von Z,-1n-1. Dagegen geht £,,-1 
durch Vertauschung von zg mit — ¢ in &,_1, tiber. Man hat daher 


Lanna = (1+2) P(e), Lain = (1—2) P(—a), 


wo P(¢) vom nm — 2" Grade in ¢ ist, also nach Entfernung von 
z*-?—' noch vom Grade p — 1 bleibt. Das Verschwinden der beiden 
Ausdriicke P(z), P(—2) liefert daher zwei neue Gleichungen p— 2! 
Grades in g, in denen nur Potenzen gerader Ordnung vorkommen. 
Man hat also 4 Gleichungen von der Form 


A, 2P-? + A,gr-t* +... = 0; 


die erste enthalt die Coordinaten des n'e* Punktes gar nicht, die zweite 
und dritte enthiilt sie linear, die letzte quadratisch. Aus der ersten 


ergeben sich + (p—2) Werthe von z*; jeder derselben liefert, in die 


> 


3 andern eingetragen, zwei Punkte 2", welche mit den ersten n — 1 
ein System bilden, fiir das eine doppelte lineare Reihe von Polygonen 
P existirt. 

Man kann also im allgemeinen zu n — 1 gegebenen Punkten (n, p 
gerade) p — 2 paarweis zusammengehirige Punkte von der Eigenschaft 
finden, dass sich durch dieselben zwei einfach unendliche Schaaren 
von Polygonen legen lassen, deren Ecken sich auf Erzeugenden des 
Gebildes bewegen. 

Fiir p = 4 erhilt man die von Herrn Zeuthen 8. 51 gegebene 
Construction der beiden Punkte, welche mit 2m — 1 gegebenen eine 
Gruppe der verlangten Art bilden; vermége der Transformation des 
Raumes wird niimlich jedem Punkte y ein Punkt & entsprechen, der 
auf der durch y gehenden Geraden liegt, welche die beiden aus sich 
selbst entsprechenden Punkten gebildeten Erzeugenden der Fiche 
schneidet. 

Die weiteren Betrachtungen beziehen sich auf die besonderen 
Wurzeln -++- 1, da andere Fille, wenigstens so lange man iiber p= 4 
nicht hinausgeht, iiberhaupt nicht auftreten konnen. 

Eine gerade Anzahl von Punkten, fiir welche eine lineare Reihe 
von Polygonen TT existirt, bildet nach Herrn Zeuthen*) einen wnvoll- 
stiindigen Cyklus. Derselbe fordert entweder J, =0 oder J, = 0. 
Im ersten Falle ist das Product der Abstandsverhiltnisse auf den 
Polygonseiten gleich +1, der Cyklus heisse dann erster Art, im. zweiten 
Falle ist der Oyklus zweiter Art.**) 





*) Math. Annalen Bd. XVIII, S. 52. 
**) Wie mir Herr Zeuthen neuerdings (April 1885) mittheilte, hatte derselbe 
inzwischen ebenfalls dieses charakteristische Verhalten der Cyklen bemerkt. 
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Damit n=2m Punkte einen unvolistiindigen Cyklus erster oder 
eweiter Art bilden, muss einer derselben auf einer durch die iibrigen 
bestimmten Ebene liegen. 

Charakteristisch ist fiir den unvollstindigen Cyklus die damit ver- 
bundene Transformation des Raumes, welche jedem Punkte y einen 
Punkt & zuordnet, der in der Ebene liegt, welche durch y und die 
Sehne geht, die die beiden zu den einfachen Wurzeln gehdérigen sich 
selbst entsprechenden Punkte verbindet. 

Vier Punkte bilden einen unvollstiindigen Cyklus erster Art, wenn 


J, verschwindet, d. h., wenn sie in einer Ebene liegen. Der Cyklus” 


ist dagegen zweiter Art, wenn 

V J, = (12) (34) — (13) (24) — (14) (23) = 0; 
die geometrische Construction der Ebene, in welcher der Punkt 4 liegen 
muss, giebt Herr Zeuthen S. 57. 

An Stelle dieser Construction aber lisst sich eine einfachere ent- 
wickeln, welche fiir jede beliebige gerade Zahl von Punkten verall- 
gemeinert werden kann. Da die beiden Determinanten J, und J, in 
dem ganzen Kreise dieser Fragen eine wichtige Rolle spielen, so werde 
ich hier fiir 3 und 5 gegebene Punkte die Ebene construiren, in 
welcher ein vierter resp. sechster Punkt liegen muss, der mit ihnen 
einen unvollstiindigen Cyklus zweiter Art bildet; auf dieselbe Art ist 
bei beliebigen m = 2m zu verfahren. Zu dieser Construction fihrt die 
Bemerkung, dass der Pfaff’sche Ausdruck i, = 0 die gesuchte Ebene 
sofort als Polarebene eines gewissen Punktes erscheinen lisst. Bei 
drei gegebenen Punkten ist nimlich 

tg == (12) (34) — (13) (24) + (14) (23) = (12 34), 
d. h. die Ebene i, = 0 ist Polarebene des Punktes 
a = (12)a2,° — (13) 2? + (23)z;,', 
welcher durch [123] bezeichnet sein mége. Ist nun P der Schnitt der 
Geraden 2,3 mit der Polarebene von 1, Q der Schnitt von 1,2 mit 
der Polarebene von 3, so schneiden sich die Geraden P,1 und Q,3 
in dem gesuchten Punkte [123]. 

Handelt es sich um 5 gegebene Punkte 1, 2, 3, 4,5 so hat man*) 
den Punkt 
& = (2345) x! — (1345) a? + (1245) a3 — (1235)a,;! + (1234)25 
oder [12345] zu construiren. Dazu zerlege man diesen Ausdruck in 
zwei Gruppen, so dass derselbe auf de Verbindungslinie von 


R: (2345)a,' — (1345) 22, 
S: (1245) a, — (1235) a + (1234) 2,5 


*) Baltzer, Determinanten, 4. Auflage, S. 44. 
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liegt. Jeder dieser Punkte liisst sich wieder leicht construiren, Man 
schneide die Polare von [123] mit der Geraden 4, 5; der Durchschnitts- 
punkt ist 
— aw (1235) + #(1234). 

mithin ist R der Schnittpunkt von 1,2 mit der Polare von [345]. 
Der Punkt S liegt dggegen auf der Verbindungslinie von 3 mit dem 
Schnittpunkte der Polare von [123] und der Geraden 4,5, Ebenso 
liegt er aber auf der Verbindungslinie von 5 mit dem Punkte, in dem 
die Polare von [125] der Geraden 4,3 begegnet. Nunmehr liegt der 
Punkt [12345] auf der Geraden R,S. Aber man kann eine zweite 
Gerade S’, R’ construiren, auf welcher er ebenfalls liegen muss, in dem 
man den obigen Ausdruck auf eine zweite Art in zwei Theile S’, R’ 
zerlegt. Man sieht zugleich, wie diese Construction sowohl ganz 
unabhiingig von der Zahl der Dimensionen ist, als auch mit Benutzung 
der Pfaff’schen Ausdriicke in derselben Weise zur Construction von 
[1234567], u. s. w. verwendet werden kann. 

Eine einfache Umformung der Bedingung J, = 0 zeigt, dass die- 
selbe, als Bedingung fiir den letzten Punkt 2 aufgefasst, unmittelbar 
die Form 

ty = @,"A, + 2."A, + +++ + ty" Ap =O 
annimmt, in welcher die A wieder Pfaff’sche Ausdriicke sind; auf 
die Construction dieser Ebene kann hier indess nicht mehr eingegangen 
werden. 

Die Determinante J, verschwindet immer, wenn die » Punkte in 
einer Ebene liegen; J, dagegen, wenn der n'* Punkt der Pol der Ebene 
ist, in welcher die m tibrigen sich befinden. 

Herr Zeuthen unterscheidet noch den singuldren unvollstindigen 
Cyklus;*) er ist durch das gleichzeitige Verschwinden von J, und J, 
bedingt, und fiir eine Gruppe von 2m — 1 Punkten existirt eine Gerade, 
auf welcher der 2m'* Punkt sich dann befinden muss. 

Wenn dagegen J, oder J, mit ihren zweiten und dritten Unter- 
determinanten verschwinden, so bilden die » = 2m Punkte einen voll- 
stéindigen Cyklus**), der wieder von erster oder zweiter Art sein kann. 
Jeder Raumpunkt wird dann in sich transformirt, bildet also die erste 
Ecke eines Polygones 11, resp. P. 

Allgemein kann man bei geradem und p von einem vollstindigen 
Cyklus sprechen, wenn eine der Determinanten J,, J, uebst ihren 
Qren, Zien». ., op — 1" Unterdeterminanten verschwindet. Die Anzahl 
der hierzu erforderlichen Bedingungen betriigt nach dem friiher be- 


merkten z (p—1); » — p+ 1 der Punkte sind dabei willkiirlich, der 


*) a. a. O. 8. 52. 
**) a. a. O, S. 51. 
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n — p -+ 2" muss einer, der folgende zwei linearen Relationen geniigen, 
u. 8s. w., so dass endlich der letzte eindeutig durch die iibrigen be- 
stimmt ist. Man erhalt nun unmittelbar den Satz: 

Der einzige vollstindige Cyklus zweiter Art, welcher von p (gerade) 
Punkten in einem Raum von p — 1 Dimensionen gebildet wird, besteht 
aus den Ecken eines in Bezug auf das Gebildg zweiten Grades con- 
struirten vollstindigen Polareckes. 

Zugleich lassen sich dann die Punkte in beliebiger Ordnung mit 
einander vertauschen, ohne dass sie aufhéren einen solechen Cyklus 
zu bilden, Dagegen lehrt eine einfache Betrachtung, dass J, mit allen 
p — 1" Unterdeterminanten nur dann verschwindet, also ein voll- 
stiindiger Cyklus erster Art nur dann entsteht, wenn diese Punkte 
stimmtlich in einer Geraden liegen und in dieser eine in Bezug auf jeden 
derselben lineare Relation erfiillen. In dem speciellen Falle p = 4 
sagt dieselbe aus, dass die 4 Punkte mit den beiden Punkten, in 
denen ihre gemeinsame Verbindungsgerade der Fliche begegnet, in 
Involution liegen miissen.*) 

Aus der grossen Zahl iihnlicher Siitze, von denen die beiden an- 
gegebenen nur specielle Fille sind, erwiihne ich nur noch den folgenden : 

Sollen 2p—2 Punkte im Rauwme von p — 1 Dimensionen einen 
volistindigen Cyklus erster Art bilden, so miissen sie in einer Ebene 
liegen und in dieser eine Gruppe constituiren, die nach Herrn Zeuthen 
als ebener Cyklus erster Art zu bezeichnen ist. 

Sechs Punkte kénnen daher nur dann fiir p = 4 einen vollstiin- 
digen Cyklus erster Art bilden, wenn sie in einer Ebene liegen, und 
in Bezug auf den in derselben liegenden Kegelschnitt unendlich viele 
eingeschriebene Polygone vorhanden sind. Damit aber 6 Punkte einen 
vollstindigen Cyklus zweiter Art bilden, miissen die 6 Relationen 


(12) (34) — (13) (24) + (14) (23) = 0, 
ie (35) — (13) (25) + (15) (23) =0, 
(12) (45) — (14) (25) + (15) (24) = 0, 
(2) (36) — (13) (26) + (16) (23) = 0, 
) (12) (46) — (14) (26) + (16) (24) = 0, 
(12) (56) — (15) (26) + (16) (25) = 0, 
bestehen; d. h. der Punkt 4 liegt in der Polarebene von [123]; der 


Punkt 5 in der Polare von [123] und [124]; endlich ist 6 der Pol 
der Ebene durch [123], [124], [125]. 


*) Die analogen Sitze fiir ungerades p lassen sich leicht aufstellen. Der 
volistiindige Cyklus von p Punkten ist hier nothwendig zweiter Art, kann also 
nur von den Ecken eines volistindigen Polareckes gebildet werden. Bei beliebigem 
p existirt daher nur dieses, vgl. Math. Ann. Bd. XIII, 8. 345. 
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Ist dagegen m eine ungerade Zahl, p= 4, so verschwinden J, 
und J,. Verschwindet eine derselben mit allen ersten und zweiten 
Unterdeterminanten, so existiren co? Polygone TI(-+- 1), unter ihnen 
co' Zeuthen’sche Polygone, deren Ecken die Polarkegelschnitte der 
Ecken des ausserdem vorhandenen Polygons TT(-++ 1) beschreiben. In 
diesem Falle bilden die » Punkte einen Cyklus, der entweder erster 
oder zweiter Art ist. In beiden Fiillen ergiebt sich: 

Bilden 2m — 1 Punkte einen Cyklus, so geht die Verbindungslinie 
entsprechender Punkte §, y durch einen festen Punkt, die Punkte der 
Fliche werden durch eine Centralprojection vom letateren aus trans- 
formirt. Drei Punkte bilden nur dann einen Cyklus erster Art, wenn 
sie sich in einer Geraden befinden; der Cyklus ist zweiter Art, wenn 
sie ein Poldreieck ausmachen. Ein Cyklus erster Art von fiinf Punkten 
erfordert, dass diese in einer Ebene liegen; der Cyklus zweiter Art 
von fiinf Punkten, von denen 1, 2, 3 willkiirlich sind, erfordert da- 
gegen das Bestehen der drei ersten der vorhin angegebenen sechs 
Relationen. 

Herr Zeuthen hat auch untersucht,*) von welcher Art die Be- 
dingungen fiir die verschiedenen Arten der Cyklen in den Coefficienten 
der Fliiche sind. Wihrend die entsprechende Frage fiir die Coordi- 
uaten der Punkte, wie gezeigt, ohne weiteres sich beantworten liess, 
da man es stets mit einem vollstindigen System von Gleichungen fiir 
die Coordinaten der 1, 2, 3,... letzten Punkte der Gruppe zu thun 
hat, so sind diese Gleichungen nicht mehr der adaiquate Ausdruck 
fiir die Lésung, falls die Coordinaten der Punkte gegeben und die 
Coefficienten der Flichengleichung als variabel angesehen werden. 
Denn es gelten jene Gleichungen nur unter der Voraussetzung dass 
eine gewisse Hauptunterdeterminante nicht verschwindet, enthalten 
also auch Lésungen, welche als unbrauchbar zu bezeichnen sind. Es 
hat zwar keine Schwierigkeit, die Zahl dieser letzteren zu bestimmen, 
und so zu Sitzen zu gelangen, welche den von Herrn Zeuthen auf- 
gestellten entsprechen. Ich erwihne indess nur die folgenden beiden 
Fille. 

Liegen bei geradem p 2m —1 Punkte in einer Ebene, etwa 
x, = 0, so wird J, mit allen ersten und zweiten Unterdeterminanten 
verschwinden, wenn nur eine einzige erste Hauptunterdeterminante 
von J, verschwindet. Diese ist aber eine schiefe Determinante vom 
Grade 2n — 1 + p — 1; ihre Quadratwurzel enthalt die Coefficienten 


ax im Grade n — f . Linear ist also die Bedingung fiir einen Cyklus 
erster Art bei p= 4 nur fiir n = 3. 


*) a. a. O. S. 58—59, 
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Liegen andererseits 2” Punkte in einer Geraden z,1—0, 2,=0, 
so verschwindet wieder vermége einer einzigen Bedingung J, mit den 
zweiten und dritten Unterdeterminanten. Diese enthilt aber die Coef- 


ficienten im Grade Ss—Pts . Linear ist also die Bedingung, dass 


2n Punkte in einer Geraden einen vollstindigen Cyklus erster Art bilden, 
bei p = 4 nur fiir n=2. 

Es sind also keineswegs jene Bedingungen allgemein, wie Herr 
Zeuthen folgert,*) reducibel auf ein System in den Coefficienten aj, 
linearer Bedingungen. Nur in diesem Falle aber wiirde es zuniichst 
von Interesse sein, dieselben weiter zu untersuchen. 


Dresden, Februar 1885. 


*) Herr Zeuthen hatte die Giite, mir seine kurzen Andeutungen in den 
Math, Annalen brieflich zu erliutern, Aber auch so vermag ich dem 8. 59, Zeile 
6—9 v. o. gezogenen Schlusse nicht beizustimmen. 
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Théorie des figures projectives sur une surface du second ordre. 
Par 
H-G. Zeurnen 4 Copenhague. 


(Second article*). 


Dans le § 1 du présent travail je m’occupe d’une propriété métrique 
fort simple des cycles de points auxquels on peut circonscrire une 
infinité de polygones inscrits & une surface quadrique. 

Je lai trouvée — et généralisée dans le § 3 — en partant de 
la considération que le premier membre d’une équation algébrique sans 
aucune racine doit étre constant. Ce procédé énumératif, trés utile 
aussi en beaucoup d'autres cas pour établir des relations métriques dans 
la géométrie, est sans doute bien connu des géométres; mais le seul 
écrit oi je l’aie vu appliqué d’une maniére conséquente est la thése de 
M. E. Holst a Christiania, 

Le résultat auquel je suis arrivé par cette voie s’est montré dé- 
pendre aussi de la propriété des polygones circonscrits 4 une quadrique 
qu’a reconnue Poncelet et dont M. Voss s’est occupé dans un récent 
travail**). La lecture de cette dissertation m’a conduit 4 m’occuper de 
nouveau des cycles; elle n’a donc pas été absolument étrangére & mes 
propres recherches; si elle ne les a pas directement influencées — a 
exception de celles qui s’y rapportent immédiatement. — elle les a 
au moins provoquées dans une certaine mesure; aussi n’ai je point 
été étonné d’apprendre de M. Voss, aprés lui avoir communiqué la 
propriété métrique des cycles, qu'il la connaissait déja et qu'elle se 
trouve & cdté d’autres dans un mémoire qu'il va publier prochaine- 
ment***), et ou je savais déja qu’il étudie algébriquement les polygones 
circonscrits & une suite de points et inscrits & une quadrique. 

Dans le but de parvenir, dans le § 3, & une généralisation de la 
méme propriété métrique, j’ai di étudier, dans le § 2, les congruences 








*) Mon premier article sur cette matitre se trouve dans le t. XVIII des 
Mathematische Annalen. 
**) Mathematische Annalen, t. XXV. 
***) Tl se trouve dans le présent cahier des Annales; la propriété en question 
est démontrée a la p. 241. 
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formées des droites joignant les points correspondants de deux figures 
projectives sur une quadrique. J’ai rencontré alors une congruence 
remarquable, étudiée autrefois par M. Hirst*), qui a montré que la 
congruence formée des tangentes communes 4 deux quadriques qui se 
rencontrent le long des cdtés d'un quadrilatére se décompose en deux 
congruences, qui sont du second ordre et de la seconde classe. Mes 
recherches conduisent 4 de nouvelles propriétés de ces congruences, — 

Afin d’éviter toute confusion j'ai conservé ici pour les figures 
projectives les désignations de premiére et de seconde espece, dans le 
méme sens que dans mon premier article, quand méme certaines cir- 
constances rendraient une interversion de ces noms plus naturelle. 

Je saisis cette occassion de remarquer que M. Voss a bien voulu 
me faire observer que ses recherches algébriques l’ont conduit A des 
conditions de cycles qui sont irréductibles sans étre linéaires par 
rapport aux coefficients de l’équation de la quadrique**). Le résultat 
auquel jai cru parvenir dans le § 5 de mon précédent article est done 
erroné. La faute de mon raisonnement trop hardi, dont je n’ai fait 
d’ailleurs aucun usage, doit provenir de ce que j’ai négligé des facteurs 
qui n’avaient pas besoin d’étre indépendents des coefficients pour 
disparaitre, & cause de la position particuliére des points, indépendem- 
ment des valeurs des coefficients. 


§ 1. 


Propriété métrique des suites infinies de polygones inscrits & une 
surface quadrique et circonscrits 4 un polygone gauche. 


Je commence par rappeler les résultats, établis dans mon précédent 
article sur les figures projectives sur une quadrique, auxquels se rattache 
immédiatement la recherche actuelle. 

Soit donnée une surface du second ordre et 2 points A, B, C,..., 
K, L, M, N, dont aucun ne se trouve sur la surface. Nous appellerons 
circonscrit & la suite des points un polygone, ouvert ou fermé, 
A’ BC’... dont les cdtés passent par ces points, ou par une partie 
de ces points, pris dans l’ordre donné (A’B' par A etc.). 

Si lon cireonscrit & une suite d’un nombre impair de points 
ABC...K w polygone A’ BC’... K’L’ inscrit 4 la quadrique, ce 
polygone sera en général ouvert, et si les points de la suite n’ont pas 
des positions particulitres, il ne se fermera que pour deux positions 
du point A’ sur la surface. Ces points’ sont les points de coincidence 
des figures projectives, formées sur la surface par les deux points 


*) On the complexes generated by two correlative planes, publié dans les 
Collectanea Mathematica in memoriam D. Chelini. 
**) Voir aux p. 245—246 du présent cahier. 
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extremes A’ et L’ de tous les polygones. Par ces deux points passent 
deux sections planes qui correspondent a elles-mémes dans les figures 
projectives. Les plans de ces sections ont la propriété de diviser har- 
moniquement la droite A’ L’ joignant deux points quelconques qui se 
correspondent dans les figures projectives*). 

Si en ajoutant un point arbitraire L, on forme une suite d’un 
nombre pair de points, les polygones A’ B’... LM’ circonscrits a la 
suite et inscrits & la quadrique seront en général ouverts; mais ici il 
y a une nouvelle sorte de projectivité entre les deux points extremes 
A’ et M’, admettant quatre points de coincidence A,’, A,’, A, et A,’, 
distribués de telle sorte que les droites A,’ A,’ et A,’A,’ sont des 
polaires réciproques par rapport @ la surface. 

Dans le cas particulier ot le point ajouté L se trouve dans le 
plan d’une des deux sections correspondant a elles-mémes dans les 
figures projectives déterminées par les polygones circonscrits 4 la suite 
AB.-.K, deux des points de coincidence conjugués A,’ et A,’ des 
nouvelles figures (A’) et (M’) se trouveront dans ce plan, et toutes 
les sections planes passant par A,’ et A,’ correspondront 4 elles-mémes. 
Cette propriété, d’avoir un faisceau de sections planes correspondant 
i elles-mémes, appartiendra, dans ce cas-ci, aussi aux figures pro- 
jectives qu’on obtient en soumettant la suite A, B,...,K,L a des 
substitutions circulaires (ou bien en circonscrivant des polygones 
-ouverts BC’... L’'A’P’ a BC...LA etc.). J'ai appelé les suites 
AB... KIL jouissant de ces propriétés des cycles incomplets d'un 
nombre pair de points. 

En ajoutant & un cycle incomplet AB... LZ un point M de 
axe A,’ A, du faisceau des plans des sections correspondant 4 elles- 
mémes, on aura un cycle d’un nombre impair de points qui jouit de 
la propriété qu’il existe une infinité de polygones fermés A’ BD’... M’ A’ 
inscrits & la quadrique et circonscrits au cycle. Les lieux des sommets 
seront des coniques; celui du sommet A’ passera par les deux derniers 
points de coincidence, A,’ et A,’, des figures projectives déterminées 
par le cycle incomplet AB... L. 

En ajoutant & un cycle AB... LM dun nombre impair de 
points le pole N du plan du lieu du sommet A’ des polygones fermés, 
on aura un cycle complet d’un nombre pair de points, qui jouit de la 
propriété que tous les polygones inscrits & la surface qu’on y circon- 
scrit se fermeront d’eux-mémes. 

Ces constructions des différentes especes de cycles sont générales 
et applicables & tous leurs points, de fagon qu'il restera un cycle si 


*) Cette propriété résulte de l'involution des couples de plans correspon- 
dants (Vol. XVIII, p. 45). 
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Yon dte & un cycle complet un point quelconque etc. Il y a seulement 
dans les cas particuliers suivants une plus grande liberté dans le 
choix du point 4 ajouter. 

Il existe des cycles incomplets, que nous avons appelés singuliers, 
dont toutes les deux couples de points de coincidence A,’ A,’ et A,’ A,’ 
jouissent de la propriété, caractérisant les cycles incomplets, de former 
les bases de faisceaux de sections planes correspondant a elies-mémes 
dans les figures projectives (A’) et (2’) déterminées par le cycle. Alors 
on peut prendre un point M de l'une ou l'autre des droites A,’ A,’ et 
A, Aj pour le 2” — 1’iéme point d'un cycle. 

Si les 2n — 3 points A, B...K forment un cycle, on pourra 
former un cycle incomplet en ajoutant un point queleonque L de 
Yespace. L’axe A,’ A,’ du faisceau des plans dont les sections cor- 
respondent & elles-mémes joindra Z au pdle du plan de la section 
liew du sommet A’ des polygones fermés et circonscrits au cycle 
AB... K, et les deux autres points de coincidence, A, et A,’, 
appartenant au cycle incomplet, se trouveront sur cette section. Si le 
point ajouté L se trouve dans le plan de cette section, le cycle in- 


complet sera singulier, et on peut changer les couples A, A,’ et A,’ A 
entre elles. 





Soit A’B’...N’A’ un polygone fermé inscrit & la surface et 
circonscrit & un cycle complet AB... N de 2m points. Alors je 
dis que le rapport 

4A BB. NN 
BA @5 AN 
reste constant pour tous ces polygones. 

En effet, les variations du polygone dépendent seulement de la 
position du point A’, qu’on peut choisir arbitrairement sur la surface, 
et cette dépendence conduirait, si le théoréme énoncé était faux, a 
une équation algébrique entre le rapport et les deux coordonnées qui 
déterminent A’ sur la surface. On en pourrait déduire des valeurs de 
ces coordonnées — finies ou infinies, réelles ou imaginaires — rendant 
le rapport égal a zéro. 

Or le rapport ne devient égal & zéro pour aucun des polygones 
A B’...N’A. En effet, méme dans le cas od un des cdtés, par 
exemple A’ B’, rencontre le cercle sphérique a J'infini, le seul od un 


facteur (A’A) du numérateur devienne ‘égal a zéro, 4 = 0 expri- 
merait la coincidence de A’ avee A, qui ne peut avoir lieu parce que 
nous avons supposé qu’aucun des points fixes ne se trouve sur la sur- 
face; et un facteur du numérateur, par exemple B’ A, ne devient in- 


fini que dans le cas ot B’ séloigne 4 Vinfini, et alors 5 = 1. 
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Le théoréme est done démontré. 

La méme démonstration s’appliquerait aussi 4 l’infinité simple des 
polygones fermés A’ B’... M’A’, circonscrits 4 un cycle AB... M 
de 2% — 1 points et inscrits & la surface; mais il est plus utile de 
remarquer que chacun de ces polygones fait partie d’un polygone 
A’ B’...M'N'A’, circonscrit au cycle complet AB... MN, dont 
le coté N’ A’, passant par le 2n’ieme point N et tangent a la surface, 


s’est réduit & zéro, Le rapport 7 étant dans ce cas égal a 1, le 


rapport 

£4, BB... MM 

B’A C’B AM 
aura pour tous les polygones fermés circonscrits au cycle et inscrits 
i la surface la méme valeur constante que pour un cycle complet dont 
ce cycle fait partie. 

On voit de la méme maniére que, pour deux des quatre polygone 
fermés, inscrits & la quadrique et circonscrits 4 un cycle incomplet 
AB...L de 2n — 2 points, le rapport 

AA BB 

BA 
a la méme valeur que Je rapport appartenant au cycle, on au cycle 
complet, qu'on peut former en ajoutant un point MZ, ou deux points 
M et N, au cycle incomplet. Les sommets A’ de ces deux polygones 
seront les deux points de contact, A, et A,, des plans tangents 
passant par la droite, A,’ A,', qui devrait contenir les points 4 ajouter 
M et N. 

Il n’est pas difficile maintenant de déterminer les valeurs que le 
rapport qui nous occupe peut prendre. Considérons a cet effet le cycle 
de 2a —1 points AB... LM. Le rapport qui lui appartient, étant 
déterminé par le cycle incomplet AB... L, ne s‘alttrera pas si le 
point M parcourt la droite, A,’ A,’, qui en est le lieu. On peut done 
placer le point M dans le point d’intersection de cette droite avec le 
plan ABC, et on peut faire successivement la méme chose pour les 
différents points du cycle. 

Le plus commode sera de n’appliquer cette transformation qu’aux 
points DE... K du cycle. On n’aura done qu’d s’occuper d’un cycle 
composé de 2” — 3 points d’un plan et de deux autres points L et M. 
En negligeant encore le point M, on trouvera toutes les valeurs pos- 
sibles du rapport cherché en cherchant celles que peut prendre le 
rapport appartenant & un cycle incomplet composé de 2n — 3 points, 
A, B,...,K dun plan et dun point quelconque L. 

Nous commencerons par supposer que les points AB... K ne 
forment pas un cycle, et qu’il faut placer, par conséquent, le point L 
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dans l’un ou l'autre des deux plans dont les sections correspondent a 
elles-mémes dans les figures projectives, (A’) et (L’), déterminées par 
les polygones ouverts A’B’...K'L’. Les points de coincidence, 
A,’ et A,’, des figures projectives (A’) et (M’) qu'on peut déterminer 
ensuite par les polygones ouverts A’ B’... L’ M’ circonscrits au cycle 
incomplet, se trouvant alors dans le méme plan, la droite A,’ A,’ 
joignant ceux qui sont sommets des deux polygones auxquels appartient 
le rapport ne s’y trouvera pas, et les points A,’ et A, ne s’y trouve- 
ront que dans le cas particulier — que nous pouvons commencer par 
négliger — oti tous les points de coincidence se confondent. 

Dans le cas actuel l’un des deux plans ot l’on peut placer L est 
celui qui contient déja A,B... K. Les points A, et A, ne sy 
trouvant pas, il est évident qu’aucun cdté des polygones fermés 
AB’... 1’ A’ ayant l'un ou l'autre de ces points pour sommet ne 
s'y trouvera, non plus. Alers les points A, B... K, L étant les points 
d'intersection des cdtes de ces deux polygones avec un plan, on aura 
pour chacun d’eux: 


sa BB... BL 
A’ L 


== |]. 





Plagons ensuite LZ dans l'autre plan, et non pas dans la droite 
d’intersection. Aucun cdté des deux polygones fermés A’ B’...L'A 
qui nous occupent ne se trouve, non plus alors, dans le plan AB... K; 
car cela n’aurait lieu que si déja le polygone A’ B’... L’ s'était fermé 
et A’L’ était tangente a la surface, et alors A’ serait un des points 
@intersection des deux plans. I] se trouverait donc dans le plan 
ot nous avons placé LZ, et ne pourrait étre aucun des points A,’ 
ou Ay’. 

Désignons par P le point od le cété L’ A’ de l'un des deux poly- 
gones, que nous avons 4 considérer, rencontre le plan ABC... K. 
Alors on a 

44. BB KK LP _, 
BA CB LK AP : 

Or A’ et L’ sont deux points correspondants des figures projectives 
déterminées par les polygones ouverts A’ B’...K’'L’ circonscrits i 
AB...K. La droite A’ L’ est done divisée harmoniquement par ses 
points d'intersection L et P avec les deux plans dont est composé le 


lieu du point & ajouter. On a donc k_!_ Apes <a ee 
—- eo. ee =pp 
cherché obtient donc dans le cas présent la valeur de 
oe 28) ee 
BA CB’ VK AL . 


Ce résultat, une fois établi, ne cessera pas d’étre applicable au 
cas limite que nous avons négligé ot les points A,’ A,’ A, A, se con- 
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foudent. Si lon place le point Z sur la droite d’intersection des deux 
plaus dont son lieu se compose, le cycle incomplet sera singulier, et 
le rapport cherché aura la valeur de -+ 1 suivant qu’on regarde l'une 
ou l’autre des deux couples de points de coincidence comme les points 
A, et Ay’. 

Supposons ensuite que les points A,B... K forment un cyele, 
qu'il ne nous sert plus 4 rien de supposer plan. Si alors on ne place 
pas le point Z dans le plan de la section, que peut parcourir le 
sommet A’ du polygone fermé A’ B’... K’A’, les points A, et A,’ 
seront les points de contact des plans tangents passant par le pole O 
de ce plan et par le point Z. Les polygones fermés A’ B’... L' A’, 
auxquels appartient le rapport cherché seront done composés d’un cdté 
infiniment petit L’A’ passant par LZ, au quel correspond le facteur 
at =1, et dun polygone fermé A’ B’...K’A’' circonscrit au 
eycle donné de 2x — 3 points. Le rapport cherché aura done la méme 
valeur que celui qui appartient & ce cycle, 

La méme solution reste possible, dans le cas ot LZ se trouve dans 
le plan que je viens d’excepter; mais alors A,’ et A,’ peuvent encore 
étre les points d’intersection de la surface avec la droite OL. L’un 
de ces points étant pris pour le sommet A’ d’un polygone fermé cir- 
conscrit au cycle incomplet, l'autre sera son sommet LL’. Comme L 

LL Lio 


se trouve dans le plan polaire de O, on aura 7a ey i) ak 


par conséquent 
AA BB ar. Y LL | AA BB K'K LO 
BA’ OB EX 24... | BA, OS... =e 

Le polygone fermé A’ B’... L’'A’ étant cireonserit au cycle 
complet AB... KO, le dernier rapport sera égal & celui qui appar- 
tient a celui-ci, et par conséquent aussi & celui qui appartient au 
cycle AB...K. 

Nous avons done prouvé que la valeur du rapport appartenant a 
un cycle de 2m — 1 points est égal 48 + 1 ou & — 1 ou au rapport 
appartenant & un cycle de 2m — 3 points, pris avec le signe 4+ ou —. 
On voit de la méme maniére que ce dernier rapport est égal 4 + 1 
ou — 1 ou, sauf peut étre le signe, au rapport appartenant a un cycle 
de 2n — 5 points. S’il en est besoin on peut continuer cette réduction 
jusqu’a un cycle de trois points. 

Tl en existe deux espéces. 

Les cycles de l'une sont composés de trois points queleonques, 
A, B, C, @une droite. Alors deux des triangles fermés A’ B’C’ A’ 
circonscrits auront des cétés infiniment petits, et tous les trois facteurs 
du rapport cherché seront égaux a lunité. 
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Les cycles de l'autre sont composés de trois points formant un 
triangle ABC conjugué 4 lui-méme. Alors dans deux des triangles 
fermés circonscrits les sommets C’ et A’ coincident, et on aura 


cc BB __ OBA 
= aan 


7" 
Le rapport cherché devient done égal ici 4 — 1. 


Nous avons done démontré le théoreme suivant: Les polygones 
fermés A’ B' ... N'A’ inserits d une surface du second ordre et circon- 
serits & un cycle complet ou a un cycle @un nombre impair de points, 
et deux des quatre polygones fermés, inscrits a la surface et circonscrits 
a un cycle incomplet, satisferont, si nous désignons chacun de ces cycles 
par ABC...N, d& Tune ou Vautre des equations: 

0 £4.52 ea 

Nous appellerons un cycle de chacune de ces especes positif ou 
négatif suivant que le rapport a l'une ou l’autre de ces deux valeurs. 

Réciproquement, si un polygone fermé A’B’... N'A’ a un 
nombre pair de cdtés est inscrit 4 la surface, les points AB... MN 
déterminés par l'une ou l'autre des équations (1) formeront un cycle, 
qui est en général incomplet. 

En effet, si les points A,B... M forment déja un cycle, on 
formera un cycle (incomplet), en ajoutant un point quelconque N; et si 
les points AB... M ne forment aucun cycle, on peut former un cycle 
incomplet de ces points et du point d’intersection du cdté N’A’ avec 
lun ou Vautre de deux plans. Ces deux points d’intersection doivent 
satisfaire, respectivement, a l'un et a l'autre des équations (1). L'un 
ou l'autre coincide done avec le point N, 

Le eycle incomplet formé par l’addition dun point queleonque a 
un cycle dun nombre impair de points a le méme signe que celui-ci. 
Celui qu’on forme par l’addition d’un point & une autre collection d’un 
nombre impair de points sera positif ou négatif suivant que le point 
ajouté se trouve dans l'un ou l’autre des deux plans qui en composent 
le lieu. On peut regarder un cycle incomplet et singulier comme 
positif ou négatif; car on peut y circonscrire deux polygones fermés 
auxquels appartient le rapport + 1, deux auxquels appartient le 
rapport — 1. 

Les cycles complets et les cycles qu’on forme en ajoutant deux ou 
un point & un cycle incomplet ont le méme signe que celui-ci. 

Les cycles complets, simples ou incomplets qu’on forme par I’addi- 
tion d'un cycle de la méme nature & un cycle complet, et les cycles 
incomplets qu'on forme par l’addition de deux cycles de nombres im- 





ddi- 
rcles 
im- 


Sur les surfaces du second ordre, II. 255 


pairs de points, seront positifs ou negatifs, suivant que les cycles 
composants ont le méme signe ou des signes différents. 

Un cycle d’une espéce quelconque composé de points d’une droite 
est toujours positif. 

Un cycle complet et composé de points d’un plan est toujours 
positif. Un cycle composé d’un nombre impair de points d’un plan 
est négatif ou positif, suivant que la section de ce plan est lieu des 
sommets des polygones circonscrits fermés, ou non. On voit done 
que les points sur lesquels peavent pivoter tous les cétés d’un poly- 
gone inscrit & une conique forment un cycle positif ou négatif suivant 
que leur nombre et pair ou impair. — 


Autre démonstration. On peut aussi déduire le théoreme 
général dont nous nous sommes occupés et les propriétés des cycles 
positifs et négatifs des propriétés des deux espéces de polygones cir- 
conscrits & une quadrique qu’on doit & Poncelet, et que M. Voss a 
établies d’une maniére compléte dans le 25™¢ volume de ces Annales, et 
cette nouvelle démonstration nous permettra aussi de voir ce qu’ex- 
prime, a elle seule, une des équations (1), si le nombre des points 
donnés est impair. 

Soit A’B’...N’ un polygone inscrit & une surface du second 
ordre dont les cétés peuvent pivoter sur les points fixes A, B...N, 
soit en parcourant des surfaces coniques, soit tout-a-fait librement. 
Alors les tangentes a’, bl’... en A’, B’...N’ aux courbes que 
peuvent parcourir a la fois les sommets d’un polygone variable cir- 
conscrit & A, B...N formeront un polygone fermé, circonscrit a la 
surface. En effet, le plan a’ A passera par 0’, le plan b’B par c’ ete. 

On voit encore que les deux polygones qu’on peut inscrire, en 
général, au polygone ab’... et circonscrire & la suite des points 
AB...N, qui se trouvent, respectivement, dans les plans a'l’, 
ic’... ma’, coincident, dans le cas actuel, avec A’ BC’... N’. Or 
nous allons démontrer, tout 4 heure, que, si A”, B”...N” sont 
les sommets du polygone a’b’...mn' (a’b’ identique 4 A” ete.), 
l’équation 
0) 44, BB NN Wa ae MeN’ 

B’A C'B AN A’A B"B N’N 





exprimera la condition nécessaire et suffisante de cette coincidence. 
Il résulte encore du mémoire cité de M. Voss que 

(3) N"A AB mM” N’ 

‘ A°A B"B’ 

suivant que le polygone circonscrit A” B” ...N” est de la premiére 
ou de la seconde espéce. 
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On aura donc 
ee ee ee 
B’A CB AN — 
ce qu'il fallait démontrer. On voit en méme temps que le cycle — 
complet ou simple — AB...N devient positif ou négatif suivant 
que le polygone circonserit est de la premiere ou de la seconde espéce. 
Il nous reste & démontrer le lemme exprimé par |’équation (2). 
Nous considérons, a cet effet, un polygone ouvert A,’ B,’C;,’....N, A,’ cir- 
conscrit 4 AB... N, et dont les sommets se meuvent sur les cdtés 
b,c¢...n' du polygone A” BY”... N”; A, et A,’ sont les points 
dintersection du premier et du dernier cdté de ce polygone avec a’. 
Si nous désignons par dA,, dB, ...dN,', dA, les segments in- 
finiment petits parcourus 4 la fois sur les droites ab’... n'a’ par les 
points A,’ B,’...N,'A,’, nous aurons, selon le théoreme sur les inter- 
sections des cétés d'un triangle avec une transversale, 
-. £.. eo 
dAj A’ A, AYA? 
40, BG, . OB 
aB, BB, 23,5’ 


dA, N'A, A,N 
aN; ~ NN, N,N’? 
et ces équations seront aussi justes par rapport au signe si nous don- 
nons aux mouvements infiniment petits le signe + ou — suivant 
quils ont lieu dans les sens pris pour positifs ou pour négatifs dans 
la détermination des segments finis des cdtés. 

On en déduit par multiplication 


dA, _ N’A, AB, HM"N, BA OB ASN 
tm .. &&h BB, N’ Ny Aj;A BB N,N 
Dans le cas qui nous occupe A, coincide avec A,’ dans le point 
A’, et comme ce point doit étre sommet de deux polygones fermés 
consécutifs, il faut qu’encore dA,’ =d A,’. On en déduit l’équation (2). — 
Cette seconde démonstration nous monstre que, réciproquement, 
l'une ou l'autre des équations (1) 
AA BB N’ 
Ba’ OB’ ° ant! 


AN 
exprimera la coincidence avec A’ B’..: N’ de deux polygones fermés, 
inscrits & la surface et circonscrits 4 la suite AB... N, dans tous 
les cas ot il existe un polygone circonscrit & la surface quia A’ B’...N’ 
pour points de contact: il faut prendre dans l’équation (1) le signe + 
ou — suivant que le polygone circonscrit est de la premiére ou de la 
seconde espece. 
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Commengons par le cas ot le nombre des points A’ B’... N’ est 
impair. Alors il est possible de circonscrire deux polygones a la sur- 
face qui ont ces points pour points de contact. Une des équations 
(1) correspond seulement & un de ces polygones; car aprés avoir choisi 
arbitrairement les points AB... Msur AB’, BC’... et aprés avoir 
déterminé N par cette équation, on peut déterminer entiérement les 
tangentes a’b’...m par le seul polygone, infiniment voisin de 
AB’... N’, qui est inscrit @ la surface et circonserit 1 AB... N. 
On voit donc, premitrement, que les deux polygones, &@ un nombre 
impair de cétés, circonscrits ad une surface du second ordre qui ont les 
mémes points de contact sont d’espéces différentes*), et ensuite que cha- 
cune des deux équations (1) exprime, dans le cas o% le nombre de 
A’, B’...N" est impair, la coincidence. des deux polygones inscrits a 
la surface et circonscrits d AB...N. On voit en méme temps que 
les deux polygones circonscrits 4 la surface sont toujours réels. 

Si le nombre des points 4’ B’...N’ est pair, il ne sera pas 
possible, en général, de circonscrire & la surface un polygone qui ait 
ces points pour points de contact; car les deux polygones, toujours 
possibles, circonscrits & A’B’...N’ et inscrits au polygone formé 
des polaires réciproques de A’ B’, B’C’... M'N’ seront, en général, 
composés de génératrices, et ne seront pas proprement circonscrits a 
la surface. Sil existe un polygone proprement circonscrit il y en 
aura une infinité. C’est ce cas que nous allons étudier. 

Nous démoutrerons que tous les polygones a un nombre pair de 
cotés circonscrits a une surface du second ordre et ayant les mémes 
points de contact, sont de la méme espéce. Nous verrons en méme 
temps que le polygone qui a pour sommets ces points de contact sera 
le seul polygone fermé qu’on puisse inscrire a la surface et circonscrire 
a un cycle incomplet — positif si le polygone circonscrit a la surface 
est de la premiére espéce, négatif s'il est de la seconde espéce — déter- 
miné, sur les cétés du polygone inscrit, par Vune ow Vautre des 
équations (1). 

Supposons, en effet, pour fixer les idées, que les points A’ B’...N’, 
en nombre pair, sont les points de contact de la surface avec les 
cotés d’un polygone circonscrit de la premiere espéce, et déterminons, 
sur ses cdtés, le cycle incomplet et positif AB... N par la premiére 
équation (1). Alors nous savons que les deux polygones, inscrits au 
polygone circonscrit & la surface et circonscrits au cycle incomplet, 
coincident avec A’B’...N’. Ces polygones étant en méme temps 
inscrits & la surface, on voit que deux points de coincidence des figures 
projectives, (A,’) et (A,’), que déterminent sur la surface les polygones 


*) Ce résultat est trouvé par M. Voss aux pp, 55 et 65 du mémoire cité; de 
méme Je théoréme suivant sur les polygones circonscrits 4 un nombre pair de cdtés. 
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ouverts A,’ B’ ...N’ A,', circonscrits au cycle incomplet, coincident 
avec A’. Comme la tangente en A’ qui joint entre eux ces deux 
points coincidents n’est pas une génératrice, ils seront des points de coin- 
cidence opposés des deux figures projectives. Done tous leurs quatre 
points de coincidence coincident avec A’. 

La dépendence des deux figures projectives (A,’) et (A,') consiste 
en deux projéctivités, indépendentes entre elles, de génératrices ap- 
partenant & l'une des deux sériés, et de génératrices appartenant 4 Y autre. 
Les coincidences des génératrices de coincidence dans |]’une ou |’autre 
des séries sont done aussi indépendantes entre elles, et on peut attribuer 
au rapport des distances infiniment petites des génératrices de l'une 
des séries et de celles de l'autre une valeur quelconque. II en résulte 
que, sans altérer le cycle incomplet, on peut donner a Ja tangente en 
A’ qui joint les points de coincidence opposés et coincidents une 
direction queleonque dans le plan tangent. Tous les polygones circon- 
scrits 4 la surface gardent done Jes mémes propriétés par rapport au 
cycle ABC...N. 

On pourra raisoner d’une maniére analogue, si le polygone circon- 
serit est de la seconde espéce. 

Les théorémes, que nous venons de démontrer, prouvent qu’on ne 
peut déterminer un cycle complet sur les cétés d'un polygone fermé et 
inserit queleonque & un nombre pair de cétés. Il faut que les sommets 
du polygone soient les points de contact d’un polygone circonscrit. 
Alors le cycle se détermine par l’une ou l'autre des équations (1) et 
par deux autres conditions, auxquelles nous n’avons pas réussi 4 donner 
une forme assez simple pour leur donner de J’intérét. 


§ 2. 
Sur les congruences engendrées par les figures projectives sur une 
quadrique. 


Nous étudierons ici les congruences des droites X X’ joignant 


des points correspondants de deux figures projectives sur une surface 
du second ordre. 


Si la correspondance est de la premiére espéce,*) il existera des 
correspondances homographiques (ou projectives) entre les génératrices 
de la méme série, 2, et x,', 2, et x,', passant par les points X et X’; 
il y aura dans chaque sérié deux génératrices de coincidence a, et b,, 
a, et b,, et les sommets du quadrilatére a, a, b, b, seront les points 
de coincidence des deux figures. 

Si la correspondance est de la dewxiéme espéce, il existera deux 
correspondances homographiques (ou projectives) entre les génératrices 


*) Voir le § II de mon mémoire dans le vol. XVIII. 
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des deux séries, x, et x,', 2, et x,', passant par les deux points X et X’. 
ll existera alors en général deux points de coincidence; seulement 
dans le cas d’involution, une coincidence de points correspondants 
aura lieu en chaque point d’une conique. 

Lordre de la congruence des droites X X’, ou le nombre des 
droites passant par un point P de l’espace, se trouvera*) si l’on joint 
P au point mobile X. Si X” est le point od PX rencontre encore 
la surface, il y aura entre les points X’ et X” une correspondance 
projective d’espece différente de celle qui a lieu entre X et X’. Les 
points de coincidence de X’ avec X” déterminent les droites cherchées. 
Leur nombre, ou l’ordre de la congruence, devient 2 ou 4 suivant que 
la correspondance donnée est de la premiére ou de la seconde espéce. 

Pour trouver la classe de la congruence, ou le nombre des droites 
X X’ qui se trouvent dans un plan, il suffit de rappeler que le lieu 
des points X’ qui correspondent aux points X de la section faite par 
le plan est une nouvelle section plane. Celle-ci rencontre la premiétre 
section en deux points X’. La classe cherchée est donc 2 pour toutes 
les deux espéces de correspondances. 

La surface focale de la congruence est de différente nature pour 
les deux espéces de correspondances, et se trouve par des procédés 
(différentes entre eux. 

La congruence appartenant 4 une correspondance de la premicére 
espece étant du second ordre et de la seconde classe, nous commen- 
cerons par démontrer qu’alors la surface focale devient, en général, 
du quatriéme ordre et de la quatriéme classe. 

Une droite quelconque de la congruence est tangente deux fois 
i la surface focale, et ne peut la rencontrer ultérieurement. En effet, 
s’il existait encore un point d’intersection, il se trouverait et sur la 
droite donnée et sur deux autres droites de la congruence, coincidant 
entre elles, et par conséquent sur une infinité d'autres. Si toutes les 
droites de la congruence contenaient des points d’od sortent une in- 
finité de ses droites, la courbe, lieu de ces points ferait partie de la 
surface focale. Abstraction faite des cas ov la surface focale, en partie 
ou en entier, est remplacée par une courbe —- cas dont il est facile 
de se rendre compte, et qu’on peut regarder comme des cas limites**) — 


*) Une autre maniére de trouver l’ordre et la classe est indiquée a la 
p. 38 de mon précédent article, 

**) Nous ne parlons ici que de congruences irréductibles. Les cas ot il y a 
une courbe focale sont les suivants: 

1° Les droites de la congruence sont tangentes & une surface du second ordre 
aux points d’une conique; alors on peut regarder deux surfaces du second ordre, 
tangentes l'une & l'autre le long de cette conique, comme surface focale. 

2° La surface focale est composée d'une droite et d’une surface du second 
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la surface focale devient done du quatri¢me ordre. 
dualité montre que sa classe a la méme valeur. 
Si 


Le principe de 





, dans le cas qui nous occupe, a, et b,, a, et b, sont les 
vénératrices de la surface, correspondant a elles-mémes dans l'une et 
autre série, nous allons chercher la courbe d’intersection de la sur- 
face focale avec le plan a, a,. Cette courbe est le lieu des points P 
de ce plan par lesquels passent deux droites coincidentes de la con- 
gruence. Or l'une des droites passant par un point P du plan est 
celle qui le joint au point de contact (a, a,) du plan avec la surface, 
qui est un point de coincidence, et, comme ce point est le seul point 
de a, qui corresponde & un point de a,, parceque ces droites corre- 
spondent i-elles-mémes, l'autre ne se trouvera dans ce plan que dans 
les cas ot} P est un point de a, ou a,. La courbe d’intersection, devant 
étre du quatriéme ordre, est done composée de a, et a,, prises deux 
fois. De méme, la droite a, compte pour deux dans l’intersection du 
plan a, b, avec la surface focale. Elle est done une droite double de 
cette surface, et a,, b,, b, le sont aussi. Il en résulte que Ja surface 
focale est composée de deux surfaces du second ordre passant par 
ly Ay by by. 
















La surface focale de la congruence des droites joignant les points 
correspondants, X et X’, de deux figures projectives de la premiére 
espéece sur une surface quadrique est composée de deux autres quadriques 
passant par les quatre droites a, , b,, a,, b, correspondant a elles-mémes. — 
Dans le cas @involution ces surfaces se réduisent aux deux diagonales 
du quadrilatére gauche a, a, b, by. 



















La correspondance est en général déterminée par le quadrilatére 
a, a,b, b, et une couple de points correspondants X et X’. Les sur- 
faces dont se compose la surface focale seront les deux quadriques 
passant par a, a, b, b, et tangentes & X X’. 

Si réciproquement deux quadriques passant par a,a,b,b, sont 
données, le quadrilatére et une tangente commune quelconque déter- 
minent une congruence dont les droites décrivent sur la surface donnée 
des figures projectives; mais comme la congruence formée des tangentes 
communes aux deux surfaces est du quatrieme ordre et de la quatriéme 
classe, elle doit se décomposer ep celle qui appartient 4 ces figures 
projectives, et une autre qui appartient de la méme maniére A deux 
autres figures projectives déterminées par a, a,b, b, et une seule autre 
droite de la derniére congruence. 





ordre. Pour avoir alors une surface focale du quatriéme ordre, on peut remplacer 
la droite par deux plans passant par elle; un cas particulier est celui ot la 
surface du second ordre est aplatie, ou remplacée par une conique; ainsi que 
celui d'une congruence linéaire, prise deux fois 
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On voit done que la congruence formée des tangentes communes a 
deux surfaces du second ordre g et w qui se rencontrent le long des 
cétés d'un quadrilatére gauche se décompose en deux congruences du 
second ordre et de la seconde classe. — Ce résultat étant dd a M. Hirst, 
nous appellerons les deux congruences Hirstiennes.*) 

Pour effectuer la décomposition on peut se servir des deux 
couples de figures projectives que les tangentes communes de et y 
décrivent sur une troisiéme surface du second ordre x qui passe par le 
méme quadrilatére gauche. 

Si l’on projette les deux surfaces m et ~ dgm point X de la sur- 
face x, leurs contours apparents, () et (w) seront inscrits 4 la pro- 
jection (a,) (a,) (6,) (b,) du quadrilatére a, a, b, b,, et les droites des 
deux congruences qui passent par X auront pour traces, dans le plan 
de projection, les quatre points d’intersection des deux contours (X’), 
(X”), (X'"), (X/"). Ces points seront les projections des points X’, 
Xx”, X”, X!” de x qui correspondent & X dans quatre figures pro- 
jectives & celle qu’on aura en faisaut parcourir & X la surface zy. Si 
XX’ et XX” appartiennent a la méme congruence Hirstienne les 
correspondances projectives qu’elles déterminent seront réciproques, de 
fagon que X” et X, dans l’une des figures, correspondent & X et X’, 
dans l’autre. Alors de méme X/’ et X, dans une figure sur x, corre- 
spondront & X et X”, dans une figure projective. 

La projection montre immédiatement une distribution des quatres 
points d’intersection en deux couples, qui doit étre identique a celle des 
traces des droites appartenant aux deux congruences Hirstiennes. En 
effet, la droite joignant le point d'intersection de (a,) et (b,), que nous 
uppellerons (a,) parce qu’il est la trace de la géneratrice x, par X, 
au point d’intersection (x,) de (a,) et (b,), qui est la trace de l'autre 
génératrice 2, par X, aura le méme pole par rapport a (@) et (W), 
et par ce pdle passent deux cordes communes. Les points d’inter- 
section de l'une ou de l’autre de ces deux cordes avec les coniques 
seront les traces (X’) et (X"), (X’”) et (X/”) des droites de l'une ou 
de l’autre congruence. 

Cela résulte directement des propriétés de la projection, qui con- 
duisent encore & la dépendence entre les deux correspondances pro- 
jectives de figures sur zy qui sont déterminées par les deux congruences, 
Ces correspondances projectives, qui consistent en des correspondances 
projectives entre les génératrices des deux séries passant par les points 
correspondants, dépendent des valeurs des rapports anharmoniques: 


*) Voir son mémoire inséré aux Collectanea Math, in memoriam D. Chelini, 
Nous indiquerons plus tard la propriété par laquelle il caractérise une de ces 
congruences. 
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a bz, 2, )=&, (a,b, 2,2, ) = 
(a,b, % 4") = N,, (dy by Ly %y"") = 


ou nous avons désigné les génératrices des deux séries qui se rencontrent 
en X’, X", X"”, X¥ de la méme maniére que pour X. Les projections 
de ces génératrices joignent les points (X’), (X”), (X’”), (X!") 
respectivement & (a,) et (x,). 

Pour avoir d'une maniére rapide les propriétes de la projection 
dont nous avons besoin ici, et dont il ne serait pas difficile de donner 
aussi une démonstratign directe et projective, nous choisissons un plan 
de projection paralléle 4 2, et 2, Alors les points (x,) et (x,) se 
trouveront a linfini et (X’) (X”) et (X"’) (X/") seront deux diamétres 
communs aux deux coniques. 

La symmétrie de la figure montre done premiérement que 


(a,b, x," x.) = (a,b, 2,4") =§&,, (a,b, 2,” 2) = (a,b, 2,2, ) = &,, 


(a,b, 2,/"x,) = (a,b, 2,2,'"") = 4, (a,b, 2,!" 2) = (a,b, 2,2%,"") = Hp, 


ou que notre distribution des quatre droites aux deux congruences a . 


été juste, et ensuite que, pour une disposition convenable des deux 
noms X” et X/’, 


(2) =, t=. 


En changeant les noms de X” et X/’, on aurait », = 
Rtas 
wkie * 

On voit done que les mémes deux rapports anharmoniques (ab x2’) 
caractérisent Cune et Vautre des deux correspondances projectives, ctablies 
sur la conique x par les tangentes communes a o et w; seulement, celui 
qui détermine, pour Vune des correspondances, les génératrices corre- 
spondantes de Vune des deux séries, s’applique dans l'autre a Vautre 
série de génératrices, 

Ce résultat était 4 prévoir; car la notion des trois surfaces 9, y, 
z% wimplique aucune distinction entre les deux séries de génératrices de y. 

Nous n’entrerons pas ici dans une étude spéciale des surfaces 
gauches, lieux des droites des deux congruences qui satisfont encore 
& une condition donnée, et de leurs rapports entre elles. Nous nous 
contentons de montrer une décomposition ultérieure de la surface, 
lieu des droites de l’une des congruences qui rencontrent une droite 
fixe ¢,, dans le cas particulier ot cette droite rencontre les deux 
génératrices a, et b, des hyperboloides gm et y. Cette surface sera 
composée de deux surfaces du second ordre. 

En effet, la droite c, sera une génératrice d'une surface x i la- 
quelle correspond — dans une queleonque des quatre figures projectives 
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que déterminent sur x les tangentes communes a » et » — une nouvelle 
génératrice d, de la méme série. Les droites X X’ qui etablissent 
cette correspondance entre c, et d, rencontrent ces droites en des points 
correspondants, X et X’. Elles engendreront done une surface du 
second ordre, 

Soit Y le point ot une des droites X X’ rencontre une nouvelle 
surface @ du faisceau déterminé par le quadrilatére gauche a, a, b, b,. 
Alors la génératrice de @ qui passe par Y et rencontre a, et b, se 
trouvera en entier sur la surface engendrée, et la série des poiuts Y 
sera projective & celles des points X et X’. Les mémes relations 
auront lieu, si l’on fait parcourir 8 X une génératrice de la seconde 
série de y. Comme une série de génératrices d'une surface du seconde 
ordre est projective aux séries de ses points d’intersection avec les 
génératrices de l'autre série, nous avons prouvé, que 

Les mémes droites qui joignent les points correspondants, X et X’, de 
deux figures projectives de la premiére espéce sur une surface du second 
ordre, 4, établissent une correspondance projective entre les figures formées 
des points X et X’ et deux figures formées de leurs points d’intersection, 
Y et Y’, avec une nouvelle surface du second ordre, w, qui passe par 
les quatre génératrices communes aux deux figures formées des points X 
ct X’ de y. Nous regardons ici comme projectives deux figures formées 
de points X et Y de deux surfaces du second ordre x et @, si les 
points se correspondent un & yn, et si les génératrices de l’une et de 

‘l'autre série de y qui passent par X forment des séries projectives, 
respectivement, aux séries des génératrices de w qui passent par Y. 

Réciproquement, si l'on joint par des droites les points correspondants, 
X et Y, de deux figures projectives sur des surfaces du second ordre, 
x et @, qui ont en commun quatre droites correspondant a elles-mémes, 
les droites X Y détermineront des figures projectives sur chacune des deux 
surfaces, ou bien, leur congruence sera Hirstienne. 

En effet, si une droite X Y rencontre encore la surface y au 
point X’, les points X et X’ et les génératrices de coincidence a,, b,; 
a,, b, suffiront pour déterminer deux figures projectives de la premiére 
espece sur zy, et la congruence X X’ déterminera sur @ deux figures 
projectives & la figure X. Une de ces correspondances, étant déterminée 
par les génératrices correspondant a elles-mémes et par la seule couple 
de pc.uts correspondants X et Y, sera identique a celle des figures 
données. 

En particulier la surface w, lieu des points Y, peut coincider avec 
une des surfaces m et y. On voit donc que les points de contact des 
droites de la congruence Hirstienne avec ces surfaces forment aussi 
des figures projectives, entre elles et avec celles que forment les points 
d'intersection avec les autres surfaces. Les surfaces, lieux des droites 
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de la congruence qui rencontrent une génératrice d'une surface du 
faisceau auront done pour courbes de contact avee p et wp des généra- 
trices de ces deux surfaces. En considérant seulement celles-ci, on 
voit que les droites de la congruence dont les points de contact avec 
gm se trouvent sur une génératrice ont aussi pour points de contact 
avec w des points d’une génératrice. 

Considérons & présént une droite mobile d’une congruence 
Hirstienne , et supposons qu’elle rencontre des surfaces du faisceau aux 
points X, Y, Z, U. Comme les deux points d’intersection avec une 
surface du faisceau appartiennent 4 des figures distinctes et projectives 
entre elles, il est possible de supposer que, pendant ce mouvement, 
chacun des points appartient toujours 4 la méme figure sur la surface, 
qu il peut parcourir toutefois en entier. Alors on peut prouver que le 
rapport anharmonique (X Y Z U) reste constant. 

En effet, nous avons vu que, si X parcourt une génératrice de la 
surface x, la droite engendrera une surface du second ordre, dont 
Y, Z et U parcourront des génératrices de la méme série que celle 
que parcourt X. Le rapport anharmonique reste done constant pendant 
ce mouvement-ci. Or tout déplacement de X sur x peut étre remplacé 
par des déplacements successifs sur des génératrices des deux séries. 
Le rapport anharmonique reste done constant toujours. 

On peut démontrer cette propriété des droites de la congruence 
dune autre maniére qui la rend applicable 4 la fois aux droites de 
toutes les deux congruences Hirstiennes déterminées par g et w. Soient,* 
en effet, S et 7 les points de contact d'une tangente commune a @ et 

X et Y des points d’intersection avec deux autres surfaces du 
faisceau xy et @, et soient &§ et y les coefficients qui déterminent ces 
deux surfaces par rapport 4 m et ¥ [y=qg+iv, o=9+ YI. 
Alors on aura (STX Y) = +y= ot le signe dépend des choix 


entre les deux points d’intersection avec g et avec y. Les rapports 
anharmoniques (S 7 X Z) et (ST XU) se déterminent de la méme 
maniére. On voit done qu’aussi 


(XYZU) = an OEED (STX Y)—(STXZ) 


—(STXU) * (STXY)—(STXD) 

devient indépendant de la vanes particuliére de la tangente commune. 

Les différents rapports anharmoniques formés par les différents 
groupes de quatre points dintersection de deux tangentes communes @ 
deux surfaces quadriques passant par un quadrilatére gauche, avec 
quatre surfaces du faisceau, ont les mémes valeurs. 

Le faisceau de quadriques passant par un quadrilatere gauche 
contient deux surfaces composées de deux plans. En appliquant les 
théorémes préeédents & ces surfaces, on trouve que chacune des deux 
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congruences composées des tangentes communes & deux surfaces passant 
par un quadrilatére gauche a, a, b, b,, dout nous appellerons les sommets 
A (identique 4 a, a,), C, B, D, détermine: 

1° sur les deux plans dont se compose une surface du faisceau, 
deux figures liées par une correspondance de Cremona du second ordre 
i points fondamentaux distincts, par exemple sur les deux plans AC D 
et BDC des figures aux points fondamentaux 

A, ¢, D ¢e By  Dyo'@o 


correspondant a 
DC,CB, BD ea CD, DA, AC; 


2° sur deux faces du tétratdre ABCD qui se rencontrent le long 
dun cdté du quadrilatere ABCD deux figures liées par une corre- 
spondance de Cremona du second ordre, 4 deux points fondamentaux 
confondus (dans chaque figure), par exemple sur les faces ABC et 
CDA des figures aux points fondamentaux 


A, B (double sur BC) et C, D (double sur DA) 
correspondant a 
AD, CD et a CB, AB. 

On voit encore que 3° le rapport anharmonique des points d’inter- 
section d’une droite mobile de l’une des deux congruences avec les 
quatre faces du tétraedre ABCD reste constant. Elle fait done partie 
d'un complexe de Reye. 

La premiére et la derniére de ces trois propriétés dune congruence 
Hirstienne, qui se rapportent aux quatre plans passant par le quadri- 
latere ACBD, ont été trouvées par M. Hirst & lendroit cité. La 
premiére sert 4 caractériser la congruence. Nous rappellerons encore 
que M. Hirst a été conduit a étudier la congruence, parce quelle 
fait partie de la base d’un faisceau de complexes du second ordre en- 
gendrés par deux figures correlatives dans deux de ces plans, et parce 
qu'elle contient les droites singulitres de deux de ces complexes. 

Si nous considérous toutes les deux congruences formées des tan- 
yentes communes 4 deux surfaces du faisceau, et si des droites de ces 
deux congruences rencontrent ACD, respectivement, en Z et Z,, 
BCD en Z et Z,, CAB en U et ;U,, DAB en U' et U;,, il faut 


qu'une des deux équations suivantes ait lieu: 

(4Z°UU) 

(ZZ' U'U). 

En effet, les deux groupes de quatre points ont les mémes rapports 

anharmoniques, et leurs égalités doivent subsister si l’on change a la 

fois Z contre Z’ et Z, contre Z,', ou U contre U’ et U, contre U,’. 
Or, ‘en faisant sortir les droites des deux congruences du méme 


(2,2, U; U,’) —_ 
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point Z du plan ACD, on trouve que léquation (Z Z,' U, U,’) 
= (ZZ'UU’') exprimerait que le plan des deux droites passe par le 
point B. Cette conséquence n’étant pas admissible pour un point 
queleonque Z de ACD, il faut qu’on ait 
, re op TT 1 
(2, Z, U, 1)=(ZZ2'0'U) = (ZZ UU") 

Les deux congruences appartiennent done a de différents complexes de 
Reye, ce qui nous fournit un nouveau moyen d’exécuter la décomposition 
de la congruence formée des tangentes communes aux deux surfaces. 

La relation ayant lieu entre une des figures planes, par exemple 
celle de A BC, et la figure que déterminent les droites d’une des con- 
gruences passant par ses points sur une surface quelconque x du faisceau 
est de la méme nature que celle qui a lieu entre une projection 
stéréographique et la figure sur une quadrique qu'elle représente. D sera 
le point fondamental de x et correspondra a la droite AB du plan; 
A et B seront les points fondamentaux de celui-ci et correspondront, 
respectivement, aux droites DA et DB. — 

L’étude précédente des figures projectives sur des surfaces quadri- 
ques passant par un quadrilatére gauche et des congruences de Hirst 
nous permet d’énoncer le théoreme général que voici: 

Soit donné un polygone fermé dont tous les sommets se trouvent sur 
des quadriques passant par un quadrilatére gauche, et dont chaque céte 
est tangent d deux quadriques du méme faisceau. Alors il en existera 
une infinilé double, chaque sommet pouvant parcourir la surface ow il se 
trouve, et chaque coté la congruence de Hirst a laquelle il appartient. 

Si, en effet, on assujétit un polygone a ces conditions a l’ex- 
ception de celles qui appartiennent & un des cdtés, ce cété joindra 
les points correspondants de deux figures projectives sur deux des sur- 
faces au méme quadrilatére singulier. I] appartient done 4 une con- 
gruence de Hirst qui est entiérement déterminée par le quadrilatére et 
par une seule droite. Le polygone donné nous fournit cette derniére. 

Ce théoreme étant établi, on voit que, si entre les conditions 
données on néglige celle qui a rapport 4 un sommet, les polygones 
satisfaisant aux autres conditions se fermeront tous, sil en existe un 
polygone propre qui le fasse, et que le lieu du sommet libre deviendra 
une surface du faisceau. 

Si tous les sommets se trouvent sur la méme surface du faisceau, 
on pourra changer l’ordre des conditions’ des différents cdtés. En effet, 
les conditions, sous lesquelles les polygones se ferment, sont que, dans 
chaque série de génératrices, le produit des rapports anharmoniques, 
E, ou &, déterminant successivement les génératrices passant par les 
sommets, soit égal a |’unité, 

Si l’on change les rapports anharmoniques appartenant- aux deux 
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séries de génératrices, on voit qu’en substituant 4 toutes les congruences 
Hirstiennes auxquelles doivent appartenir les cédtés celles qui sont 
tangentes aux mémes deux surfaces, on aura de nouveau des polygones 
fermés. — Indiquons comme exemple de polygones se fermant d’eux 
mémes des polygones & un nombre pair de cdtés od A chaque cdté 
correspond un autre qui appartient & la méme cgngruence et qui joint, 


en sens inverse, des points correspondants des mémes figures projectives 
sur la surface. 


Pour trouver aussi la surface focale de la congruence, de \ordre 
4 et de la classe 2, formée des droites joignant les points homologues 
X ct X’ de deux figures projectives de la seconde espéce sur une quadri- 
que zy, nous remarquerons que la droite X X’ est la droite d’intersection 
des plans 2,2,’ et 2%, qui joignent les génératrices de différentes 
especes passant part X et X’. Elle est donc tangente aux enveloppes 
de- ces plans. 

Les séries des génératrices x, et x, étant homographiques, le lieu 
de leurs points d’intersection sera une section plane; car la section qui 
en contient trois doit en contenir une infinité. L’enveloppe des plans 
x, sera done le cone circonscrit a x qui a cette section pour courbe 
de coutact. L’enveloppe de x, x, se détermine de la méme maniére. 

La surface focale est done composée de deux cones p et w circon- 
scrits & la surface donnée.*) Les deux points d’intersection des courbes 
de contact seront les points de coincidence des figures projectives, et 
les plans des coniques d’intersection des deux cdnes contiendront les 
coniques qui correspondent @ elles-mémes. 

La congruence compléte formée des tangents communes a p et ~ 
est composée des droites X X’ dont nous nous occupons et des droites 
contenues aux plans tangents communs aux deux cones. 

Dans le cas d’involution les deux cones ce confondent, et les 
droites XX’ passent par leur sommet. La congruence d’ordre 4 et 
de la classe 2 contient alors deux fois chacune de ces droites, et une 
fois chaque tangente & y en un point de sa courbe de contact avec 
les cOnes confondus. 

Réciproquement, les tangentes communes & deux cones, p et y, 
circonscrits 4 une surface 7 du second ordre, rencontreront 7 aux points 
correspondants de deux figures projectives de la seconde espéce. 

En effet, si l'on construit sur x deux figures projectives de la 
seconde espéce qui aient pour points de coincidence les points d’inter- 
section des courbes de contact des deux cdnes circonscrits, et pour 


*) Cest évident que les cénes sont imaginaires, si les génératrices de la surface 
z sont imaginaires et si les figures projectives sont réelles. 
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points correspondants, les points d’intersection d'une seule des tan- 
gentes communes, les droites joignant toutes les couples de points corre- 
spondants seront tangentes 4 deux cdnes circonscrits. Ceux-ci doivent 
étre identiques & pm et w~, parce que leurs sommets sont déterminés 
par les plans tangents aux points de coincidence et par l'un et l'autre 
des plans tangents pagsant par leur tangente commune donnée. 


Soit donné un polygone inserit & une surface quadrique x et dont 
les cdtes sont tangents, en partie & des couples de quadriques passant 
par un seul quadrilatere gauche sur zy, en partie & des couples de 
cones circonscrits dont les courbes de contact passent par l'une ou 
Yautre des couples de sommets opposés du quadrilatére. Soit supposé 
encore que, si l’on néglige les cétés de la premiére sorte, se suivent 
partout un nombre pair de cétés tangents 4 des cdnes dont les courbes 
de contact passent par la méme couple de sommets opposés. Alors je 
dis qu’il existe une infinité double de polygones satisfaisant & ces mémes 
conditions. 

En effet, si l’on fait varier le polygone en négligeant les conditions 
imposées & un des cétés, il leur satisfera de lui-méme. 

On parvient au cas général des polygones, fermés et variables, 
restant inscrits a une surface du second ordre, et circonscrits a wne 
série de couples @autres surfaces quadriques passant par des quadri- 
latéres de la premiére, et de cénes circonscrits ad elle, en considérant 
des polygones ouverts et inscrits dont chaque cdté est tangent 4 une 
de ces couples. Le cété fermant un tel polygone joint entre eux les 
points correspondants des deux figures projectives, de premiére ou de 
seconde espéce suivant que le nombre des cétés tangents 4 deux cénes 
est pair ou impair. I] restera tangent, péndant toutes les variations du 
polygone, dans le premier cas, & deux quadriques passant par un quadri- 
latere gauche de la quadrique donnée, et, dans Je second, & deux cénes 
circonserits 4 elle. Ces deux quadriques ou cénes sont faciles 4 con- 
struire si l’on connait trois des polygones ouverts: 


§ Ill. 
Extension de la propriété métrique des cycles. 
Soit A’ B’C’... N’ un polygone fermé et variable, inscrit 4 une 
surface quadrique z, et circonscrit & une série de couples, a, et @,, 


B, et B,,..., v, et v, d'autres surfaces quadriques passant, toutes deux, 
par un quadrilatere de zy, et de cdnes circonscrits & x, et désignons 
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les points de contact par A,, A,; B,, B,; ...; N,, N,. Alors la 
quantité 

A’ A,.A A, BB,. BB, N’N,.N'N, 

F484, 08,03, °° 40,4” 
restera constante pendant la variation du polygone. 

Il suffit de montrer que x restera constant si A’ parcourt une 
génératrice de x, ce que feront alors aussi les autres sommets. En 
effet, dans le cas ot A’ peut parcourir toute la surface, un déplace- 
ment quelconque de A’ peut étre composé de déplacements successifs 
sur deux génératrices, et dans le cas ot A’ ne peut se mouvoir que 
sur une conique on peut former du polygone un nouveau dont le point 
A’ peut parcourir toute la surface, en ajoutant un cdté qui passe par 
le pole du plan de la conique; tant que A’ reste sur celle-ci le facteur 
correspondant au cdté ajouté est égal a 1, 

Nous montrerons donc que x ne peut se réduire & zéro pendant 
un mouvement des sommets A’, B’,... N’ sur des génératrices 
a,b,...m de 4. 

Soient, premiérement, a, et a, des quadriques passant par un 
quadrilatére de zy. Alors nous avons vu que A, et A, parcourront des 
génératrices de a, et «, au méme temps que A’ parcourt une génératrice 
de x, et que ces trois droites appartiennent 4 la méme série de généra- 
trices d’une autre quadrique. A’ ne coincide donc jamais, ni avec A, 
ni avec A,. 

Si a, et a, sont des cones circonscrits & 4, l'une des courbes de 
contact, disons celle avec a,, contient le point d’intersection de a 
avec b. En méme temps que A’ se trouve en ce point, B’ se trouvera 
dans le point d’intersection de b avec la droite qui y correspond dans 
la figure (B’), la droite b étant regardée comme appartenant a la 
figure (A’), Alors la droite A’ B’ coincide avec b, le point A’ avec 
A, et BD’ avec A,, et en considérant une droite A’ B dans une position 
voisine on s’assure sans aucune difficulté que la valeur limite de 


A’A oging Pe ce . a 
Fal est différente de zéro. De méme si A’ se trouve sur la courbe 
2 


de contact du cone a@,, la droite A’ B’ coincidera avec a, le point B’ 


avec A,, et la valeur limite de +* sera différente de zéro. 
i 


A’ A,. A’ A, aa . oie 0 . 

BA, A, = pat done s’évanouir que lorsque B’ s’éloigne a 
Yinfini, et alors apa = 1. 

En appliquant les mémes considérations aux autres facteurs de x, 
on voit que cette quantité reste constaute. 

Pour déterminer ensuite la valeur de 2 nous rappelons que la 
dépendance de deux figures projectives sur une surface quadrique peut 
étre établie par des projections centrales successives, quatre ou, dans 
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un cas particulier, deux, si la projectivité est de la premiére espéce, 
et trois ou, dans le cas d’involution, une, si la projectivité est de la 
seconde espéce. Alors il existera une infinité double de polygones in- 
scrits dont un cdte joint les points correspondants des deux figures, 
et les autres passent par les centres de projection. 

Commengons par supposer qu'il existe entre les figures (A’ et DB’) 
une projectivité générale de la seconde espéce, et que par conséquent 
a, et a, sont des cones circonscrits 4 x, et désignons par P, Q et R les 
centres de trois projections par lesquelles on peut établir la correspon- 
dance des figures. Comme les deux cénes circonscrits appartenant A 
des figures projectives dont l'une est la projection de l'autre se con- 
fondent dans celui qui a pour sommet le centre de projection, et que 
leurs tangentes communes passent par ce point, les polygones fermés 
A’ Q RB A’ inserits & x et circonscrits 8 PQ R (a, «,) satisferont a 
la condition suivante 

AP ‘@Y (RRY BA,.BA 
(35) (28) (Fs . 4A, aA, = constant. 

Considérons pour déterminer cette valeur le cas particulier od 
Q, R et B’ se confondent au point de contact d'un plan tangent 
passant par QR. La quantité a déterminer se réduit alors a 

(42 | BA,. BA, 
BP A’ A,.A’ A,’ 
oi A’ B’ est une des quatre tangentes communes a a, et a, qui pas- 
sent par P. On peut éviter la question du choix entre ces tangentes, 
qui n’est pas libre, par un choix convenable de P. 

Tant que Q et R ne sont pas encore déterminés, P n'est assujéti 
qu’a la condition de se trouver dans un des deux plans dont les sections 
correspondent & elles-mémes dans les figures projectives (A’) et (B’), 
ou bien dans un des plans qui contiennent les courbes d’intersection 
des deux cdnes. Placons le sur la droite d’intersection de ces plans. 
Alors chacune des tangentes qu'on peut mener de P a a, et a, a 
pour point de contact avec tous les deux cénes un point de l'une ou 
de l'autre de leurs coniques d’intersection. Comme celles-ci ont deux 
contacts avec la conique od leur plan rencontre la surface x, et que, 
dans les deux cas, le point P se trouve sur la corde de contact, P et 
le point ot A, et A, se confondent sont conjugués harmoniques par 
rapport & A’ et B’. On a donc dans ce cas 
APY BAB, 

BP A’ A,. A Ag : 
Cette méme valeur appartiendra done & tous les quadrilatéres 
URB AY. 

En multipliant la valeur de x par cette quantité égale a l’unité 

on substitue dans son expression 
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(op) (26) Ga) 8 eater 


On voit done que les trois cdtés de A’ Q RB, passant par les 
trois points P,Q, R, qui établissent la méme dépendance entre A’ et 
B’ que les tangentes A’ B’ communes a a@, et «, peuvent aussi remplacer 
celles-ci dans l’expression cherchée de x 

Passons ensuite aux facteurs de x qui proviennent des cdtés du 
polygone variable appartenant & un complexe de Hirst. Soit M’ N’ 
un de ces cdtés, w, et mw, les surfaces, passant par un quadrilatere 
AC BD, auxquelles il doit étre tangent, et M, et M, les points de 
contact. Alors, comme (M’ N’ M, M,) = — 1, on aura le facteur 


M'M,.M’M, _ M’ M,%2 
N’M,.N’M,  ~=—od NNN, 
ot M, peut étre le point de contact avec l'une ou l'autre des deux 
surfaces dont se compose la surface focale de la congruence. 

Le plus commode sera ensuite de s’occuper, au lieu de xz, d’une 
quantité a qu’on en forme en changeant le signe de tout facteur 
correspondant & un cdté appartenant & une congruence de Hirst, ou 
bien en substituant 

MM. MM, M My 
NN, “4 Wid, vm, 

Commengons par le cas particulier od l’une des deux surfaces se 
réduit aux deux plans ACD et BCD. Alors le point M, pourra étre 
le point d’intersection de M’ N’ avec la droite CD, et les figures pro- 
jectives de la premitre espece, (M’) et (N’), présenteront la particularité 
que les sections planes passant par C et D correspondent a elles-mémes. 
Leur dépendance pourra étre établie par deux projections successives 
de la surface sur elleeméme. Les centres de projection P et Q seront deux 
points de la droite CD. 

Pour démontrer que la méme substitution de ces projections a la 
congruence joignant les points correspondants peut aussi se faire dans 
expression de 2’, il faut faire voir que, si Q est le point d’inter- 


section de M’ P et N’Q, 

M’P\ N'M, 

rr) (£, ¢) M’ ue) = 
Cette relation résulte immédiatement du fait que les points M,, P et 
Q se trouvent sur la droite C D. 

Dans le cas général ot aucune des deux surfaces, wu, et w,, ne se 
réduit & deux plans on peut remplacer la congruence de Hirst joignant 
les points correspondants M’ et N’, par deux autres congruences qui 
sont de la nature plus spéciale dont je viens de parler. En effet, on 
peut déterminer sur la surface donnée x une figure (P’) projective, de 
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la premiere espece, & (M’), ayant avec elle les. mémes points de coin- 
cidence A, B, C, D que (M’) et (N’) et déterminée encore de telle 
maniére qua un point donné M’ corresponde un point d’intersection 
P’ de AM'’B et CN'D, ov N’ est le point correspondant au point 
donné M’ dans la projectivité donnée. Alors, dans les figures (M’) 
et, (P’), toutes les sections planes passant par A et B correspondront 
i elles-mémes, et (P’) et (N’) seront des figures projectives de la 
premiére espece ot toutes les sections planes passant par CD corre- 
spondent & elles mémes. 

Pour introduire la méme substitution des deux congruences par- 
ticuliéres des droites M’ P’ et P’ N’ & la congruence donnée des 
droites MI’ N’ dans l’expression de 2’, il faut prouver que 

M'?P, y { ( P’N, y : ( N’M,\? _ 1 

P’P, N'N, nee lC® 
od nous avons appelé le point dintersection de M’ P’ et AB P, et 
le point (intersection de P’ N’ et CD N,. 

La justesse de cette relation résulte de la circonstance que la 
droite P,.N, passe par un des points de contact M, et M, de M' N’ 
avec les surfaces mu, et w,. Ces points sont, en effet, les points doubles 
de linvolution déterminée sur M’ N’ par lintersection avee les sur- 
faces passant par le quadrilatere ABCD, ou bien avec leurs courbes 
dintersection avec le plan M’ N’ P’. Les points M’ et N’ forment 
une couple de cette involution. Une autre est formée des points d’inter- 
section de M’ N’ avec les traces des plans ACD et BCD. Ces traces, 
qui joignent la trace N, de CD aux points d’intersection, M et P, 
d'une droite, passant par P,, avec la conique (yz), trace de la surface 
z, forment aussi une couple de l’involution qu’on obtiendrait en faisant 
pivoter la corde MVP sur le point P,; car les points P, et N, sont 
conjugués par rapport a (zy). Or, comme JP, se trouve sur le cdté 
M’ P’ du triangle inserit M’ P’ N’ les droites N, M’ et N, N’ forment 
aussi une couple de cette involution, La droite N, P, est une de ses 
rayons doubles. Il faut done que cette droite passe aussi par un point 
double de linvolution formée des points d’intersection de WM’ N’ avee 
les surfaces du faisceau. Soit MZ, ce point double. 

A cette démonstration se joint un intéressant corollaire sur les 
congruences de Hirst, L’autre rayon double de Vinvolution des couples 
de droites N, M et N,P sera la droite ‘joignant N, au troisitme 
sommet O du triangle N,OP, conjugaé & lui-méme par rapport a 
toutes les coniques du faisceau. N, O passera done par l'autre point 
de contact M, de M’ N’ avec une surface du faisceau u,. On démontre 
de la méme maniétre que P, O passe par ce point. M, coincide donc 
avee le point O. 


Les points N,, P, et O sont les points d’intersection de cdtés 













oppose 
point 
cotés 
ce po 
générs 
k 
point 
s 
par 1 
conqu 
dinte 
joigne 
ACL 
vera 
les d 
dint 
mani 
du p 
par 


AB 


léqu 
faisc 
poir 


et ¢ 


vu | 
aw 
qui 
dro 
peu 
et 
etre 
Yor 
fixe 


ces 
la 

du 
po 
no 


Sur les surfaces du second ordre. II. 273 


opposés du quadrigone formé des traces du quadrilatere ACBD. Le 
point O sera celui od se rencontrent les droites joignant les traces de 
cotés opposés de ce quadrilatére. La surface du faisceau passant par 
ce point, ou bien la surface w,, aura done ces deux droites pour 
génératrices. Le plan M’ N’ P’ y est donc tangent en ce point. 

En nous rappelant la détermination du plan WM’ N’ P’ et celle du 
point M,, nous aurons done démontré le théoréme suivant: 

Soit donné un quadrilatére gauche ACBD et une droite 1; désignons 
par M’ et N’ ses points dintersection avec une surface quadrique quel- 
conque x qui passe par ACBD, et par P’ un des points ot la droite 
dintersection des plans ABM’ et CDN’ rencontre x; alors le plan 
joignant 1 ad P’ sera tangent ad Vune des deux surfaces qui passent par 
ACBD et sont tangentes al; et le point de contact de Vautre se trou- 
vera sur la droite joignant les points dintérsection du méme plan avec 
les droites AB et CD. Liautre point d’intersection P” de la droite 
d'intersection des plans ABM’ et CDN’ avec x, détermine de la méme 
maniére le plan tangent de la derniére surface et le point de contact 
du premier. On voit encore que les deux plans tangents passent aussi 
par les points d’intersection de x avec la droite d’intersection des plans 
ABN et CDM. 

Ce qui est remarquable ici, au point de vue algébrique, c’est que 
l'équation du second degré servant & déterminer les deux surfaces du 
faisceau qui sont tangentes a 7 devient réductible par l’adjonction des 
points d’intersection de x avec la droite d’intersection des plans A BM’ 
et CDN’. — 

Revenons au but principal de la recherche actuelle.. Nous avons 
vu qu’un cdté M’ N’ du polygone variable, inscrit & 4, qui appartient 
& une congruence générale de Hirst peut étre remplacé par deux autres 
qui ont la particularité de rencontrer, l'une la droite AB, lautre la 
droite CD. Nous avons encore vu que chacun de ces derniers cétés 
peut étre remplacé par deux autres qui passent par des points fixes, 
et que, de méme, chaque cdté tangent & deux cdnes circonscrits peut 
étre remplacé par trois autres qui passent par des points fixes, Si 
l'on applique ces substitutions 4 tous les cdtés, la suite de points 
fixes formera un cycle complet. 

Nous avons vu encore que la valeur de a ne sera pas changée par 
ces substitutions. Or il 4 été prouvé dans le § 1 de cet article que 
la valeur dex’ qui correspond & un cycle complet, étant égale au carré 
du produit des rapports des distances des sommets du polygone aux 
points fixes des cdtés, est égale 4 lunité. On aura done a =—1, et 
nous pourrons énoncer le théoréme suivant: 

Soit A’ B'...N’ A’ un polygone variable, inscrit a une quadrique 
zx, et déterminé de telle maniére quen méme temps que A’ parcourt la 





274 H-G. Zevruen. Sur les surfaces du second ordre II. 


surface les autres sommets parcourront des figures projectives; soit la 
correspondance de A’ et B’ prise comme exemple des projectivités de la 
seconde espcce, A, et A, ctant les points de contact de A’ B avec les 
deux cénes circonscrits qui y appartiennent; soit enfin la correspondance 
de M’ et N’ prise comme exemple des projectivités de la premiére espéce, 
M, cant le point de contact avec une des quadriques passant par un 
quadrilatére de 4% qui y appartiennent; alors on aura 

mr, AAAs oy, (MM 

2 BA,. BA, ' '\V NM, 

ott les produits TT, et TT, sont ctendues a tous les cétés joignant des points 
des figures projectives de la seconde ou de la premicére espéce. 

Tous les facteurs de TT, sont quadratiques. Ceux de TT, le deviennent 
dans le cas particulier ot les deux cdnes coincident, ou bien si le cété 
doit passer par un point fixe. Si TT, ne contient que des facteurs de cette 
espéce on peut en extraire la racine carrée. Le signe qu'il faut donner 
alors & la racine 1 du second membre dépend des choix entre les deux 
points de contact des cdtés M’ N’*). 

Le 16 avril 1885. 


*) Je me permets d’ajouter ici une citation qui aurait di trouver place daus 
le memoire. M. Voss, dans son mémoire sur les substitutions orthogonales 
(Mathematische Annalen XIII), s’est occupé avant moi de figures projectives sur 
une quadrique, et déja en 1853 M. Cayley a observé que les droites joignant 
les points correspondants de deux figures projectiyes de la premiére espéce sont 
tangentes & deux surfaces quadriques (Phil. Magazine 1853, VI, 326; cité d’aprés 
M. Voss, Math. Ann, XIII). 





Ueber den Cayley’schen Schnittpunktsatz. 
Von 


I, Bacnaracn in Erlangen. 


Einleitung. 


Die zumeist auf Constantenzihlung gegriindeten Beweise der Schnitt- 
punktsiitze lassen noch gerechte Zweifel iiber deren allgemeine Giiltigkeit 
bestehen, sind desshalb, wie sogleich gezeigt werden soll, zu verwerfen, 
und die daraus hervorgehenden Siitze selbst bediirfen wesentlicher 
Modificationen. 

Durch Abzihlen der in einer Function m'* Grades enthaltenen 
Constanten beweist man den Satz: 

»lvine Curve n. Ordnung ist durch 


= n(n + 3) 
Punkte bestimmt.“ 
Bei besonderer Lage dieser Punkte gilt jedoch das ausgesprochene 
Theorem nicht mehr, und es giebt ganze Schaaren von Curven n. Ord- 


nung, die durch jene Gruppe von = n(n-+3) Punkten hindurchgehen. 


In bekannter Weise wird aus dem angefiihrten Satze der folgende 
Schnittpunktsatz abgeleitet: 
(I) Line Curve n. Ordnung, welche durch 


5 n(n+3)—1 
Schnittpunkte zweier anderen Curven n. Ordnung hindurch- 
geht, enthalt auch die 

= (wn — 1) (n — 2) 


weiteren Schnittpunkte der letzteren.“ 
Eine Erweiterung dieses Satzes bildet der folgende von Cayley 
ebenfalls durch Constantenzihlung abgeleitete Satz:*) 


*) Vergl. Cambridge, Math. Journal, vol. 3, 1843, p, 211. 
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yJede Curve von der Ordnung r(r>m und r>n; 
r<m-+ n— 3), welche durch alle bis auf 


= (m+n —r—1)(m+n—r — 2) 


von den mn Durchschnittspunkten zweier Curven von den 
Ordnungen m und n hindurchgeht, enthilt auch diese iibrigen 
Schnittpunkte.“ 

Wiihrend man nun weiss, dass Satz (I) zu gelten aufhért, sobald 
die in Rede stehenden 3 (n — 1) (wm — 2) Punkte auf einer Curve 
(wn — 3). Ordnung liegen, sind von dem allgemeineren Cayley’schen 
Satze noch keine Criterien fiir Ausnahmefille bekannt, wiewohl deren 
nothwendig bestehen miissen, was auch aus folgender Ueberlegung 
hervorgeht : 

Die Gleichung einer jeden Curve r. Ordnung liisst sich offenbar 
in die Form bringen: “ 


C, = A,nCn + B, nCn + VC, + a’C," + bi Be + Ae) C,@ = 0, 
wo die C, =O gesetzt, gegebene Curvengleichungen, ihre Indices 
deren Ordnungen, ferner A =O und B =O willkiirliche Curven, 
endlich die g@ Gréssen 4 willkiirliche Constanten bedeuten, wenn noch 


o= s r(r + 3) — + (r—m) (r — m+ 3) — ; (r—n) (r—n-+3) —1 


ist (wo r << m-+n). Denn alsdann enthilt die homogen geschriebene 
1 


linke Seite genau = r(r + 3)-+ 1 Constanten, die gerade zur Be- 
stimmung der C, ausreichen. Wenn nun diese durch @ Schnittpunkte 
der C,, mit der C,, hindurchgeht, so erhilt man @ lineare und homogene 
Bedingungsgleichungen fiir die g Gréssen 4; wenn daher die Deter- 
minante der C,, C,” . . . C{@ geschrieben in den Coordinaten jener 
eo Punkte nicht verschwindet, so verschwinden simmiliche 4, also 
verschwindet die ganze linke Seite obiger Gleichung auch noch fiir 
die Coordinaten der iibrigen Schnittpunkte der C, und C,, mithin 
geht die C, durch dieselben. Nun wird aber auch: 


1 
e=mn —>(m+n—r— 1) (m+n —r — 2), 


womit wir einen Beweis fiir den von Cayley ausgesprochenen Satz 
erbracht hiitten. 

Aber es darf nicht unbeachtet bleiben, dass in besonderen Fiillen 
jene Determinante der C, verschwinden kann, alsdann werden alle 
oder doch einige der Gréssen 4 von Null verschieden sein, womit die 
Moglichkeit von Ausnahwmefillen des Cayley’ schen Satzes erwiesen ist. 


Dagegen kann man ohne Bedenken dem Cayley’schen Satze die 
folgende Fassung geben: 
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» Von den mn linearen Bedingungsgleichungen , welchen 
die Coefficienten der Gleichung einer durch das ganze Schnitt- 
punktsystem zweier Curven von den Ordnungen m wnd n 
hindurchgehenden Curve r. Ordnung geniigen miissen, sind 


> (m+n — 1 —1)(m+n—r—2) 


eine lineare Folge der iibrigen.“ 

Jedoch welche dies sind, das bleibt einer weiteren Untersuchung 
iiberlassen, 

Besondere Erwiihnung verdient noch ein Schnittpunktsatz, der, 
nach dem unten zu erwihnenden rein algebraischen Beweise, ohne 
jede Ausnahme gilt, obgleich bei Anwendung des iiblichen Beweises 
durch Constantenziihlung die Méglichkeitt von Ausnahmefiillen nicht 
ausgeschlossen bleibt. Es ist der Satz: 

» Wenn von den np Schnittpunkten einer Curve n. Ord- 
nung mit einer Curve p. Ordnung pq auf einer Curve q. Ord- 
nung liegen, so liegen die iibrigen p(n — q) Schnittpunkie 
auf einer Curve (n — gq)” Ordnung.“ 

Und das Gleiche gilt sogar, wie sich spiiter herausstellen wird, 
fiir den speciellen Fall des Cayley’schen Satzes, in dem r=m-+n—3 
angenommen wird. — 

Diese Ausfiihrungen mégen gentigen, um die Mangelhaftigkeit der 
Constantenziihlung zum Beweise der Schnittpunktsiitze darzuthun, und 
trotzdem ist vielfach von denselben gerade in der Form, welche nicht 
ausnahmslos gilt, Anwendung gemacht worden. 

Zweck vorliegender Arbeit ist es nun, durch Beniitzung anderer 
strengerer Beweismethoden, welche sich auf die algebraischen Theorien 
von Herrn Noether (Math. Ann. VI) und der Herren Brill und 
Noether (Math. Ann. VII) stiitzen, jene Liicke in den Schnittpunkt- 
siitzen auszufiillen d. h. die Grenzen der Giiltigkeit derselben aufzu- 
suchen und die sich ergebenden Ausnahmefille besonders zu behandeln. 
Im wesentlichen ist die Abhandlung nur eine Umarbeitung des ersten 
Theils meiner Inauguraldissertation*), welche aber insofern eine Er- 
weiterung erfahren hat, als die Mannigfaltigkeit der Curven r. Ord- 
nung, welche durch das Schnittpunktsystem einer Curve m. mit einer 
Curve n. Ordnung oder nur durch einen Theil desselben hindurchgehen, 
bestimmt wird. Ferner ist ein zweiter Beweis des Cayley’schen 
Satzes hinzugefiigt und endlich ist gezeigt worden, dass die Grenzen, 
innerhalb welcher sich die Zahlen r, m und m dieses Satzes bewegen 
diirfen, einer gewissen Erweiterung fihig sind. 

Wenn wir hier unsere Untersuchung auf Curven mit nur ein- 


*) Ueber Schnittpunktsysteme algebraischer Curven, Erlangen 1881. 
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fachen Schnittpunkten beschriinken, so geschieht dies lediglich der 
Kinfachheit der Darstellung wegen, und wir bemerken, dass eine Aus- 
dehnung der erhaltenen Siitze auf Curven mit gemeinsamen vielfachen 


Punkten, wie im II. Theile der Dissertation gezeigt ist, keine wesent- 
liche Schwierigkeit bietet. 


§ 1. 
Fundamentalsatz. 


Von fundamentaler Bedeutung fiir die ganze Untersuchung ist 
der bekannte Satz der Algebra: 

» Verschwindet eine ganze, nicht homogene Function { 

von x und y fiir alle Werthsysteme x, y, welche zwei ganze 

Functionen gp und w zu 0 machen, so ist f von der Form 


f=Agp+ By, 
wo A und B ebenfalls ganze Functionen von x und y sind. *) 


Wenn daher eine Curve f= 0 durch simmtliche Schnittpunkte 


zweier Curven p= 0 und »y=O0 hindurchgeht, so lisst sich ihre 
Gleichung in die Form setzen: 


f=Agp+ By=—0, 

wo A=0 und B=O ebenfalls Curven bedeuten. (Immer voraus- 
gesetzt, dass die gemeinsamen Punkte der Curven g = 0 ond y = 0 
keine vielfachen Punkte sind, **) 

Seien f, p und % beziehungsweise von den Ordnungen n, p und q 
(x >p und n> q), so sind zufolge obiger Identitét die Curven A = 0 
und B=0 von den resp, Ordnungen » — p und »—gq. Da nun 
fiir die Coordinaten der np Schnittpunkte von f mit m diese Ausdriicke 
verschwinden, so muss fiir ebendieselben auch By — 0 identisch er- 
fiillt sein. Nun verschwindet aber y nur fiir die Coordinaten von pq 
jener np Schnittpunkte, also muss fiir diejenigen der p(m — g) iibrigen 
B= 0 befriedigt werden. Wir kénnen somit den Fundamentalsatz 
auch folgendermassen aussprechen: ' 

» Wenn von den np Schnittpunkten einer Curve n. Ord- 
nung mit einer Curve p. Ordnung pq auf einer Curve q. Ord- 
nung liegen, so legen die iibrigen p(n — q) Schnittpunkte 
auf einer Curve (n — gq)” Ordnung.“ 

Dieser Satz gilt ausnahmslos, also unabhiingig von der Lage jener 
p(w — q) Punkte und natiirlich auch, wenn f zerfallt; simmtliche 


*) Der strenge Beweis dieses Satzes ist von Herrn Noether, Math. Ann. 
Bd, VI, p. 354 gefiihrt worden, 

**) Diese im iibrigen unnéthige Beschrinkung machen wir, weil im Folgenden 
nur von dem speciellen Full einfacher Schnittpunkte die Rede sein soll. 
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Beweise durch Constantenzihlung sind zu verwerfen, da sie die Frage 
iiber die allgemeine Giiltigkeit jener Sitze unentschieden lassen und 
weil aus denselben nicht geschlossen werden kann, dass die Curve f 
sowohl als auch insbesondere die Curve  zerfallen darf. 

Bemerkenswerth ist der specielle Fall p =m, der vielfache An- 
wendung findet. 


§ 2. 
Der Restsatz*). 


Durch @ Punkte einer Curve F von der Ordnung p seien die 
Curven ® von der Ordnung gq, und Y von der Ordnung g, hindurch- 
gelegt, von denen erstere noch weitere R, letztere noch R’ Punkte 
aus J’ ausschneiden mége. 

Wir bezeichnen die Gruppe der Q Punkte mit Gag, die der R 
Punkte auf ® mit Gp und die der R’ Punkte auf ¥Y mit Gz, nennen 
ferner zwei Gruppen wie Ge und Gp oder Gg und Gp, welche zu- 
sammen das vollstindige Schnittpunktsystem von F' mit irgend einer 
andern Curve bilden, zu einander residual, endlich zwei Gruppen, wie 
Gr und Gz, welche zu einer und derselben dritten Ga residual sind, 
zu einander corresidual. Wenn wir nun noch durch die Gruppe Gp 
eine Curve A der ». Ordnung legen, welche F in weiteren Q Punkten 
schneiden mége, so finden wir, dass von den (q, + r) p Schnittpunkten 
einer (zerfallenden) Curve AY der (q, + r)'** Ordnung mit einer Curve F’ 
der p. Ordnung pq, auf einer Curve der q,‘** Ordnung liegen; der 
Fundamentalsatz berechtigt daher zu dem Schlusse, dass die iibrigen 
p(r-+4q,—q,) Schnittpunkte auf einer Curve B der Ordnung r+ q,—q, 
liegen. Es muss daher die von A auf F' ausgeschnittene zu Gp resi- 
duale Gruppe Gg von pr — R Punkten mit der Gruppe Gp auf einer 
Curve B liegen, oder die beiden Punktgruppen Gp und Gp sind cor- 
residual nicht bloss in Bezug auf die Gruppe Gg, sondern auch in 
Bezug auf die zu Gp residuale Gruppe Gq. 

Auf ® liegen die Gruppen Gg und Gz; 
ge Ficitgy ” ” Go » Gr; 
»n A yy ” ” Gr, Ge; 

mithin auf B e,, oi Gy , Gr. 

Wenn wir uns der oben definirten Bezeichnungen bedienen, so 
kénnen wir den Restsatz in folgender Weise aussprechen: 

Sind auf einer algebraischen Curve F die Punktgruppen 

Gr und Gp einander corresidual in Bezug auf eine Punkt- 
gruppe Ge, so sind sie es auch in Bezug auf jede andere Gy, 
welche zu einer von ithnen (etwa Gp) residual ist‘. 


*) Wegen des Folgenden vergl. man: Brill und Noether, Math, Ann. 
Bd. VII, p. 271 ff. 
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Die Bedeutung des Restsatzes liegt darin, dass man gewisse Punkt- 
gruppen definiren kann unabhiingig von der durch sie hindurchgehenden 
Curve. Um dies einzusehen, denken wir uns auf einer Curve J’ eine 
ganze Schaar gg von Punktgruppen von je Q Punkten, welche zu 
einander in Bezug auf die Punktgruppe G, corresidual sind. Legt 
man jetzt durch eine beliebige Gruppe Gg der Schaar gg eine beliebige 
Curve, welche auf J’ noch eine weitere Gruppe Gy von I’ Punkten 









ausschneiden midge, so ist die Schaar gg auch corresidual in Bezug 
auf Gy, d. h. sie ist auch durch Curven ausschneidbar, welche alle 
durch die Gruppe Gy gehen. Die Schaar gg ist tiberhaupt corresidual 
in Bezug auf jede Gruppe G,, welche zu irgend einer Gruppe der 
Schaar residual ist. 






Als Beispiel fiir die Verwendbarkeit des Restsatzes zum Beweis 
der Schnittpunktsiitze mége das Chasles’sche Theorem entwickelt 
werden. Dasselbe lautet: 

»allen von einem Curvenbtischel der n. Ordnung die n? Basis- 
punkte auf eine Curve Cj, der (w+ n’)" Ordnung, so giebt es 
immer einen zu jenem Curvenbiischel der n. Ordnung projectivischen 
Curvenbiischel der n’, Ordnung, dessen Basispunkte ebenfalls auf die 
Curve Cia,» fallen, und welcher mit jenem durch den Durchschnitt 
der entsprechenden Elemente die Curve Ci.) erzeugt.‘*) 

Zum Beweise legen wir durch die n? Basispunkte eines Curven- 
biischels m. Ordnung eine Curve der (x + n’)*" Ordnung und wiihlen 
letztere als Grundeurve J’. Der Curvenbiischel schneidet nun auf J’ 
eine einfach unendliche corresiduale Schaar ga, von je nn’ Punkten 
aus, von der zu zeigen ist, dass sie auch durch eine Curvenschaar 
der n" Ordnung ausgeschnitten werden kann, deren n® Basispunkte 
ebenfalls auf der Curve F’ liegen. Dies ist aber immer mdglich, da 
wir durch eine beliebige Gruppe G,, der Schaar gn, eine Curve der 
n. Ordnung legen kénnen, wodurch wir eine weitere zu G,,: residuale 
Giruppe G,» von n* Punkten auf J’ erhalten. Diese sind zufolge des 
Restsatzes die Basispunkte des gesuchten Curvenbiischels der n’. Ord- 
nung. Dass man durch die Gruppe Ga» immer eine Curve n’ Ord- 
nung legen kann, selbst wenn 

















n’(n’ + 3) 


nn > ; . 











ergiebt sich aus dem Umstand, dass von den (n-+-n’)n Schnittpunkten 
der Co4a) mit derjenigen Curve ». Ordnung, welche die Gruppe 
Ga» ausschneidet, n? auf einer andern Curve n. Ordnung liegen (sogar 


*) Chasles, Deux théordmes généraux sur les courbes et les surfaces géo- 
metriques de tous les ordres, (Comptes rendus, 28, décembre 1857). 





auf un 
punkte 


satze , 


endl 


schr 
dure 
Sch 
in ( 
Ord 
zu 
m (' 
ves 
d. 
die 
d 1 


fes 


Ueber den Cayley’schen Schnittpunktsatz, 281 


auf unendlich vielen); alsdann liegen niimlich die tibrigen nn’ Schnitt- 
punkte, das sind die Punkte der Gruppe G,,»’, nach dem Fundamental- 
satze, auf einer Curve der n'" Ordnung. 


§ 3. 
Der Cayley’sche Satz. 
In seiner gewohnlichen Form lautet derselbe: 
»dede Curve von der Ordnung r 
(fir r>m und r>n, r<m+n—3), 
welche durch alle bis auf 
= (m+n —r—1)(m+n—r—2) 


von den Durchschnittspunkten zweier Curven von den Ord- 


nungen m und n hindurchgeht , enthilt auch alle diese iibrigen 
Schnittpunkte.“ 


Zur Untersuchung desselben fiihren wir folgende Bezeichnungen ein: 
m+n—r=y, 

1 ¢ 

a ¥ — 1) (vY—2) = 9; 


endlich sei » > m. 


Wir wihlen nun die Curve m. Ordnung als Grundcurve J’ und 
schneiden dieselbe durch diejenige Curvenschaar r. Ordnung, welche 
durch die mn— 0 festen Punkte auf F hindurchgeht. Zu dieser 
Schaar gehdrt sowohl die gegebene Curve r, Ordnung, als auch die 
in die gegebene Curve n., Ordnung und eine beliebige Curve (r—mn)'* 
Ordnung zerfallende Curve re" Ordnung. Wir untersuchen jetzt die 
zu den mn — 0 festen Punkten residualen Punktgruppen von je 
m(r — n)-+ 0 Punkten, die von der betrachteten Curvenschaar aus- 
geschnitten werden. Gelingt es, nachzuweisen, dass 0 Punkte fest, 
d. h. allen Gruppen gemeinsam sind, so ist der Satz bewiesen, denn 
die gegebene Curve r. Ordnung geht dann in der That durch die 
0 Punkte, in welchen sich die Curven ». und m. Ordnung (ausser den 
festen) noch schneiden. 

Zu den zu untersuchenden Gruppen gehért nun auch, wie schon 
erwiihnt, diejenige, welche aus den 0 zu untersuchenden Punkten und 
weiteren m(r —- m) Punkten besteht, die eine beliebige Curve Ci») 
der (r — n)'" Ordnung auf J’ ausschneidet. 

Wir wollen eine solche Gruppe, weil sie von einer zerfallenden 
Curve ausgeschnitten wird, eine zerfallende Gruppe und den von den 
0d fraglichen Punkten gebildeten Bestandtheil Gy derselben Restgruppe 
nennen, Durch unsre zerfallende Punktgruppe legen wir jetzt eine 

. 
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Curve (m — 2)'* Ordnung. Diese muss nach dem Fundamentalsatz 
zerfallen in die C,_, und eine Curve C,_, der Ordnung: 


m—2—(r—n)=—m+un—r—2=—yp 2. 

Wir lassen nun noch die C,_» zerfallen in irgend eine Gerade Q 
dureh einen beliebigen a der 6 Punkte der Restgruppe und eine Curve 
Cy-s der (y — 35)" Ordnung durch die 6 — 1 iibrigen, was immer 
moglich ist, da 


8—1=— p(y — 3). 


Von der Cys nehmen wir zuniichst an, dass sie durch a nicht 
hindurchgehe. 


In Bezug auf diese zerfallende Curve 
Cn—2 = Crs 7 Cys ‘ Q 
suchen wir jetzt das Residuum der Gruppe der oben erwiihnten 


m(r—n)+o0 
Punkte. Da der eine Bestandtheil — niimlich m(r —n) Punkte — 
dieser Gruppe das vollstiindige Schnittpunktsystem der Grundeurve I’ 
mit der C,_, bildet, so liefert diese Curve keine weiteren Schnittpunkte; 
das Residuum besteht daher aus m—1 Punkten der Geraden @Q 
und aus 
m(y — 3) — (0d — 1) 

Punkten, welche von der C,3 auf F noch ausgeschnitten werden. 
Nach dem Restsatz ist die fragliche Schaar von Punktgruppen von je 
d + m(r — n) 

Punkten auch corresidual in Bezug auf das soeben gefundene Residuum, 
d. h. sie kénnen auch durch eine Curvenschaar (m— 2). Ordnung aus- 
geschnitten werden, welche durch letzteres hindurchgeht. Nun liegen 
aber m — 1 Punkte dieses Residuums in gerader Linie Q; es miissen 
daher siimmliche Curven (m — 2)'*" Ordnung zerfallen in die feste 
Gerade Q und in eine Curvenschaar (m — 3)‘ Ordnung, welche durch 
die iibrigen Punkte des Residuums hindurechgeht. Wiirden jene Curven 
nicht zerfallen, so kimen wir zu dem Widersinn, dass eine Curve 
(m — 2). Ordnung von einer Geraden in mehr als m — 2 Punkten 

getroffen wird. 

Damit ist gezeigt, dass der Punkt a der Restgruppe fest ist, d. h. 
dass alle Curven r. Ordnung unsrer Schaar, mithin auch die gegebene, 
denselben enthalten. Da er aber beliebig war, so gilt gleiches auch 
von den d — 1 iibrigen Punkten der Restgruppe, mithin enthalten die 
Curven r. Ordnung, welche durch mn — 6 Schnittpunkte zweier Curven 
m, und ». Ordnung hindurchgehen, auch die 0 iibrigen Schnittpunkte 
der letzteren. In unserem Beweise war es ndthig, durch 
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Punkte eine Curve (y — 3)'*" Ordnung zu legen; es verdient hervor- 
gehoben zu werden, dass bei specieller Lage jener Punkte mehr als 
eine Curve (y —-3)'*" Ordnung hindurchgelegt werden kann; der Beweis 
bleibt aber derselbe, da es gentigt, wenn wir nur irgend eine dieser 
iiberhaupt méglichen Curven, welche a nicht enthalten, herausgreifen. 

Es bleibt nun noch der Fall zu beriicksichtigen, dass die d Punkte 
der Restgruppe auf einer Curve (y — 3)'*" Ordnung liegen. 

Alsdann wird die Gerade @ iiberfliissig, und es geniigt letztere 
Curve (y — 3). Ordnung zusammen mit der C,—,), um das Residuum 
von m(y —3)—9@ Punkten auf JF auszuschneiden. Durch dieses 
Residuum sind jetzt alle méglichen Curven der Ordnung 

y—3+r—-n=—=m—3 
an Stelle der friiheren Curven (m — 2)'e" Ordnung zu legen, welche 
uns wiederum die zu untersuchenden corresidualen Gruppen von 
6 -+ m(r —n) Punkten liefern. Es ist aber jetzt kein Grund vor- 
handen, weshalb diese Curven (m — 3)'*" Ordnung zerfallen sollen in 
eine feste Curve, die etwa die d Punkte der Restgruppe ausschneiden 
wiirde. Die & Punkte sind daher in diesem Falle nicht nothwendig 
fest, wir haben somit einen Ausnahmefall des Cayley’schen Satzes 


nachgewiesen, und letzterer muss daher genauer in folgender Weise 
ausgesprochen werden: 


yliine Curve der r. Ordnung, welche durch 

mn — = (y — 1) (y—2), [wo y= m+n—r] 
Schnittpunkte eweier Curven m. und n. Ordnung geht 

[r>m und r>n; r<m+n— 3}, 
enthilt im allgemeinen auch die iibrigen 
; (y— 1) Y¥—2) 
Schnittpunkte der leteteren; wenn dagegen diese 
d= + (y—1)(y—2) 


Punkte auf einer Curve (y — 3)" Ordnung liegen, so braucht 
eine durch die mn — 8 Punkte gelegte, aber sonst willkiirliche 
Curve r. Ordnung nicht zugleich durch die 8 tibrigen Schnitt- 
punkte der beiden Curven m. und n. Ordnung zu gehen.“ 
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§ 4. 
Besondere Behandlung des Ausnahmefalles. 


Wir haben gesehen, dass, wenn die 0 Punkte der Restgruppe auf 
einer Curve (y — 3) Ordnung liegen, dieselbe aufhért fest sein zu 
miissen. In diesem kritischen Falle ist nun die weitere Frage zu er- 
értern, ob dann nothwendig alle d Punkte der Restgruppe beweglich 
sind, d. h. ob die Curven r. Ordnung, die durch mn — d Schnitt- 
punkte der Curven m'** und n'* Ordnung hindurchgehen, keinen der 
noch iibrigen 0 Schnittpunkte enthalten, oder ob sie durch einen Theil 
der Punkte der Restgruppe hindurchgehen, durch den andern aber nicht, 
oder endlich, ob sie doch durch alle 6 Punkte gehen. 

Kin Beispiel midge die Frage noch niiher beleuchten. Gegeben 
sei eine Curve 8. Ordnung C,, welche durch 36 Schnittpunkte einer 
Curve 6. Ordnung C, mit einer Curve 7. Ordnung C, hindurchgeht, 
wihrend von den 6 iibrigen Schnittpunkten der beiden letzten Curven 
5 in gerader Linie A liegen, der 6. Punkt a aber ausserhalb A liegen 
soll. In diesem Falle ist y—=6+7—8=5, Die 6 Punkte der 
Restgruppe liegen auf einem Kegelschnitt, gebildet von der Geraden 
A zusammen mit einer beliebigen Geraden B durch a. Unser Satz 
lisst uns daher schliessen, dass die C, durch diese 6 Punkte nichi 
hindurchgehen wird. 

Wenn man aber den Beweis genau so wie im allgemeinen Falle 
wiederholt und jeden der 6 Punkte der Restgruppe einmal dadurch 
auszeichnet, dass man die Gerade Q (vgl. oben) durch ihn hindurch- 
legt, so stellt sich heraus, dass zwar die C, durch die in Rede 
stehenden 5 Punkte der Geraden A nicht hindurchgeht, wohl aber 
durch den Punkt a. 

Daraus miissen wir schliessen, dass in dem Ausnahmefalle einige 
der 0 Punkte zwar beweglich, andre aber noch fest sein kénnen, und 
wir haben uns jetzt die weitere Frage vorzulegen: Wenn eine Curve 
r, Ordnung durch einen Theil des vollstindigen Schnittpunktsystems 
zweier Curven m. und n, Ordnung, nimlich durch mn — 0 Schnitt- 
punkte, hindurchgeht, auf welche Weise lisst sich alsdann ermitteln, 
ob sie durch einen aus den @ iibrigen Punkten beliebig ausgewahlten 
weiteren Punkt auch noch hindurchgeht? Um diese Frage zu ent- 
scheiden, miissen wir uns erinnern, dass die im Beweis des allgemeinen 
Falles beniitzte Curvenschaar (m — 2)'* Ordnung in eine feste Gerade Q 
und eine Curvenschaar (m — 3)'*" Ordnung zerfiel. Dies verhalf uns 
zum Nachweise des Umstands, dass ein Punkt der Restgruppe, der- 
jenige niimlich, der auf der Geraden @ liegt, fest ist. Wollte man 
dasselbe fiir einen anderen der 6 Punkte nachweisen, so miisste man 
ihn dadurch auszeichnen, dass man durch die noch iibrigen 3 — 1 
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Punkte eine Curve (y — 3)'** Ordnung und durch ihn selber — falls 
diese Cys nicht schon hindurchgeht — eine Gerade Q’ legt. So oft 
nun Q auf diese Weise einzufiihren ist, was z. B. bei allgemeiner 
Lage der 0 Punkte der Restgruppe fiir alle der Fall ist, dann ist 
immer der auf ihr liegende Punkt fest. Wenn aber die 0 Punkte auf 
einer Curve (y — 3)" Ordnung liegen, so kann man freilich diese 
bentitzen, womit die Gerade Q tberfltissig wird; damit ist aber noch 
nicht gesagt, dass dann alle d Punkte beweglich sind. Denn es kénnen 
dann schon 6 — 1 Punkte so speciell liegen, dass man unendlich viele 
Curven (y — 3)'*" Ordnung durch sie hindurchlegen kann, von denen 
zwar ein Theil durch den letzten Punkt hindurchgeht, der andere aber 
nicht. Sobald sich nun wenigstens eine unter diesen Curven befindet, 
welche den letzten Punkt nicht enthailt, so kann man diese beniitzen, 
und die Gerade Q ist dann durch ihn hindurch zu legen, wie im all- 
gemeinen Falle, er ist mithin fest. Also: 

» Um zu erfahren, ob einer der 0 Punkte der Restgruppe 
fest ist, lege man durch die 8 — 1 iibrigen alle méglichen, 
auch zerfallenden Curven (y — 3)" Ordnung (im allgemeinen 
giebt es nur eine); wenn sich nun unter diesen eine solche 
befindet, die den fraglichen Punkt nicht enthilt, so ist der- 
selbe fest.“ 

In dem von uns gewihlten Beispiel (s. oben) ist der Punkt a fest, 
obgleich er mit den 5 Punkten der Geraden A auf einem Kegelschnitt 
liegt; denn es giebt nicht nur einen, sondern unendlich viele Kegel- 
schnitte durch diese 5 Punkte, die den Punkt a nicht enthalten. Da- 
gegen sind die 5 Punkte der Geraden A beweglich, denn alle Kegel- 
schnitte, die man durch a und 4 beliebige derselben legen kann, gehen 
auch durch den fiinften, da sie alle in die feste Gerade A und eine 
weitere durch a gehende Gerade zerfallen. Wir folgern daraus, dass 
eine C, durch mehr als mn — 0 Schnittpunkte einer C,, mit einer C,, 
hindurchgehen kann, ohne dass sie darum nothwendig auch die tibrigen 
Schnittpunkte derselben enthalten muss. Wiirden in dem von uns ge- 
wihlten Beispiel 4 von den 6 Punkten der Restgruppe in gerader 
Linie, die beiden anderen ausserhalb derselben liegen, so wiiren letztere 
fest, erstere aber beweglich, und wir hiitten eine Curve 8. Ordnung, 
welche durch 38 Schnittpunkte einer Curve 6. mit einer Curve 7. Ord- 
nung hindurchgeht, ohne zugleich die vier tibrigen zu enthalten (weil 
sie in gerader Linie liegen). 

Aus dem Beweis des Cayley’schen Satzes hat sich ergeben, dass, 
wenn die 6 Punkte der Restgruppe auf einer C,_; liegen, dieselben 
nicht nothwendig fest sind; es ist weiter das Kriterium dafiir nach- 
gewiesen worden, dass in diesem Ausnahmefalle einzelne der 0 Punkte 
noch fest bleiben; es eriibrigt noch, zu untersuchen, ob nicht trotz 

Mathematische Annalen, XXVI, 19 
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ihrer besonderen Lage (auf einer C,_3) doch alle 6 Punkte der Rest- 
gruppe fest sein kinnen. Wir werden beweisen, dass dies unmdglich ist. 

Seien a,, a,,..., as die 6 Punkte der Restgruppe, welche auf 
einer Curve (y—3)'* Ordnung C = 0 liegen sollen. Waren nun die 
5 Punkte a; fest, so giibe es 0 verschiedene Curven (y— 3)" Ordnung, 
von denen jede durch 6 —1 Punkte der Restgruppe hindurchgeht, 
durch den letzten aber nicht. Seien 

C, = 0; C, =0;...; Ce —0 
die Gleichungen dieser Curven, so dass C, =O durch alle Punkte a; 
bis auf a,, C, =O durch alle bis auf a, u. s. w., C; = 0 durch alle 
bis auf ay hindurchgeht. Nun lassen sich aber, da die C,, C,,..., Cs 
linear von einander unabhingig sind, Parameter 
Oy By, oe oy UG 
so bestimmen, dass die Gleichung einer beliebigen Curve (y — 3)' 
Ordnung, mithin auch derjenigen, auf welcher alle Punkte a; liegen 
(C = 0), in die Form 
a, 0, + a0, +--+ + 050) =0 

gebracht werden kann. Dieser Gleichung miissten daher die Coordi- 
naten eines beliebigen der Punkte a geniigen; dies ist aber nicht der 
Fall, da fiir die Coordinaten eines beliebigen Punktes a; der Rest- 


gruppe alle C bis auf C; verschwinden. Also: 
1 


, Wenn 0 = 5 (y —1) (y —2) Punkte auf einer oder unendlich 
vielen Curven (y—3)‘* Ordnung liegen, so lassen sich immer 6 — 1 
dieser Punkte so auswiihlen, dass alle durch sie hindurchgelegten 
Curven (y—3)'* Ordnung auch noch den letzten Punkt enthalten.“ 

Unter Beibehaltung der friiher gemachten Annahmen iiber m, n 
und + kénnen wir nun den Satz aufstellen: 

»» Wenn eine Curve r. Ordnung durch mn — 8 Schnitt- 
punkte einer Curve m. mit einer Curve n. Ordnung hindurch- 
geht, so giebt es unter den 0 iibrigen Schnittpunkten dann 
und nur dann solche, welche die Curve r. Ordnung nicht 
enthdlt, wenn jene 0 Punkte auf einer Curve (y—3) Ord- 
nung liegen.“ 

Wir stellen uns jetzt die Frage, wie viele von den 0 Punkten der 
Restgruppe im Ausnahmefalle, wo also y > 3, zum Mindesten beweg- 
lich sein miissen. 

Zu diesem Zwecke beweisen wir unter Beibehaltung der friiheren 
Bezeichnungen zuerst den folgenden Hilfssatz: 

» Wenn eine Curve r. Ordnung durch mn — (y—1) 
Schnittpunkte einer C,, mit einer C,, hindurchgeht, durch die 
iibrigen y — 1 Punkte aber nicht, so liegen letetere in gerader 
Tinie.“ 
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Wiahlt man die C,, als Grundcurve und denkt sich durch die Gruppe der 
mn — (y—1) 
Punkte alle méglichen C, hindurchgelegt, so schneiden diese die C,, 
noch in einer Schaar von Gruppen von je 
y—1+ m(r—n) 
weiteren Punkten. Zu dieser Schaar gehért auch die Gruppe von 
Punkten, welche die C, ausser den festen Punkten, ferner eine will- 
ktirliche C,, auf C,, noch ausschneiden. Durch diese Gruppe lege 
man eine C,,,;, welche nach dem Fundamentalsatze in die C,, und 
eine Cy_; durch die fraglichen y — 1 Punkte zerfallen muss. 
Letztere Curve schneidet C,, noch in einer Gruppe G, von 
(m—1) (y—1) 
Punkten. Obige Punktgruppen von je 
(y—1) + m(r—n) 
Punkten miissen daher nach dem Restsatze ausschneidbar sein durch 
Curven (m—1)'* Ordnung, welche durch die Punkte der Gruppe G, 


hindurchgehen. Wenn aber von den m(y—1) Schnittpunkten einer 
Cy, mit einer Cy, 


(y—1) (m—1}) 
auf einer Curve der Ordnung m — 1 liegen, so liegen die tibrigen 


y — 1 Schnittpunkte in gerader Linie (nach dem ausnahmslos geltenden 
Fundamentalsatz). Das sind gerade die y — 1 Schnittpunkte von C,, 
mit C,, durch welche die C, nicht hindurchgeht und unser Hilfssatz 
ist bewiesen. 

Aus dem Hilfssatze folgt sofort, dass im Ausnahmefalle wenigstens 
y — 1 Punkte beweglich sein miissen, Denn wire noch einer der- 
selben fest, so wiirden die y — 2 beweglichen Punkte mit jedem be- 
liebigen der festen in gerader Linie liegen, was unméglich. 

Dass das gefundene Minimum fiir die Zahl der im Ausnahmefalle 
noch beweglichen Punkte sich nicht weiter begrenzen liisst, zeigen wir, 
indem wir beweisen, dass von den d Punkten der Restgruppe noch 

= 1) ~—4) 
fest sein kénnen. 

Man braucht bloss anzunehmen, dass letztere beliebig und die 
weiteren y — 1 Punkte der Restgruppe in gerader Linie liegen. Wendet 
man jetzt, um zu erfahren, welche der 0 Punkte fest und welche 


beweglich sind, auf alle d Punkte das oben erdrterte Verfahren an, 
so stellt sich heraus, dass die 


= Y—1) (y—4) 


Punkte fest, die y — 1 Punkte jedoch beweglich sind. 
19* 
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Wir kommen daher zu dem Schlusse: 

» Eine Curve r. Ordnung, welche durch mn — 8 Schunitt- 
punkte einer Curve m. mit einer Curve n. Ordnung hindurch- 
geht, kann, wenn die noch tibrigen 3 Schnittpunkte auf’ einer 
Curve (y—3)'* Ordnung liegen, hichstens noch weitere 


= (y—1)(y—4) 
der letzteren 3 Punkte enthalten, und wenn dies der Fall ist, 
so liegen die noch iibrigen 
y—l1 
Punkte in gerader Linie.“ 


§ 5. 
2. Beweis des Cayley’schen Satzes. 


Unter Beibehaltung der friiheren Bezeichnungen sei 
r=m+n—3. 
Dann ist y=3 und d—1. 


Es handelt sich in diesem Falle um die Untersuchung der Curven 


(m-+-n— 3)" Ordnung, welche durch alle bis auf einen der mn Durch- 
schnittspunkte einer Curve m. mit einer Curve m. Ordnung hindurch- 
gehen. Wiahlen wir wieder die C,, als Grundcurve und verfahren wie 
beim ersten Beweis, so ergiebt sich mit Hilfe der Geraden Q durch 
den fraglichen Punkt, dass alle Curven r. Ordnung, welche durch 
mn — 1 Schnittpunkte einer C,, mit einer C, hindurchgehen, auch noch 
den letzten Schnittpunkt dieser Curven enthalten. 

Es muss hier betont werden, dass sich fiir diesen besonderen Fall 

r=m+n—3 
keine Ausnahme des Cayley’schen Satzes ergiebt. 

Fiir die Coefficienten der Gleichung einer Curve r. Ordnung, welche 
durch das vollstiindige Schnittpunktsystem einer Curve m. Ordnung 
mit einer Curve m. Ordnung hindurchgeht, hat man mn lineare Be- 
dingungsgleichungen, und der Cayley’sche Satz sagt gewissermassen 
aus, dass, wenn r< m-+n — 3, O bestimmte, aber nicht beliebige 
der Gleichungen eine Folge der iibrigen sind; ist aber r = m + n — 3, 
also 6d = 1, so folgt, dass jede eine Folge der mn — 1 iibrigen Glei- 
chungen ist. 

Es sei jetzt 

r=m+u—y; y>3. 
Wir fragen: Enthilt eine Curve r. Ordnung, welche durch mn — 0 
Schnittpunkte einer Curve m. Ordoung mit einer Curve ». Ordnung 
hindurechgeht, auch die 0 iibrigen Schnittpunkte dieser Curven? 





dieser 
Diese 


welche 
hindu 
nung, 
das Vi 
Satzes 
L 
unmit 
Ordnu 
gehore 


L 
auch 
haben 
(A) 


Ueber den Cayley’schen Schnittpunktsatz. 


Durch 
: 1 ' 
d—1=tyy—3) 


dieser letzteren 0 Punkte legen wir eine Curve (y — 3)’ Ordnung. 
Diese erginzt die Curve r. Ordnung zu einer Curve der Ordnung 
m+n — 3, 

welche, wie schon bewiesen, unbedingt durch den letzten der d Punkte 
hindurchgehen muss. Dieser liegt somit entweder auf der Curve r. Ord- 
nung, ist also fest, oder auf der Curve (y — 3)'*" Ordnung, womit wieder 
das Verhalten der Curve r. Ordnung im Ausnahmefall des Cayley’schen 
Satzes charakterisirt ist. 

Dieses Beweisverfahren giebt zum Unterschied vom ersten Beweis 
unmittelbar zu erkennen, wann einzelne der auf einer Curve (y—3)'* 
Ordnung liegenden 6 Punkte der Restgruppe noch zu den festen Punkten 
gehoren. 


§ 6. 
Specielle Fille und Anwendungen. 


Der Cayley’sche Satz gilt, wie sich aus unserem Beweise ergiebt, 
auch noch, wenn r= ist. In diesem Falle ist ym, und wir 
haben dann den bekannten Satz:*) 

(A) », Alle Curven n. Ordnung, welche durch 
1 ¢ 
nm — > (m—1)- (m—2) 


Schnittpunkte einer Ourve n. mit einer Curve m. Ordnung 


(n> m) hindurchgehen, gehen auch durch die =(m —1)+(m —2) 


tibrigen Schnittpunkte der leteteren, vorausgesetat, dass diese 
nicht auf einer Curve (m—3)'* Ordnung liegen.“ Oder: 

»» Von den Schnittpunkten einer gegebenen Curve m. Ord- 
nung mit einer Curve n. Ordnung sind, wenn m<n, im 


allgemeinen + (m—1)(m—2) durch die iibrigen bestimmt; 


wenn aber letatere auf einer Curve (m — 3)'** Ordnung liegen, 
so sind weniger Punkte durch die iibrigen oem a 
=m =n erhilt man den Satz: 

», Hine Curve n. Ordnung, welche durch 


— = (w—1) (n—2) 


Schnittpunkte zweier anderen Curven n. Ordnung hindurch- 


*) Vergl. Brill und Néther, Ueber die algebraischen Functionen etc. Math. 
Ann. Bd. VII, p. 277. 
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geht, enthdlt auch die = (n—1)(n—2) weiteren Schnittpunkte 
der letzteren, vorausgesetet, dass sie nicht auf einer Curve 
(n—3)'*" Ordnung liegen.“‘ 

Bisher lagen als Grenzen der Giiltigkeit des Cayley’schen Satzes 

stets die Bedingungen zu Grunde 
r>m und r>n, 
Wir wollen jetzt annehmen, r liege zwischen m und m, und zwar so, dass 
n>r>m. 

Die Zahl der von einander unabhingigen Bedingungen, welchen in 
diesem Falle eine durch simmtliche Schnittpunkte der C,, mit der C, 
hindurchgehende C, zu geniigen hat, ist, da die C, von der Form 
AC, wird, wo A eine willkirliche Curve der (r—m)'*" Ordnung ist: 


r (r+ 3) (r—m) (r—m-+3) 
2 i 2 , 


Diese Zahl stimmt fiir r = n — 1 und fiir r = nm — 2 noch mit der 
anderen 





mn — = (m-+-n—r—1) (m+n—r—2) 


iiberein, so dass der Cayley’sche Satz auch noch fiir r =m — 1 und 
fir r=» —2 anwendbar ist. Auch kann der Beweis fiir diese 
speciellen Falle ganz ebenso gefihrt werden wie friiher. Freilich wird 
eine Curve r. Ordnung, welche durch mn — 6 Schnittpunkte einer C,, 
mit einer C, und mithin im allgemeinen auch durch die @ iibrigen 
Schnittpunkte derselben hindurchgeht, fir 
»>r>m 
in die C,, und eine beliebige Curve (r—m)'*" Ordnung zerfallen, aber 
im Ausnahmefalle existiren eigentliche Curven r. Ordnung (fiir r—=n —1 
und r= n— 2), welche durch mn — 0 Schnittpunkte einer C,, mit 
einer C, hindurchgehen, obgleich r < n ist. 
Fiir r =n — 1 ergiebt sich y= m+ 1; 


1 


und wir kénnen somit den Satz aussprechen: 
(C) » Laegen von den mn Schnittpunkten einer C,, mit einer C, 


1 
mn — > m(m—1) 


auf einer, nicht in C,, und’ eine weitere Curve zerfallenden, 
Curve (n—1)"" Ordnung, so liegen die tibrigen 


i : 
= m(m—1) 


Punkte auf einer Curve (m— 2)" Ordnung.“ 
Dieser Satz liisst sich auch direct mittelst des Restsatzes beweisen. 
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Der Cayley’sche Satz gilt ausnahmslos, wenn d = 1 ist. In diesem 
Falle wiirde m = 2 sein miissen und vorstehender Satz noch nichts aus- 
sagen, da es keine nicht zerfallende Curve (n— 1) Ordnung giebt, die 
durch alle bis auf einen der Schnittpunkte eines Kegelschnitts mit einer 
Curve x. Ordnung hindurchgeht. 

Fir r =n — 2 erhalten wir den Satz: 

(D) »Liegen von den mn Schnittpunkten einer C,, mit einer C, 


mn — + m(m-- 1) 


auf einer, nicht in C,, und eine weitere Curve zerfallenden, 
Curve (n—2)" Ordnung, so liegen die iibrigen 


1 
zy m(m+ 1) 
Punkte auf einer Curve (m—1)* Ordnung.“ 


Der Restsatz ergiebt auch noch die Richtigkeit vorstehender Siitze fiir 
m =n, in welchem Falle sie tibrigens identisch werden, weil 


n? — n(n—1) =F n(n+1). 
Es gilt daher der Satz: 
(E) » Wenn von den n®? Basispunkten eines Curvenbiischels 
n. Ordnung 
> n(n-+ 1) 
auf einer Curve (n— 1)" Ordnung liegen, so liegen die iibrigen 
1 
= (n—1) 
auf einer Curve der (n— 2)" Ordnung.“ 
Endlich gelten die Zahlen des Cayley’schen Satzes noch fiir den Fall 
m=n—1l; r=—n—2. 
Daraus erhalten wir: S 
(F) », Wenn von den Schnittpunkten einer C, mit einer Cy. 
die eine Hailfte auf einer C,-2 liegt, so liegt auch die andere 
Hiilfte auf einer C,-2.“ 
Beispiel zu Satz (C). 
r=6, n=7T, m=m4, 
Dann ist: 
y=5; O=6. 

Alle Curven 6. Ordnung, welche durch 22 Schnittpunkte einer 
Curve 7. Ordnung mit einer Curve 4. Ordnung hindurchgehen, ent- 
halten im allgemeinen auch die 6 weiteren Schnittpunkte der letzteren, 
miissen also zerfallen. Liegen aber diese 6 Punkte auf einem Kegel- 
schnitt, so giebt es thatsiichlich nicht zerfallende Curven 6. Ordnung, 
die durch jene 22 Schnittpunkte der C, mit, der C, hindurchgehen, ohne 
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die tibrigen Schnittpunkte dieser Curven zu enthalten. Liegen ins- 
besondere von den 6 Punkten der Restgruppe 4 in gerader Linie, die 
beiden anderen ausserhalb derselben, so sind letztere fest, und wir 
schliessen daraus, dass es Curven 6. Ordnung giebt, welche durch 24 
Schnittpunkte einer C, mit einer C, hindurchgehen, ohne die 4 tibrigen 
Schnittpunkte zu enthalten, wenn diese in gerader Linie liegen. Die 
Curve 7. Ordnung geht dann durch das vollstindige Schnittpunktsystem 
der gegebenen C, mit einer beliebigen der Curven 6. Ordnung, und 
es erhellt tiberdies auch aus dem Fundamentalsatze (§ 1), dass diese 
C, von der C, noch in 4 Punkten einer geraden Linie geschnitten 
werden muss, 

Bevor wir nun zu Anwendungen der bisher entwickelten Siitze 
iibergehen , miissen wir noch die wichtige Bemerkung vorausschicken, 
dass, ebenso wie der Restsatz, auch der Cayley’sche noch gilt, wenn 
die betrachteten Curven zerfallen, da an keiner Stelle des Beweises 
Irreducibilitét verlangt war; nur miissen die Schnittpunkte der Be- 
standtheile einer zerfallenden Curve als Doppelpunkte derselben gelten, 
was aber so lange die Sétze nicht beeinflusst, als keine andere der 
Curven durch einen solchen Doppelpunkt hindurchgeht. Dies wollen wir 
aber hier voraussetzen. 

Herr Olivier hat folgenden Satz aufgestellt:*) 


» Schneiden sich drei Curven S,, S, und S, der n. Ordnung in 
denselben 


p= >n(n—1) + 1 


Punkten, so schneiden sie sich paarweise noch in weiteren 


q =} (n—1) (n+2) 


Punkten und bestimmen dadurch drei Curven E,, FE, und E, der 
(w-—1)'* Ordnung. Diese gehen dureh dieselben 


= ; n(n— 1) 
Punkte der Ebene, wiihrend ihre tibrigen 
4 = + (n—1) (n—2) 
Schnittpunkte, paarweise genommen, beziiglich auf die drei Curven 
S,, S, und S, zu liegen kommen.“ 
Um diesen Satz zu beweisen, fassen’ wir die 6 Curven zu drei 
Paaren, niamlich (S, Z,), (S, Z,) und (S, Z,) zusammen und haben so 


drei zerfallende Curven der (2n—1)'" Ordnung, von denen jede, 
z. B. 8S, E,, durch 





*) Borchardt’s Journal Bd. 70, p. 159. 
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Ueber den Cayley’schen Schnittpunktsatz. 


p + 3q = 2n—1)? — > (2n—2) (2n—3) 


einfache Schnittpunkte der beiden anderen hindurchgeht. 
Nach dem sich aus dem Cayley’schen Satz ergebenden und unter 
den obigen Specialfallen unter (B) aufgefiihrten Satze geht nun die 


Curve S, F, im allgemeinen auch durch die noch tibrigen a (2n—2)(2n—3) 


Schnittpunkte der Curve S, EZ, mit S,#,. Von diesen Schnittpunkten 
miissen nun je A auf jede der 3 Curven S fallen. Denn nimmt man 
z. B. S, als Grundcurve an und schneidet sie mit S, und S, in der festen 
Gruppe der p Punkte, so erhilt man 2 corresiduale Gruppen von je . 
q Punkten, welche nach dem Restsatze auch durch die beiden Curven 
E, und E, ausgeschnitten werden kénnen, die durch dieselben 4 Punkte 
der S, gehen. Ebenso zeigt man, dass sich EH, und FE, in 4 Punkten 
auf S,, ferner EZ, und FE, in A Punkten auf S, schneiden miissen. Da 
nun auf den Curven S keine weiteren Schnittpunkte liegen kénnen, 
so miissen durch die noch iibrigen w Punkte alle drei Curven E hin- 
durchgehen, wo 


3A + we == (2n—2) 2n—3). 


Damit hitten wir einen neuen Beweis des Olivier’schen Satzes 
geliefert; nun verliert aber dieser Satz nach dem allgemeinen Theorem 
seine Giiltigkeit, sobald die 34 + mw Punkte der Restgruppe auf einer 
Curve der (2 »— 4)'*" Ordnung liegen. Es fragt sich nun, unter welchen 
Umstiinden dieser Ausnahmefall eintreten kann. Um dies zu ermitteln, 
miissen wir aufs neue unsere Schnittpunktsiitze verwerthen. Bei der 
erwihnten besonderen Lage der 34+ wu Punkte, die sich schon aus 
dem Schnitt der Curve S, HZ, mit S, HZ, ergeben, wiirden von den 
Schnittpunkten einer Can, mit der Curve E, der Ordnung n — 1 

A+ w= (n—1)? 

Punkte auf einer weiteren Curve (n—1)'* Ordnung, namlich E,, liegen; 
dann miissen aber nach dem Fundamentalsatze die noch iibrigen Schnitt- 
punkte jener Curven C:,4 und C,_:(£,) nothwendig auf einer Curve 
(n —3)'*" Ordnung liegen. Zu diesen gehért nun noch die Gruppe der 
4 Punkte, in welchen sich E,, EZ, und S, schneiden. Es miissen 
demnach von allen Gruppen der 4 Punkte jede fiir sich auf einer 
Curve (n—3)'" Ordnung liegen, wenn der Ausnahmefall stattfinden 
soll. Liegen aber von den Schnittpunkten einer C, mit einer C,4 


d= > (n—1) (n—2) 


auf einer C,_3, so bilden (nach Satz (C) der spec. Falle fiir r—m—n— 1) 
die iibrigen 
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q = = (w—1) (n+2) 

Schnittpunkte die Basispunkte einer einfach unendlichen Schaar, und 
man kann daher durch solche gq Punkte unendlich viele Curven (m — 1) 
Ordnung hindurchlegen. Der Olivier’sche Satz verliert daher seine 
Giiltigkeit, sobald die 3 Gruppen von je qg Punkten, in welchen sich 
die Curven S paarweise schneiden, die jedesmaligen Basispunkte eines 
Biischels von Curven (m—1)'* Ordnung bilden, Fiir n—2 und n=3 
sagt diese Ausnahme noch nichts aus. 


Olivier hat dann analog dem friiheren noch den folgenden weiteren 
Satz abgeleitet: 


» Schneiden sich drei Curven n. Ordnung S,, S,, S, in denselben 
p= zn(ntl) +1 


Punkten , so schneiden sie sich paarweise in noch weiteren 


q= > (n—2) (n+1) 


Punkten und bestimmen dadurch drei Curven E,, E,, E, der (n—2)' 
Ordnung. Diese drei Curven E,, E,, E, gehen durch dieselben 


u = = (n—2) (n—3) 
Punkte der Ebene; ihre iibrigen 


A= = (n—1) (n—2) 


Schnittpunkte, paarweise genommen, fallen beziiglich auf die Curven 
8, S8,, 8S, “ 


Auch dieser Satz erleidet in dem Falle eine Ausnahme, wenn die 
34 +p => (2n—3) 2n—4) =  (2n—5)2n—2) + 1 


Punkte der Restgruppe auf einer Curve der (2x—5)'** Ordnung liegen, 
oder, wie sich auf eine der obigen ganz analoge Weise herausstellt, 
wenn die drei Gruppen von je gq Punkten die Basispunkte eines Biischels 
von Curven (n—2)'* Ordnung bilden. Die Ausnahme dieses Satzes 
sagt tibrigens fir »—3 und »=4 noch nichts aus. 

Die soeben behandelten zwei Siitze sind von Herrn Lindemann 
zu folgendem allgemeinen Satze zu erweitern versucht worden:*) 

»Schneiden sich 3 Curven C,, C,, C, der m. Ordnung in denselben 


p= $ n(n+2r—3) — ; r(r—3) 
Punkten, so schneiden sie sich paarweise in noch weiteren 


*) Clebsch-Lindemann, Vorlesungen iiber Geometrie, I, p. 763. 
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q = = (n—r) (n—r +3) 


Punkten und bestimmen dadurch 3 Curven K,, K,, K, der (n—r)'* 
Ordnung. Diese letzteren gehen alsdann durch dieselben 


w= (n—r)? — (p—rn) 
Punkte der Ebene, wihrend ihre iibrigen 
A=p—rn 
Schnittpunkte, paarweise genommen, beziiglich auf den Curven C,, 
C,, C, liegen.“ 

Diese Verallgemeinerung liisst sich aber nicht aufrecht erhalten. 
Fir r= 3 miissten sich z. B. drei Curven 4. Ordnung (n—4) durch 
dieselben 14 Punkte noch paarweise in je zwei Punkten schneiden, 
wihrend doch solche drei Curven jederzeit einem Biischel angehéren. 
Fir » = 5 und r = 3 wiirde sich ergeben, dass 3 Curven 5. Ordnung 
durch dieselben 20 Punkte paarweise noch je 5 Punkte gemein hiitten, 
wihrend doch im allgemeinen 3 Curven 5. Ordnung durch dieselben 
19 Punkte schon einem Biischel angehéren; im besonderen kénnten 
die fraglichen 5 Punkte, wie sich aus § 4 ergiebt, beweglich sein, 
dann miissten sie aber in gerader Linie liegen und die Lindemann’sche 
Verallgemeinerung wird wieder illusorisch. 

Der von Lindemann ausgesprochene Satz gilt also nur fiir r= 1 und 
r=2, wofiir er schon von Olivier gegeben ist. 

Analoge Bemerkungen lassen sich zu den beiden Sitzen machen, 
zu welchen Herr Olivier in seinem Aufsatze: ,,Zur Theorie der 
Erzeugung geometrischer Curven“ gelangt*). 

Der erste jener Sitze lautet: 

»schneiden sich drei Curven K,, K,, K, der m. Ordnung in dem- 
selben Punkte P, ausserdem paarweise in noch n? — 1 Punkten und 


nimmt man auf jeder der 3 Curven noch beliebige p=>n(n—1) 


Punkte, so treffen sich die 3 Curven 2, 2, 2, der (2n—2)'" Ord- 
nung, welche beziiglich durch (n? — 1) Schnittpunkte zweier Curven K 


und die auf diesen gewahlten 2p Punkte bestimmt sind, paarweise 
noch in 


s= > ent (n—2) 


weiteren Punkten , die beziehungsweise auf die drei Curven K zu liegen 
kommen; zugleich gehen aber auch alle drei Curven 2 durch dieselben 


r = 3(n—1)* 
Punkte der Ebene.“ 


*) Borchardt’s Journal Bd. 71, p. 1. 
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Zur genaueren Untersuchung dieses Satzes kann man wieder wie 
friiher je eine Curve K mit einer Curve 2 zusammennehmen, so dass 
man drei Curven (3n—2)' Ordnung K, =,, K, 2,, K, 5, erhiilt, 
von denen jede durch 


(3n—2)? — > (3n—3) (3n—4) 


einfache Schnittpunkte der beiden anderen hindurchgeht; nach dem 
allgemeinen Schnittpunktstheorem geht sie dann auch durch die iibrigen 


38+ r= + (3n—5) (3n—2)+1 


Schnittpunkte, welche sich, wie man durch leichte Rechnung findet, 
in der angegebenen Weise auf die einzelnen Curven vertheilen, Nur 
in dem Falle erleidet der Satz wieder eine Ausnahme, wenn die 3s+-r 
Punkte, die sich schon durch die Wahl zweier Curven z. B. K, 2, 
und K, 2, ergeben, auf einer Curve (3m —5)'* Ordnung liegen. Nun 
zeigt sich aber, dass dieser Ausnahmefall nur dann eintreten kann, wenn 
die 3 Curven Z zusammenfallen (d. i. wenn die 3 Curven K einem Biischel 
angehéren). In dem Ausnahmefalle ginge nimlich eine C;,—; durch 


r+ $= (2n—2)? — = n(n—1) 


Schnittpunkte zweier C;,-2; nach dem Cayley’schen Satze geht sie 
daher auch durch die iibrigen 


1 
p=+n(n—1) 


Schnittpunkte. Hieraus ergiebt sich, dass, wenn die 3s +r Punkte 
auf einer C;,-5 liegen, auf dieser auch die 3p willkiirlich auf den 
Curven K gewihlten Punkte liegen miissen. Dann wiirden aber von 
den Schnittpunkten einer C;,-; mit einer Cyn: 

r+s+p—4(n—1) = (2n—2/) 
auf emer anderen C:,_» liegen, also die iibrigen auf einer C,3. Dazu 
gehéren aber auch die 

p+s=(n—1) 

Punkte, die auf einer und derselben Curve K der ». Ordnung liegen, 
was nur méglich ist, wenn letztere zerfillt; natiirlich miissten dann 
die beiden anderen K auch zerfallen. 

Wenn also ein Zerfallen der urspriinglichen Curven derart, dass 
alle 3 einen gemeinsamen Bestandtheil haben, sowie auch der Umstand, 
dass sie einem Biischel angehéren, ausgeschlossen wird, so ist der 
Satz allgemein giiltig. Auf das gleiche Resultat wiirde die Discussion 
des weiter von Olivier behandelten Falles fiihren, in welchem sich die 
3 Curven K in denselben 4 Punkten schneiden. Eine Erweiterung 
des Theorems auf drei Curven, die durch dieselben 9? Punkte gehen, 
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za geben, liegt auch hier wieder nahe, fiihrt aber wiederum zu keinem 
Resultat, und zwar aus folgendem Grunde: 

3 Curven ». Ordnung, welche durch dieselben 9? Punkte gehen, 
schneiden sich paarweise noch in n? — g? Punkten, und wenn durch 
eine dieser 3 Gruppen von je n?— 9? Punkten eine Curve der (2m —2@)'" 
Ordnung (diese Ordnung wiirde nimlich im allgemeinen Falle der 
Ordnung 2 — 2im speciellen, g@ = 1, entsprechen) hindurchgehen soll, 
die nicht gleichzeitig die iibrigen 9? Schnittpunkte der drei gegebenen 
Curven enthilt, so muss nach dem Cayley’schen Satze sein: 


n? — 9? <n? — > (2e—1) (2e—2). 


Dies ist aber nur der Fall fiir g@ = 1 und @ = 2, wofir der Satz 
von Olivier gegeben ist. 

Wollte man aber selbst den Fall, dass die Cyn2. jene 9? Punkte 
enthielte, noch gelten lassen, so wiirde sich zeigen, dass die n? — g? 
Punkte zusammen mit den beiden auf zwei Curven K beliebig gewiihlten 
Gruppen von je 


= = (n—e) (n—30+3) 


Punkten, die Cz,~29 nicht mehr bestimmen wiirden, sobald g@ > 2 wird. 

Weitere Anwendungen der Schnittpunktsiitze sind von Herrn 
Cremona in seiner ,, Theorie der ebenen Curven“ gemacht worden; 
die daselbst (§ 9, Anwendungen) abgeleiteten Sitze gelten alle ohne 
Ausnahme, weil sie auf den ausnahmslos geltenden Fundamentalsatz 
zuriickfiihrbar sind. 


§ 7. 
Mannigfaltigkeit der Curven rv. Ordnung. 
Die Frage, wie viele Curven r. Ordnung durch mn — 0 Schnitt- 
punkte einer C,, mit einer C, hindurchgehn, lasst sich nun sowohl fiir 


den allgemeinen Fall als auch fiir alle méglichen Ausnahmefille mit 
Leichtigkeit beantworten. 


Im allgemeinén Falle, wo die 0 Punkte der Restgruppe keine 
specielle Lage haben, ist C, von der Form: 


C, = AC, + BC,. 
Mithin ist die Mannigfaltigkeit ¢ der Curvenschaar r'* Ordnung: 


t= > (r—m) (r—m+3) + 5 (r—m)(r—n43) +1. 


Ks ist natiirlich auch: 


== r(r+3) — (mn—8). 
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Liegen aber die 0 Punkte der Restgruppe Gs auf einer Curve 
(y—3)'* Ordnung, so bilden die corresidualen Punktgruppen von je 
d + m(r—n) 

Punkten, welche die Curvenschaar r. Ordnung auf der C,, ausschneidet, 
eine Specialschaar, die durch Curven (m—3)'*" Ordnung ausschneidbar 
ist. (Ein ahnliches Verhalten findet auf der C, statt). Daher lisst 
sich zufolge des Riemann-Roch’schen Satzes auch in den Aus- 
nahmefillen die Mannigfaltigkeit der Curvenschaar rv‘ Ordnung be- 
stimmen. Nach diesem Satze erhéht sich die Mannigfaltigkeit ¢ um so 
viele Kinheiten als die Zahl der linear von einander unabhingigen 
Curven (m—3)'*" Ordnung betriigt, welche sich durch die Gruppe der 
d + m(r—n) 
Punkte, nimlich der d Punkte von Gs und m(r—n) Schnittpunkten 
einer beliebigen Cj-_,) mit der C,,, hindurchlegen lassen. Da aber 
diese Curven (m—3)* Ordnung alle in die C,_,,) und in Curven 
(y —3)'*" Ordnung durch Gy zerfallen, so brauchen wir nur zu bestim- 
men, wie viele linear von einander unabhingige Curven (y — 3)'" Ord- 
nung durch diese 0 Punkte gehen, Ist diese Zahl =i, so betriigt 
die Mannigfaltigkeit der Curvenschaar yr, Ordnung, welche durch die 
iibrigen mn — 0 Schnittpunkte der C,, mit der C, hindurchgeht, 
t=—t+ i, 
wenn ¢ deren Mannigfaltigkeit im allgemeinen Falle bedeutet. 

Die Zahl ¢ hangt also (ausser von ¢) lediglich von der Mannig- 
faltigkeit ¢ — 1 der Curvenschaar (y—3)'*" Ordnung ab, die man durch 
die 0 Punkte der Restgruppe hindurchlegen kann, dagegen wird sie 
durch die Zah] derjenigen Punkte der Restgruppe, welche mdglicher- 
weise noch fest sein kénnen, nicht weiter beeinflusst. 

Die Maximalzahl der Mannigfaltigkeit der Curvenschaar r. Ord- 
nung durch mn — @ Schnittpunkte einer C,, mit einer C, wird nun 
offenbar erreicht, wenn die Mannigfaltigkeit « — 1 der Curvenschaar 
(y—3) Ordnung durch die 06 Punkte der Restgruppe ihr Maximum 
erreicht. Die Aufgabe, auf der Curve m. Ordnung die Gruppen von 
je & Punkten anzugeben, durch welche sich eine Curvenschaar (y —3)** 
Ordnung von grésstméglicher Mannigfaltigkeit legen lisst, ist nun 
gleichbedeutend mit der Bestimmung der Punktgruppen von je 


d + m(r—n) 
Punkten auf C,,, durch welche sich miglichst viele Curven (m—3)* 
Ordnung legen lassen. Dieses Problem ist von Herrn Néther in seiner 


Abhandlung: ,,Zar Theorie der algebraischen Raumcurven“ Borch. 
Journ. Bd, 93, p. 287 gelést worden. Setzt man nimlich 


d+ m(r—n) = am — 8, [0<B<m] 
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so ist nach dem 1. c. bewiesenen Satze die Schaar ge von je 

0 + m(r—n) 
Punkten immer dann von mdglichst grosser Mannigfaltigkeit, wenn, 
fir « > B — 1, die 

d + m(r—n) 


Punkte auf einer Curve a‘** Ordnung liegen und, fiir « < 6 — 1, wenn 
(« —1)m dieser Punkte auf einer Curve («—1)'*" Ordnung, die iibrigen 
m — 8 beliebig liegen, wobei letztere feste Punkte der Schaar werden. 
Nun liegen aber m(r—n) Punkte der betrachteten Gruppe auf einer 
Curve (r—n)'*" Ordnung, welche einen festen Bestandtheil der durch die 
d+ m(r—n) zu legenden Curven (m—3)'* Ordnung bildet. Unser 
Kriterium fiir die Maximalzahl der Mannigfaltigkeit der Curvenschaar 
ret Ordnung, lisst sich daher folgendermassen aussprechen: 

,, Es lassen sich durch mn — 0 Schnittpunkte einer C,, mit einer 
C, miglichst viele Curven r. Ordnung hindurchlegen, wenn, sofern 

d= am—B [(O<p<m] 

gesetat wird, fiir «’ +r —n>B —1 died Punkte der Restgruppe auf 
einer Curve der Ordnung a liegen, und wenn fiir o& +r—-n<p— 1 
von den 0 Punkten der Restgrwppe (a'— 1)m auf einer Curve der (’— 1)'" 


Ordnung, die tibrigen m — B beliebig liegen, wobei letetere zu den festen 
Punkten von Gs gehiren.“ 


Die Bestimmung der Mannigfaltigkeit der Curvenschaar r. Ordnung 
in jedem gegebenen Falle sowie der Maximalzahl derselben bietet somit 
keine Schwierigkeit mehr. 


Erlangen, im Mai 1885. 








Bemerkung tiber pseudosphirische Mannigfaltigkeiten von 
drei Dimensionen. 


Von 


A. Britz in Tiibingen. 


Bekanntlich zieht die Transformirbarkeit einer Form des Linien- 
elements in eine andere die Gleichheit gewisser in den Coefficienten 
der Differentialien gebildeten Ausdriicke nach sich, welche hierdurch 
die Bedeutung von Invarianten fiir die vorzunehmende Transformation 
erlangen. fiir das Linienelement einer Fliiche ist ein solcher Aus- 
druck der, welcher das Kriimmungsmass in einem Punkte der Fliche 
darstellt, ferner derjenige fiir die geodiitische Kriimmung einer auf 


derselben gezogenen Linie u. A. m, Von den Herren Christoffel 
und Lipsehitz wurden Methoden zur Herstellung solcher Invarianten 
auch fiir eine gréssere Anzahl von Variabeln angegeben. In expli- 
citer Form hat Herr Suworoff, dem Falle von drei Variabeln ent- 
sprechend, drei solche Ausdriicke aufgestellt, welche, auf das Linien- 
element des Raumes*) von constantem negativen Kriimmungsmass 
angewandt, einen merkwiirdigen Schluss zu ziehen gestatten. 

Herr Suworoff findet als Ergebniss einer lingeren Rechnung 
(die in dem in Darboux’s Bulletin des Sc. math. 1. Sér. T. 4, 1873 
enthaltenen Auszuge nur angedeutet ist) Folgendes: 

Wenn der Ausdruck fiir das Linienelement: 

ds? = a,,dx,* + 2a,,dxa,dxa, +++ + a, d2,? 
durch Transformation der Variabeln 2,2,2, in die neuen X,X, X, die 
Form erhiilt: 
ds? = A,,dX,? + 24,,dX,dX, + +--+ A,,d X,’, 


so gehen die Ausdriicke: 


*) Ich bezeichne mit dem Worte ,,Raum“ eine Mannigfaltigkeit von drei 
Dimensionen, gleichviel, ob sie (in dem Sinne von Riemann) ,,eben“ ist, oder 
nicht; wie man ja auch das Wort ,,Fliiche‘‘ in uneigentlichem Sinne auf krumme 
Gebilde iibertriigt, 





Pseudosphiirische Mannigfaltigkeiten. 
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Ebenso nun, wie der Ausdruck fiir das Kriimmungsmass einer 
Fliche eine greifbare Bedeutung erst erhilt, wenn man in den Raum 
iibergeht, wo sich Normalen u. s. w. construiren lassen, so kann man 
die Frage stellen nach der geometrischen Bedeutung der Invarianten 
(1), (11), (IID) in einem Raume, der durch eine Gleichung zwischen 
vier Variabeln aw yzt aus einer ebenen Mannigfaltigkeit von vier 
Dimensionen ausgeschieden wird. 

Sei: 

f(zyst) =0 
diese Gleichung, so lisst sich, aibnlich wie man bei Aufstellung der 
indicatorischen Linie fiir einen Punkt einer Fliche verfahrt, durch 
Entwicklung der Variabeln ¢ nach aufsteigenden Potenzen von 2, y, 2, 
Verlegung des betrachteten Raumpunktes in den Ursprung und Drehung 
des Coordinatensystems, der Nachweis fiihren, dass in jedem Punkte 
drei zu einander senkrechte Hauptkriimmungsrichtungen existiren, fiir 
welche die Kriimmungshalbmesser R, R, R, der zugehérigen ebenen 
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Schnittcurven mit denen eines ,,parabolischen“ Raumes 2. Ordnung 
iibereinstimmt, dessen Gleichung ist: 


at y? st 
Meg + hy 


Anstatt fiir den gegebenen Raum bilde man nun jene Invarianten 
fiir diesen Osculationsraum in der Niihe des Ursprungs des Coordi- 
natensystems. Man hat fiir das Linienelement desselben: 


ds? =da+dy+dz2+ d? 


= da* + dy? + d+ Sa yzdydz+ 2 -sadeda 
RR, RR, 


a RR, xy dady, 


wo «*, y*, 2? als sehr kleine Gréssen gegen die Kinheit vernachlissigt 
wurden. Berechnet man nun, unter der nimlichen Annahme, hieraus 
die oben mit v, 0. bezeichneten 6 Gréssen, und setzt dieselben in 
die Ausdriicke (I), (JJ), (11J) ein, so erhalt man die folgenden 
Werthe: 
1 1 1 
)— ze + BR, + RR” 


(II) = 


1 1 
R2R,R, + RER,R, + RRR,’ 
1 


(IIT) — ReRZRY ‘ 


Der Ausdruck (IZJ) hat also einen wesentlich positiven Werth in 
jedem Punkte eines Raumes, der aus einer ebenen Mannigfaltigkeit 
von vier Dimensionen durch eine Gleichung ausgeschieden werden 
kann. Diese Bemerkung hat auch Suworoff gemacht, aber er zieht 
daraus nicht den naheliegenden und doch wichtigen Schluss, dass es 
hiernach unmiglich ist, solche Riéume, fiir welche, vermége der eigen- 
thiimlichen Beschaffenheit ihres Linienelementes, die Invariante (III) 
eine wesentlich negative Grosse wird, aus einem ebenen Raume von vier 
Dimensionen durch eine Gleichung zwischen vier Variabeln auseu- 
sondern. 

Insbesondere gilt diess fiir Riume von constantem mnegativem 
Kriimmungsmass, fiir welche, aus der bekannten Form des Linien- 
elementes : 

4 dé? + dig + dé? 
(4) 5 sont if ~ bet Be + et T 
4k? 
sofort folgt : 
3 1 


()=— se; (ID =i UID = — 
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Die Umkehrung des Vorzeichens von R? wirde die Grésse (IIT) 
zu einer positiven machen, wie denn in der That ein Raum von con- 
stanter positiver Kriimmung durch eine Gleichung zwischen den vier 
Coordinaten einer ebenen Mannigfaltigkeit : 

Y’+y+e2+P=— R 

darstellbar ist. — Andererseits steht nichts im Wege, anzunehmen, 
dass ein pseudosphirischer Raum durch zwei Gleichungen aus einer 
ebenen Mannigfaltigkeit von fiinf Dimensionen ausgeschieden werden 
kann. In der That, sind z,, 2, %, %,, x, die fiinf Coordinaten, so 
leisten diess die Gleichungen: 

fi COS a —— sin aso : 

2 cos (Ry) , — one : 


je. ' 
; / J22—,;2 —_ 9 
i, = — fay = a i 
welche, reelle Werthe der unabhiingig Verinderlichen vorausgesetzt, fir 


y> o reelle Werthe der Coordinaten ergeben, und aus denen folgt: 


dst dzt+---+dx2— R?. 4+ ove t+ dys | 
eine Form des Linienelementes, die bekanntlich auf die (A) fiir den 
pseudosphirischen Raum transformirbar ist. Man kann diese Form des 
Linienelementes durch die Formeln: 


v] ‘ _ m1 . aia Ne 
\ ae m+ne+ om? oS a a Y= a ne + me" 

in sich selbst iiberfiihren. Es erledigt sich hierdurch ein friiher von 
Herrn R. Beez beziiglich der Verbiegbarkeit solcher Riume erhobenes 
Bedenken (vgl. Sehlémilch’s Journal, Bd. XXI, 8. 377) und zwar 
in demjenigen Sinne, wie ich es in einer Besprechung seines Aufsatzes 
(Jahrbuch fiir die Fortschritte der Mathematik, Bd. 9, 8. 513) voraus- 
gesagt hatte und wie es die Untersuchungen des Herrn Monro (Proceed. 
London Math. Society, 9.°Bd.) andererseits bestitigt haben. 


Tibingen, im Juni 1885. 





Beispiele zu den Cremona’schen ebenen Transformationen. 
I 
Von 


Rupvotr Srurm in Miinster i./W. 


Zur EKinfiihrung in die Theorie der rationalen (eindeutigen) Trans- 
formationen in der Ebene*) scheint es wiinschenswerth, Beispiele voran- 
schicken zu kénnen, insbesondere solche, bei denen die beiden Netze 
verschieden sind. Mit Hiilfe zweier verschiedener eindeutiger Abbil- 
dungen der cubischen Fliche auf eine Ebene gelangt man leicht zu 
solchen Beispielen. 

1. Es seien X, & gegeben als Triiger der Felder, zwischen denen 
eine Cremona’ sche Verwandtschaft hergestellt werden soll, F* eine 
[este cubische F'liiche, u,v ewei windschiefe Gerade auf ihr (ein Dupel), 


R’ eine cubische Raumeurve der Fliche. Die Zahl der Schnitte von u, 
bez. v mit I’ sei o, bez. t; so dass wir, indem wir annehmen: 6 >t, 
sechs Fille haben: 


lhomtr=0; 2)o=—1,r=—0; 3)6=1tr—1; 4)o—2, r=—0; 
5)o¢=2,t=—=1; 6)¢6=—t=—2 


“. 


Ks ist bekannt, dass unter den Geraden, welche w, v treffen (Bi- 
secanten yon u,v) 5 und von den Bisecanten von FR’ 6 auf der Fliche 
FI liegen**). Zu letzteren gehdrt in 4), 5) die Gerade w, in 6) beide 
Geraden 4, v. 

Von einem beliebigen Punkt X von & sei. die Bisecante von (u, v) 
gezogen, welche F'* zum dritten Male in X schneidet; die Bisecante von 
R’ aus & treffe & in X'; so ist dadurch zwischen Z, ZX’ eine ein- 
deutige Beziehung hergestellt. Bewegt sich X auf einer Geraden x, 
so beschreibt die erste Bisecante eine Fliiche 2. Grades, der Punkt X 
eine Raumeurve 4, Ordnung (zweiter Species) R*, welche der FR’ in 
6 — (6+ 1) Punkten begegnet; denn so oft trifft R’ jene Fliche 


*) Cremona, Memorie dell’ Istituto di Bologna t. Il, V; Giornale di Mate- 
matiche Bd. I, 8. 305, Bd. III, 8. 269, 363. Bulletin des Sciences mathém. Bd. V 
(1873) 8. 206 (in der Bearbeitung des Herrn Dewulf). 

**) Cf. z. B. meine ,,Flachen 3. Ordnung‘ Nr. 21, 58. 
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ausserhalb uw, v. Die an einer Geraden x von 2’ hingleitende Bi- 
secante von R’ besshreibt eine Regelfliiche 4. Grades, auf der R’ 
doppelt ist und die ur R* demnach ausserhalb R’ in 16 —2[6 —(6+1)] 
=4-+ 2(6-+1) Punkten begegnet. Der Grad der eindeutigen Verwandt- 
schaft ist also 4+ 2(6 + 1), in den 6 Fallen 4, 6, 8, 8, 10, 12. 

2. Es sei k die Zahl der gemeinsamen Bisecanten von (u,v) und 
R’, welche sie in getrennten Punkten treffen und deshalb auf F liegen. 
In den 3 letzten Fiillen, wo mindestens w Bisecante von R’ ist, ist 
k= 0. In den drei andern Fallen ist der Grad der Fliche der Bi- 
secanten von R’, welche wu treffen, 4 — 26 und R’ auf ihr (2—¢)-fach; 
vy trifft diese Fliiche ausserhalb R’ in (2 — 6) (2— rt) Punkten. Dem- 
nach ist: 

k= (2—6)(2—1), 
was auch die 3 letzten Fille mit umfasst; also einzeln in den 6 Fiillen 
k = 4,2, 1,0, 0,0. 

Demnach treffen von den 5 Geraden der Fliiche, welche w und v 
schneiden, 1 = 5 — (2 — 6) (2 — 1) die Curve RF’ héchstens einmal. 

Es sei j’ = 2,1, 0, je nachdem wu, v beide Bisecanten von R’ sind 
oder nur « oder keine von beiden. So bleiben von den 6 Geraden der 
Fliche, welche R’ zweimal treffen, 1’ = 6 — j’ — (2 — 6) (2 —1), 
welche mit keiner der Geraden u,v identisch sind und héchstens eine 
von ihnen treffen. In den 6 Fiillen ist: 

J== 1,3, 4,5,5,5,  j’ =0,0,0,1,1,2, 0 —2, 4, 5,5, 5, 4. 

3. Suchen wir nun die Hauptpunkte in den beiden Feldern auf 
und die Ordnungen der ihnen entsprechenden Hauptcurven. Die Haupt- 
punkte in 2 ergeben sich auf drei Arten: 

a) Die beiden Spuren U, V von u, v in J sind Hauptpunkte. Dem 
U x. B. entspricht als Punkt X jeder beliebige Punkt des Kegelschnitts 
R?, den die Ebene Uv ausschneidet; R’ trifft v in t, also §? in 
3 —t Punkten, und die Curve, welche durch die an §? hingleitende 
Bisecante von R’ in X’ eingeschnitten wird, ist deshalb von der Ord- 
nung 2(1 + 1). 

Also ist U ein 2(1-+ 1)-facher und V ein 2(1 + o)-facher 
Hauptpunkt, 

b) Die Spuren der & gemeinsamen Bisecanten von (u,v) und R 
sind nicht Hauptpunkte. Hingegen fiihrt die Spur von jeder der / Bi- 
secanten von (wu, v), welche R’ héchstens einmal treffen, zu einem 
Hauptpunkte. Der zugehdrige Punkt X durchliuft die Bisecante und 
man findet leicht, dass durch X’ in &" ein Kegelschnitt oder eine 
Curve 4. Ordnung entsteht, je nachdem die Bisecante die R’ einmal 
oder gar nicht trifft. Sei 1,, bez. J, die Zahl derjenigen der / Geraden, 
bei denen jenes oder dies geschieht. Zwischen der Ordnung » einer 
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auf einer cubischen Fliche befindlichen Curve und den Zahlen s, s’, 
G1» Yo» -+ +> Qs ihrer Schnitte mit den Geraden eines Dupels und den 
5 auf der Fliiche befindlichen Bisecanten desselben habe ich ander- 
wiirts*) folgende Relation gefunden: 


dn = 2(s + 3’) + Dy. 
Auf R’ und (uw, v) angewandt lautet sie: 


9=—2(6+1)+ 2k+1,; 
L=3—2(1—-—e6)(l-— 1), —or; 
im Einzelnen in den 6 Fallen: 
= 1,3,3,5,3,1; 4 =0,0,1,0,2,4. 


c) Wenn JA’, B’, C’ die 3 Spuren von R’ in &’ sind, so haben 
die 3 Punkte in 2, deren nach (u, v) gehende Bisecanten die F’* zum 
dritten Male in den dritten Schnitten der Verbindungsgeraden B’C’, 
C’ A’, A’ B’ treffen, diese Geraden zu entsprechenden und sind deshalb 
einfache Hauptpunkte in 2. 

Wir haben also in Z einen 2(1 + 1)-fachen, einen 2(1 + 6)- 
fachen, ot vierfache, 3 — 2(1 — 6) (1 — t) doppelte, 3 einfache Haupt- 
punkte, msgesammt 6 + 2(6 + rt) — ot Hauptpunkte. 

4. Die Hauptpunkte in 2” hingegen kommen auf vier Weisen zu 
Stande: 

a) Ist w (oder v) eine Bisecante von R’, so sei U’ ihre Spur 
in 2”; die Fliiche der Geraden, welche J’* auf u tangiren und v treffen, 
ist eine cubische Regelfliiche mit uw als einfacher, v als doppelter Leit- 
geraden; sie schneidet in 2 die dem Punkte U’ entsprechende Haupt- 
curve ein; wir erhalten so j’ dreifache Hauptpunkte. 

b) Wir hatten 1’ auf F* gelegene Bisecanten von R’ gefunden, 
welche nur eine der Geraden u, v treffen oder keine; sei l,’, 1,’ die 
Zahl derjenigen unter ihnen, welche jenes oder dieses thun; den 
Schnitten der ersteren mit 2” entsprechen Gerade, denen der letzteren 
Kegelschnitte in 2. In dem Falle 6), wo 6=1t=—2, ist 1, =0, 
l, = 4. Fiir die andern Fille benutzen wir die Formel: 

5n = 33s + Bq 
zwischen der Ordnung » einer auf F’* befindlichen Curve und den 
Zahlen ihrer Schnitte s, q,, q., ~~.) Z mit einer cubischen Raumcurve 


der Fliche und mit den 6 Geraden derselben, welche diese Raum- 
curve zweimal treffen**), In den Fillen 1), 2), 3), in denen 6 < 2, 
*) Math, Ann. Bd. 21, } 458; Bd, 23, 8S. 300, 306. 


**) Math. Ann. Bd. 21, 8. 504, wo sie 3v =" -+ 24; lautete, sichnias s=ln—y 
gesetzt war. 


mithin: 
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j’ = 0, wenden wir sie auf (w, v) als Curve 2. Ordnung, in den Fiillen 
4), 5), in denen 6 = 2, K=O, auf v an und haben 


10 = 3(6 + rt) + 2k +1, 
l’ =2+ (6+ 1) — 2or, 
b= Be +h’, 


oder 
bez. 


oder 
Ll’ = 5 — 3r. 


Wir kénnen alle 6 Fille vereinigen in der Formel: 
l= 2+o6+14—26r+j; 


=i’ —l’ =o+r4+4 or — 27’; 
demnach im Einzelnen: 
1,’ =2,3,2,5,2,0; 1, —0,1,3,0, 3, 4. 

c) Jeder der drei Kegel, welche R’ aus A’, B’, C’ projiciren, 
schneidet aus F’* noch eine cubische Raumcurve R*, welche von (u, v) 
in 4 — (6 + t) Pankten getroffen wird; demnach erzeugt die Bisecante 
von (u,v), welche an R® hingleitet, eine Flache vom Grade 2+-6-+-1, 
die in X die entsprechende Curve einschneidet; A’, B’, C’ sind also 
(2+ 6-+ 1)-fache Hauptpunkte. 

@) Die Bisecante von R’; welche vom dritten Schnitte der Geraden 
UV mit F® ausgeht, trifft 2° in einem Hauptpunkte, dem in 2 die 
Gerade UV entspricht; so ergiebt sich noch ein einfacher Haupt- 
punkt., 

Wir haben demnach in & drei (2 + 6 + 1)-fache, j’ dreifache, 
6+124-+ or — 2j’ cweifache, 3+ 6+ 1—26r+j einfache Haupt- 
punkte; insgesammt 6 + 2(6 + 1) — Gr, also ebenso viele wie in der 
andern Ebene, entsprechend dem interessanten Satze, welchen ‘Cre- 
mona a.a. QO. gefunden und Clebsch*) spiater noch auf eine andere 
Art bewiesen hat. 

5. Bezeichnen wir, wie Herr Cremona, die Zahlen der r-fachen 
Hauptpunkte in 2, bez. &” bez. mit 2,, y,, so haben wir im Einzelnen 
in den 6 Fiillen folgende Transformationen: 


also: 


6=t=0; n=_4; a4=—y=—3, %2—y, =. 
6=1, t=0; n=6; 24,=3, 4 =—4, & = 1; 
%=4, w= l, = 3. 
6=t=1; n=8; Ye y=—3, Y—yH=—3, Y—y=—3. 
o=2, t=0; n=8; 2+,=—38, 4 =—6, o =—1; 
9,=6, w=—1l, 43. 
*) Math, Ann. Bd, 4, 8. 490. 
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o=2, t=1; n=10; 24,=3, 2=—3, 4=—3, 1%=1; 
¥,=3, %=3, yY=1l, y= 3. 
6=t=—2; n=12; 24=—3, ~=—1, 4=—4, 1 =— 2; 
,=— 1, y, = 4, y, = 2, Yo = 3. 
In Bezug auf die 5 ersten Transformationen vergleiche man die 
Tabellen bei Cremona, Cayley*), 8. Roberts**), — Der Umstand, 
dass es auf der F* von jeder Ordnung » eine Curve giebt, welche 


von mindestens einer Geraden der Fiche in » — 1 Punkten getroffen 
wird ***), gestattet die obige Construction beliebig zu vervielfaltigen. 


Miinster i/W., Februar 1885. 
*) Proc. London Math. Soc. Bd. 3, 8. 143. 


**) Ebenda Bd. 4, 8. 130. 
***) Math. Ann. Bd. 21, S. 477. 
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Ueber die Galois’sche Gruppe der Modulargleichungen, wenn 
der Transformationsgrad die Potenz einer Primzahl > 2 ist*). 
Von 


JosePH GIERSTER in Bamberg. 


§ 1. 
Definition der Gruppe. 


Es sei die in der Ueberschrift angefiihrte Gruppe im Folgenden 
immer mit G bezeichnet und es sei festgesetzt, dass qg eine Primzahl 
grésser als 2 und m eine ganze Zahl grdsser als 1 sei. 

Die Gruppe G besteht dann in ihrer reellen Darstellungsform aus 
allen Substitutionen 


S=—f(a,B, 7, 5 B, 7) = 07 mod. g*, 


wo a, B, y, 8 ganze Zahlen der Poa 





ad — By =1 mod. q* 


sind. Hierbei sind jedoch die Substitutionen f(a, B, y, 9), und 
f(—e«, —B, —yv, — 94) als identisch aufzufassen. Um ferner die 
durch g zu bezeichnende Substitution vollkommen zu bestimmen, muss 


ausser den 3 Grossen *>*, pb, y noch die zugehérige Wurzel u = * st8 : 


der Congruenz u? = 1 + (=> a 


die Substitutionen der sogleich zu erwihnenden Gruppe E sowie der 
spiter auftretenden Gruppen F' hat letztere Congruenz immer zwei 
Wurzeln w. Um nun fiir diese Substitionen das Functionszeichen » 
eindeutig aus den 3 angegebenen Werthen zu bestimmen, sei festgesetzt, 
dass dann stets diejenige Wurzel gewihlt werden soll, welche = 1 
mod. q ist. 

Modulo g sind die Substitutionen S zu =: 


Substitutionen congruent, welche die Galois’sche Gruppe der Modular- 
gleichungen fiir den Transformationsgrad q bilden, 


y + By mod. qg” angegeben sein. a 





verschiedenen 


*) Vergl. eine vorliufige Mittheilung in den Berichten der k. siichs. Ges. d. 
Wiss. vom 1. Juni 1885, 
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Die Gruppe G enthilt eine im allgemeinen*) umfassendste aus- 
gezeichnete Untergruppe E, welche von den g°—) Substitutionen 


T= 90,» 0), Staaten 


#,v¥,9= 1,2, ae ” in 





mod. q", 


gebildet wird. FE enthilt also alle Substitutionen von G, die mod, g 
zur Identitat congruent sind. 

Ist S eine beliebige Substitution von G, so giebt es gerade g3"- 
Substitutionen, welche mod. g zu S congruent sind. Es sind diess die 
q**—* Substitutionen S’ = SU. Demnach ist die Ordnung von G dar- 
gestellt durch 


nitee, Lt . 
N = q*-? ; 


Die Gruppe FE enthilt ferner die ausgezeichneten Untergruppen 
E,, Ey, ..., Ex, -.. E,x-1. Die Gruppe E, besteht aus den g°¢=q3"—-9 
Substitutionen 


(u + wq*) o+ vq" 
Uz = o(u, Fy PR as Ci ae © 
( ” 2) eq’ a+ (u — uq*) 


w=1+T¢@t, T—ew+ve, w=1 modg 


mod. gq", 


wobei die Zahlen uw, v, @ alle Reste mod. g’ beschreiben. 
Die letzte von diesen Gruppen E,_; enthalt die g? Substitutionen 


Uy, = tog) ot og 
eq” w+ (1 — wg") 
#,v,9=0,1,2,--4gq—1. 


mod. g", 


In der im Folgenden gelegentlich verwendeten imaginiren Ge- 
stalt**) von G@ hat die allgemeine Substitution S die Form: 


A B 
S = (A, B, C, D)= 4° Dp mod. q", 


A=a+dyN, D=a—dyN, 
B=b+cyN, C=b—cYyN, 
AD — BC=1 mod. q". 


*) Nur wenn q = 8 ist, wird FE nicht die umfassendste ausgezeichnete Unter- 
gruppe sein. Letztere hat dann vielmehr die Ordnung 4. 3°"—*. 

**) Ich verweise in Bezug auf diese imaginiren Gestalten der Gruppe G auf 
meine Arbeit: ,,Die Untergruppen der Galois’schen Gruppe etc. Math. Annalen 
Bd. XVIII, pag. 319 ff. Die Einfiihrung der imaginiiren Gestalten von G ist nicht 
nur zweckmiissig, sondern in manchen Fillen dem Wesen der Sache nach nicht 
zu vermeiden, 
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Hierbei bedeuten a, b, c, d irgend welche der letzten Bedingung 
gentigende Reste mod, g", ferner ist N ein beliebiger jedoch fester 
quadratischer Nichtrest von g* und /N ist eine Galois’sche Ima- 
ginire, welche formal durch die Congruenz 


(/N)’ = N mod. q* 
definirt wird. Die Substitutionen der imaginiren Gestalt der Gruppe 
sollen ebenso bezeichnet werden, wie jene der reellen. Insbesondere 


sollen die Substitutionen von EH, in der imaginiren Gestalt wieder 
durch 





(U,V, Q)e 
dargestellt sein, nur dass w, v, @ hier folgende Formen haben: 


u=dYN, v=b+cYN, e=b—cYN. 


§ 2. 
Einige Hiilfssitze. 

I. Es seien S = f(a, B, y, 8) und S’ = f(a’, B’, y’, 0’) zwei Sub- 

stitutionen von G, welche nicht der Gruppe E angehéren, es sei ferner 
é\2 , ‘+d’ \2 
4 =(£t*) —1, A =—(£t*) —1, dann folgt: 

(a) Ist A 20 mod. gq, dann ist a’ +0’ =+-(a+ 8) mod. q" die noth- 
wendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass S und S’ gleichberechtigt 
sind *) ; 

(b) Wenn dagegen A = 0 mod. q ist, so muss A = A’ mod. g" sein 
und ausserdem muss noch eine der Grissen — B'(a’ + 0’), y'(e’ + 0’) 
denselben quadratischen Charakter +1 oder — 1 mod. q haben wie 
—B(a+ d) oder p(a + 8). 

Beweis. Sollen S und S’ gleichberechtigt sein, sc muss eine 
Substitution P = f(x, y, 2, t) von G existiren, so dass PS = S' P ist. 
Diess giebt, wenn ¢ = + 1 gesetzt wird, die folgenden Bedingungen: 

(1) («a—a@)a+epy —Pse=0, 

(2) (ea—O)e+ept —yx=0, 

(1) (3) (ed —a@’)y+ eBa— Pt=O0, § mod. gq’. 
(4) eBs— y’'y + (ed—0')t=0, 
(5) wt—yz=1 . 
Bildet man hieraus die durch (1) ¢+ (4) « — (2) y — (3) y=0 

7 angedeutete Congruenz, so kommt (xt — yz) («a + #d —a& —0’)=0, 
, also wegen (5) 





*) Hiernach ist die Angabe 2 pag. 294 der oben erwihnten Mittheilung 
abzuiindern. 
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(6a) e(@+6)=c'+ mithin auch (6b) A= A’ mod. g" 
als nothwendige Bedingung fiir das Bestehen der Congruenzen (I). 
Ks sei jetzt der Einfachheit halber angenommen, dass y Z 0 mod.q*) 
sei, dann kommt aus (1) und (2) 
‘e+ (a — ea)ex "we 0° — ea)z 
(7) Oy . e+ = ) . t=2 te )2 
welche Werthe in (5) eingesetzt, die Bedingung 
(8) ey =Y¥ 22+ (0 — a’) we — Be? mod. g* 
ergeben**), Ist jetzt (6a) erfiillt, bilden ferner z, 2 eine Lésung von 
(8) und sind y, ¢ aus den Congruenzen (7) bestimmt, so werden, wie 
man sich durch Kinsetzen tiberzeugt, die Bedingungen (3) und (4) 
von selbst erfiillt und die Substitution P= f(z, y, 2, t) geniigt der 
Gleichung PS = S’ P***) 
Es handelt sich also noch um die Lésbarkeit der Congruenz (8). 
Da S’ nicht der Gruppe E angehért, so kann nicht gleichzeitig 


y =0 — a = fp =0 mod.g sein. Es sind demnach 2 Fille zu 
unterscheiden : 


, a’ —a' wp v+a 
(a) w=(5*) 4+ oy = TY — 120 moa. g, 
(b) A’ = 0 mod. q. 


mod. gq", 


Im ersten Falle giebt es immer Lisungen der Congruenz (8), im 
zweiten Falle aber nur dann, wenn ey denselben quadratischen 


*) Wire y =0mod.q, so kénnte man an Stelle von S$ eine zu S gleich- 
berechtigte Substitution S” nehmen, fiir welche y2 0 mod.q ist. Ist nimlich 
V=f(a, b,c, a), so hat die Substitution S’=VSV— ein y” —d?y+-ed(a—d)—c?p. 
Da aber nicht zugleich y = a — d = 8 = 0 mod. gq sein kann, weil sonst gegen die 
Voraussetzung S eine Substitution der Untergruppe E wire, so kann man immer 
v2 mod, q machen, 

**) Ist B ] 0 mod.q, so kann man statt der Gleichungen (7) und (8) auch 
schreiben: 

Bi+@—e8)e y_ vyt(o —28)t 
(7 ) es eB ? ‘= 2B ’ 
(8’) 26 = p+ (a — 8’) yt — yy? mod. gq”. 

***) Man bemerke hierbei, dass ausser im Falle « + ¢=0 mod, q” (S hat 
dann die Periode 2) aus (6a) der Werth von « bestimmt ist. Hat man die Vor- 
zeichen von a’, f', 7’, & passend gewihlt, so-wird « = 1 und man hat fiir den 
Fall a+0 Z 0 mod.g” die einfacheren Bedingungen: « + & =a + 34, 
y= y a+ (0 — a’) wz — B22 mod.q”. Ist aber a + d = 0 mod. q”, 30 kann 
¢=-++1 und —1 sein und man hat daher ausser a’ + 0°’=a-+0 die beiden 


Congruenzen in Betracht zu ziehen, welche man aus (8) erhiilt, wenn man ¢ = 1 
und «= — 1 setzt. 
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Charakter mod.q hat, wie y’, oder, falls y’ = 0 mod. q sein sollte, 
wie — f’. Diess war aber zu beweisen. 

Auch der entsprechende Satz fiir die Substitutionen der Gruppe E 
liisst sich ohne Schwierigkeit ableiten*). Derselbe lautet: Sollen 
S=g(u, v, o)2 und S’ = p(w’, v’, o’)z, welche beide der Gruppe E:, 
nicht aber der Gruppe Ez4: angehiren (so dass nicht gleichseitig 
u=v=—e —0 oder w =v —@ = 0 mod. q sein kann), gleich- 
berechtigt sein, so muss 

T= w+ veo =Tl’ — ww? + vo mod. g 
o=nN—T 


sein. Diese Bedingung reicht aber fiir den Fall T1 2 O mod. q zur 
Gleichberechtigung von S und S’ auch hin. Ist jedoch Tl = 0 mod. q, 
so muss ausserdem eine der Grissen v', — @ denselben quedratischen 
Charakter + 1 oder — 1 haben, wie v oder, falls v =U mod. q sein 
sollte, wie — @. 


II. Ist r die Anzahl aller Substitutionen W; von G (inclusive der 
Identitit), welche der Bedingung 


(9) 2 WSW>" =S 

geniigen und es giebt eine Substitution V, fiir welche 

(10) VSV-1—s: 

ist, so giebt es genau r Substitutionen, welche diese Bedingung erfiillen. 
Beweis. Offenbar haben niimlich die r Substitutionen V;— VW; 

diese Eigenschaft. Wiire ausser diesen noch eine weitere etwa V’ vor- 

handen, so wiirde V-'V’ der Bedingung (9) genitigen; sie wiirde also 


eine der r Substitutionen W; sein und es kime V’ = V W;, was gegen 
die Annahme ist. 


Ill. Ist S = f(a, B, y, 9) eine Substitution von G, aber nicht 
von FE, welche eine von 2 verschiedene Periode hat, so sind alle Sub- 
stitutionen W: von G, welche der Bedingung (9) geniigen, durch 


W; = f(u+ *>* &, BE, ve, w— *>* 8) =o (*>* £, BE, v8) 
dargestellt, wobei & und u alle jene (reellln) Werthe mod. q" annehmen 
kinnen, fiir welche die Congruenz 

u® = 1 + AE* mod. gq" 
erfiillt ist. Die Lisungen u, § und —u, — & sind dabei wieder als 
identisch zu belrachten. Es giebt also dann gq” Lisungen W;, der 


Congruenz (9), wenn & = 0 mod. q ist, es giebt i q"-', wenn & 


*) Siehe auch die Gleichungen § 5, Il, 1. 
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quadratischer Rest und tt A q’", wenn A quadratischer Nichtrest 
von q ist. Unter ihnen befinden sich immer g"—' Substitutionen der 
Gruppe E, welche man erhiilt, wenn man § = €g, = 1, 2,..., g™"! 
setzt; sie bilden eine cyklische Gruppe der Ordnung g*-". 

Beweis. Setzt man W = f(z, y, 2, ¢), so kommen aus den Con- 
gruenzen (I), damit die Relation WSW-! — S besteht, wegen «’ = a 
Bb =86, y¥ =v, & =6 mod. g", «= + 1 die Bedingungen: 


yy — 2pB=0, a(a —0)+ (¢—z) y=0, 
y(d — a) + (x —t) B=0, st—ye=1 














’ 














j mod. gq". 


Setzt man noch ¢-+ x2 = 2u, so erhilt man hieraus die Werthe 








y=6t, -=r76. s=u+ £8 E, orig us LE é, 


> 





wobei u? = 1 + A& mod. g" ist. Es kann also & jeden Werth an- 
nehmen, fiir den die letzte Congruenz lésbar ist. 


Ist jetzt A = 0 mod. q, so hat die obige Congruenz fiir jeden der 

















q" Werthe § = 1!,2,..., g" je zwei Lésungen, von denen diejenige zu 
nehmen ist, welche = 1 mod. q ist. Es giebt also dann gq" Substitu- 





tionen W;. Ist A quadratischer Rest von q, so setze ich 
utyVYA&t=x, wu—YyAt=—A. 


Dann nimmt die zu lésende Congruenz die einfache Gestalt x A= 1 mod. q" 
an, welche (¢ — 1) g"~' verschiedene Lésungen x, 4 hat. Ihnen ent- 
sprechen ebensoviele verschiedene Werthsysteme 


























—S ee 


Da ferner die Werthepaare wu, & und — u, — & die nimliche Substitu- 





8a 125 es. WY 














tion S liefern, so erhalt man a—* q"—' Substitutionen W,. 








Ist 4 quadratischer Nichtrest von g, so hat man zuniichst die 
gq"? Werthe § = q, 2q, 3q, ..., g*. Um die tbrigen brauchbaren 
Werthe § (Y} 0 mod. q) zu finden, schreibe ich die zu behandelnde 


Congruenz in der Form an: (+) = (Sy = A, welche wieder 


g 
1—* q"~' verschiedene Substitutionen W, liefert. Zusammen erhilt 





























man also hier Sti q"—' Substitutionen W,. 





In allen Fallen findet man die g*—' Substitutionen W, welche der 
Gruppe FE angehéren, wenn man § = £g, = 1, 2, 3,..., g"—! setzt. 
Dass dieselben eine cyklische Gruppe bilden, folgt daraus, dass all- 
gemein die Substitution U = p(u, v, @), von E die Periode g*—" hat, 
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wenn nicht gleichzeitig w = v = g@ =0 mod. gq ist. In der That er- 
hilt man sehr leicht 


U* = (tu, tv, tg), mod. g°, 
U, = U2= (gp, qv, 7@), mod. g° 


also 


und 
= p(qu+ mq, qv + nq’, ge + rq’), mod. gt. 
Ferner erhilt man 
U,* = p(tqu + tmq’, tqv + tq’, ...), mod. gq‘, 
also 


Uy = US = g(ug’, vg’, eg’), mod. g*. 


Fabrt man so fort, so kommt 


oe = ee vg", eg"), mod. g" 


und zum Schlusse U2"~* = @ mod. g". Diess zeigt, dass U die Periode 
q’—' hat, wenn nicht gleichzeitig « = v = @ =0 mod. gq ist. Wenn 
nun U eine Substitution W; ist, so ist diess offenbar auch mit allen 
Potenzen von U der Fall und da diese ebenfalls in der Gruppe E 
enthalten sind, so fallen sie mit den Substitutionen W,¢ (€=1, 2,...,q"—") 
zusammen. 

Zusatz 1. Hat S die Periode 2, so dass a + 6 =O mod, q” ist, 
so miissen in den Congruenzen (I) ftir ¢ die beiden Werthe + 1 und 
— 1 genommen werden und man erhilt als Lésungen von (9) ausser 
den Substitutionen W_; noch die weiteren Substitutionen We, welche 
é = — 1 entsprechen und welche siimmtlich die Periode 2 haben, da 
t+ «= 0 mod. q” wird. 

Zusatz 2. Die Substitutionen We bilden eine Gruppe. 

Setzt man namlich 


We= f(u+ +> 


so kommt 


Matt ts? v3, 


W: We = Warawe = We 
Zusatz 3. Die Substitution U = (u,v, @)e von E,, fiir welche 


nicht zugleich w =v =o =0 mod. q ist, hat die Periode g° = q"™* 
und die Potenzen von U sind dargestellt durch 


U"s = p(w, vE, 08), &=—1,2,3,...,9% 
Die erstere Behauptung folgt unmittelbar daraus, dass U = (u,v, 9), 
die Periode q"—' hat. Um die letztere Behauptung einzusehen, bemerke 
man , dass nach Zusatz 2 die g® Substitutionen U’§ eine Gruppe bilden 


und dass diese die Substitution U selbst enthalt und damit alle 
Potenzen von U. 
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§ 3. 
Die cyklischen Gruppen von G. 

I. 1) Ist S= f(e,B,y,d) = f(1+ 2, B, y, 1+-y) eine Substitution 
der Gruppe G, welche nicht der Untergruppe EF angehért und fiir 
welche A = 0 mod. q, also a+ 6 =2-+ wg mod. gq" ist, so findet 
man: 

a, @ + 8, 
(1) S* = ¥,a-+ 0, 


| 


| 


f=s-1 


©. nas 2 I (GERI e+C +} o+6 4 (og fied 
PX set Dattet tert STDC *< ra 


Setzt man jetzt v — gq", so wird 


v+é v(v®— 1) (v*@—4). - + (v®— §) 
(seti)= 2.3... (2&+1 


durch die namliche Potenz von q theilbar, wie g* - 51 6! *). Nun ist 


(2€+1)! 
wee héchstens durch q* theilbar**), wenn dieses die grésste Potenz 







*) Es a iat (* )= sen). pomerth » E!= 1.2.3... au setzen. 


**) Stellt man die eae m,n, 7,...,.m+n+r+--- in der Form dar: 


mM = Gy + 449 + ag g* +--+ + 4,9", 
n=bo +g +g +- — 


mre eee yr Pee OD 


wobei die auftretenden Coefficienten a, b, ¢ simmtlich positiv und < q sein miissen, 
so ist der Quotient ore. 7 )! 
mini! ... 
von q) theilbar, wenn ¢ die Zahl der Einheiten bedeutet, um welche man die 
Coefficienten héherer Potenzen von g vergréssern muss, um aus den obigen Dar- 
stellungen fiir m,n,... durch Addition diejenige von m-+n-+--. abzuleiten. 
Aus den Darstellungen von m und n folgt z B. m+ =a, +b)+(a,+0,)q+>- 
Ist nun a + by > q, 80 ist c =a, +b)—q, da a+ db) < 2q ist; dagegen ist 
der Coefficient a,-+ 6, um 1 zu erhéhen. Nun ist entweder a, + b, + 1<q, dann 
ist es gleich ¢,; oder es ist >q(< 2q), dann ist c, =a, +b, + 1— q, dagegen 
“as : ! 
ist a,-+ b, um 1 zu vergréssern. Es ist nun in gerade durch q* theilbar, 


In! 





durch q* (aber durch keine héhere Potenz 


wenn « die Zahl der Einheiten ist, um welche erhéht wird. Ist nun m+n< q+! 
aber > q’, so ist offenbar « <i. 





mod. gq". 





















Ist 
wel 
ist, 
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von q ist, welche kleiner als 2§ + 1 ist. Also ist (ort) mindestens 


durch g*~* theilbar. Dasselbe gilt von Ct ') . Demnach ist das 


allgemeine Glied jeder in S* vorkommenden Summe mindestens durch 
q’**+* und da offenbar §> A ist, durch g” theilbar. Folglich ist 
So" = w mod. g”. 

Ebenso findet man, wenn v = q*—' gesetzt wird, dass das §'* Glied 
jeder der auftretenden Summen durch g*—'-*+§ theilbar ist, Nun ist 
im allgemeinen § > A, also §—4A-—1>0. Der Fall § = 4 tritt nur 
ein, wenn entweder E=—A=( oder E—A=—1, g=—3 ist.*) Es 
kommt also fiir g > 3 das Resultat: 

grt — (iteq™)o+ 6a og q". 
yg o@ + (Ifyqr) 
Ist demnach q > 3, so haben alle Substitutionen S der Gruppe G, 
welche nicht der Untergruppe E angehiren und fiir welche & —0 mod. q 
ist, die Periode q". 
Ist hingegen g = 3, so kommt 


got — + (+m)a.3"“!] @ + (1+) 6.3"! 

(itu)y 3° + (1+ (i+e)y. 3") 

Ist also ¢g=3, so haben nur jene von den eben bezeichneten Substitu- 

tionen S die Periode 3", fiir welche uw = 0 oder wp =1 mod. 3 ist. Ist 

aber w =—1+4, . 3*-* mod. 3", wo t $0 mod. 3 ist, so ist die 

Periode 3*. Hiebei kann « die Werthe ¢ = 1, 2,3,..., — 1 haben. 
In dem letzten Falle findet man nimlich: 


mod. 3”. 


3s = [1 — ty .37(1+2e) + at*. 3°") o — (2t,. 3" —a.3")6 mod. 3” 
— (2t)37 — tt. 32”) yo + [1 — ty -3%(1-+28) + dt,237"] és Se 


wobei 7 = »n —é-+ 1 ist. Diese Substitution hat aber (§ 2, III) die 
Periode 3*-, 

2. Bemerken wir ferner dass die Potenzen S'§ von S, den letaten 
Fall ausgeschlossen, mit den Substitutionen We von § 2, III einzeln 
iibereinstimmen (SE = We). 

Denn die g* Substitutionen W; bilden eine Gruppe der Ordnung 
q", welche die Substitution S— W, der Periode g” enthilt. 

Im ausgeschlossenen Falle g=3, w= —1+4,.3** enthilt 
die Gruppe der W den Cyklus (S) der Periode 3* als Untergruppe und 


die Substitutionen S’é (vg 20 mod. 3) sind identisch mit den Substitu- 


*) Hierauf beruht die Ausnahmestellung von q = 3. 
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tionen We(§ = + 1-+4 m. 3*-*H1, m=0, 1, 2;..., 3°! — 1). Dies 
folgt einfach aus der Congruenz: 
tite — gt. s** — gt! mod. 3-H, 
Es ist demnach: 


- a, +4, 3 7 
(2) A,, = ( Ss £) — 1 wt — 1 SAK mod. g". 


> 


Il. Man kann jetzt leicht die Zahl der Substitutionen S(A = 0 
mod. q) bestimmen. Es sei zuniichst 


a) gw=0, also «+02 mod.g*, A=O0mod. . 
Nach § 2, I giebt es 2 Gattungen solcher Substitutionen S. Fiir die 
eine Art ist eine der Gréssen — B oder y quadratischer Rest von gq, 
fiir die andere Nichtrest. Also ist S nur mit jenen Potenzen S* gleich- 
berechtigt, fiir welche r quadratischer Rest mod. q ist. Mod. q* giebt 
awk gq" solche Werthe. Da man q* Lésungen W; der Gleichung 
W,S W-'=S hat (§ 2, III), so giebt es also (§ 2, II) gerade 
i q"—' Lésungen V von VS V-'=Sr, Ein Cyklus (S) geht 
1 


es 


mithin durch Transformation in Bezug auf s = 4 = g*"—! Substitutionen 


shige qe p.58 
in sich tiber. Durch Transformation in Bezug auf alle , <<: 


Substitutionen von G geht er demnach in N: s = (q+ 1)q"—' gleich- 
berechtigte Cyklen iiber. Bemerkt man ferner, dass alle Cyklen 
4 = 0 mod. gq" nach § 2, 1 gleichberechtigt sind, da sie ja Substitu- 
tionen der einen und der andern Gattung enthalten, so folgt das 
Resultat : 

(A) Es giebt (q+ 1) gq" gleichberechtigte Cyklen G » (I) der Periode 
q”. Fiir sie ist A =0 mod. q*. 

Kin Beispiel eines solechen Cyklus ist (@ = @ + 1 mod. g*). 

b) Sei jetzt a + 0 =2-+ s,q"-*, also A = s,g"-* mod. g", wobei 
é=1,2,...,%—1 sein kann und s, und s, 20 mod. g zu nehmen sind. 

Es giebt wieder g* Lésungen der Congruenz (9) niimlich 


W; = S*(v = 1, 2,..., g"). 


Soll ferner S mit S’§ gleichberechtigt sein, so muss nach § 2, I zu- 
nachst A, = A mod. q" sein. Dies giebt aber nach (2) die Bedingung 
(§?—1) A = 0 mod. q". 


Wegen der Annahme A = s, q"*~* mod. gq” folgt hieraus § = + 1 mod. q*, 
also § = + 1+ mq, m= 1, 2,...,q"-*. 
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Die Bedingung Ay. = A mod, qg" reicht aber zur Gleichberechtigung 


yon S und S'§ nicht aus, Es muss noch gleichzeitig — f’ oder y' den- 
selben quadratischen Charakter + 1 oder — 1 mod. q haben wie — B 
oder y. Dies ist fiir die Werthe § = 1-+ mq* immer der Fall, fiir 
die Werthe § = — 1 + mg? jedoch nur dann, wenn — 1 quadratischer 
Rest von q, also g = 1 mod. 4 ist. Also hat die Gleichang V,;S Vj 


= St, wenn g = 1 mod. 4 ist, je q" Lésungen (§ 2, III und I) far 
jeden der angegebenen 2 qg"—* Werthe § Sie hat demnach im ganzen 
2q?"-* Lésungen. Ist aber g=3 mod. 4, wobei der Fall g =3, 
u = — 1 mod, 3 ausgeschlossen ist, so hat sie nur Lésungen fiir die 
ersteren Werthe von &, so dass die fragliche Anzahl nur g?*~* ist. 
Nun bemerke man, dass nach (2) die durch A = s,g"—* mod. g" 
charakterisirten Substitutionen jedenfalls 2 Arten von Cyklen Gn (I’, e) 


bilden, von denen die eine Art nur Substitutionen enthilt, fiir welche 
Ss) quadratischer Rest, die andere nur solche, fiir welche s, quadratischer 
Nichtrest von q ist. Die beiden Arten trennen sich fernerhin, wenn 
q = 1 mod. 4 ist, wieder in je 2 Gattungen von Cyklen, so dass nur 
die Cyklen derselben Gattung unter einander gleichberechtigt sind. 
Wenn (S =f (a, B, y, 0)) ein Reprisentant der einen Gattung ist, so 
ist (S' = f(a, Bm, y:m, 0)), wo m quadratischer Nichtrest mod. q ist, 
ein Repriasentant der andern. Ist aber g=3 mod. 4, so tritt eine 
solehe Trennung nicht ein. Es ist dann S’ mit S-' also Cyklus (S’) 
mit (S) gleichberechtigt, Daher kommt das Resultat: 


(B) 1. Es giebt 25 Gattungen von er gleichberechtigte 
Cykilen Gon (I', €) fiir €=1,2,...,m—1, welche durch A= s,Q" 


mod. q”, $20 mod. q bestimmt sind. Die einzelnen Gattungen sind 
q—1 q—l 


27 27 
durch den Charakter (+) oder ( ) ” ‘mod. q von einander unter- 


schieden. Hiebei hat j den Werth 1 oder 2, je nachdem q=3 oder 
= 1 mod. 4 ist. 


Selbstverstiindlich hat der erstere der angegebenen Charaktere nur 
Sinn, wenn B 20 mod. q ist und ebenso ist der letztere nur brauchbar, 
wenn y 20 mod. qg ist. Zugleich kénnen beide Gréssen nicht = 0 mod. g 


werden, Sind beide von 0 mod. g verschieden, so bemerke man, dass 
die 2 Charaktere denselben Werth haben, da ja 


A = + (a—6)' + By =0 mod. g 


ist. Ist speciell g = 3 mod. 4, so vereinigen sich dieselben zu dem 
Legendre’schen Zeichen (*), d. h. zwei durch die Substitutionen 
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S = f(a, B, y, 9), A= syqg** und S’ = f(a’, B’, 7’, 0’), A = s,' qr-* 
mod. g" erzeugte Cyklen sind dann und nur dann gleichberechtigt, 
_ & \'s. ° . 7 7 
wenn (+ )=( *.) ist. Ist hingegen g = 1 mod. 4, so ist die noth- 
wendige und hinreichende Bedingung fiir die Gleichberechtigung dieser 
q-1 q-1 
; : f. ‘ : “ps 

Cyklen durch (*) = (%) mod, q dargestellt. Hiebei tritt, wenn 
y — Omod. q sein sollte, B an Stelle von y und ebenso f' an Stelle 
von y’, wenn y = 0 mod. gq ist. 

Der Charakter fiir g = 1 mod. 4 leitet sich auf folgende Weise ab. 
Jedenfalls muss (* ) = ( = ) sein. Also giebt es eine reelle Grosse 
“ mod. qg* ist. Sollen jetzt die Cyklen (S) und (S’) 
gleichberechtigt sein, so miissen es nach den obigen Entwicklungen 


auch die Substitutionen S= (“ > : &. BE, y) und S’ = @ e a »B, r) 


9 


E, so dass §&? 


sein, deren Determinanten denselben Werth haben. Dies ist jedoch 
nach (§ 2, 1), da hier ( =) = 1 ist, nur dann der Fall, wenn eine 


der Gréssen 6&, y§ denselben quadratischen Charakter 4-1 hat, wie 


B oder y’. Sind etwa y und y’ von O mod. q verschieden, so erhiilt 
man hieraus 
q-1 


, ’ ’ 4 
y P yy? . , ( y'? ) 
”? = 9 1 mod. q. 
yé > yrét i> ye q 
Setzt man in die letzte Congruenz den Werth von & ein, so kommt 
die Bedingung 
qi q-1 


( *) . (5) ; mod. q. 


Ist umgekehrt die letzte Bedingung erfiillt, so schliesst man leicht auf 


. ° ° - 9 8, . 
die Existenz einer Griésse —, so dass & - mod. g"-* und 


(~) = (zs ist. 
Ausgeschlossen ist hiebei wieder der Fall g=3, w=—— 1. Fir 
ihn hat man die Resultate: 
2. Es giebt im Falle q = 3 immer 2 Gattungen von je 4 . 3-8 
gleichberechtigten Cyklen T,, der Ordnung 3° fiir ¢ = 2, 3,...,n —1. 


Sie sind durch « 4+ 0 =— 1+ 4, .3"-*' oder A = — : + t, 3e- 
mod. 3" dejinirt und zwar ist fiir die eine Gattung t,= 1, fiir die 
andere = — 1 mod. 3. 

3. Es giebt im Falle q = 3 immer 4 . 3?*-* gleichberechtigte Cyklen 
[, der Ordnung 3. Fiir sie ist a 4+ 0 == — 1 mod. 3". 


| 
m= 
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Wert 
diese 
Subs 
ist. 
Lésu 
Set 
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Die Bedingung A(§* — 1)==0 mod. 3” liefert hier § = +- 1+ m.3"—, 
m=0,1,2. Da aber nach § 2, 1 wegen A = 0 mod. 3 die Substitu- 
tionen S und S—' nicht gleichberechtigt sind, so darf man nur die 
Werthe § = 1+ m.3"—', m= 0, 1,2 aulassen. Nach dem Saize I, 2 
dieses Paragraphen sind aber die diesen 3 Werthen € entsprechenden 
Substitutionen W:; nur dann mit Potenzen von S identisch, wenn ¢ > 1 
ist. In diesem Falle hat also die Gleichung VS V-'=S'§ je 3" 
Lisungen fiir § = 1, 1+ 3*-', 1+ 2.3"-'; sie hat also im ganzen 
3+! Lésungen V. Ist aber ¢ = 1, so hat man nur 3" Lésungen fiir 
ve = 1. Hieraus folgen die angegebenen Resultate. 

Ill. Fiir den Fall A20 mod. q hat man den Satz: 


(C) Es giebt in der Gruppe G ot! q’"—' gleichberechtigte Cyklen 
aa der Ordnung i— . q"— und a : q®"—' gleichberechtigte Cyklen 


Goi, ., der Ordnung : = q’—'. Fir die ersteren Cyklen ist 
. r 


(+) = +1, fiir die leteteren = — 1. 


Zum Beweise bemerke man, dass die Gruppe G Substitutionen der 
Perioden i— und et  enthiilt, fiir welche bez. (f)=4+1 oder — 1 
ist, da dies ja mod.q der Fall ist. Sei jetzt etwa 7” eine Substition 
* Dann giebt es nach § 2, III eine Substitution W; 
der Ordnung qe von E, so dass W7” = 7” W ist. Dann hat aber 
T= WT" die Periode — ' g’—. Es ist dann wieder klar, dass die 


° q=— 
der Periode 4 = 


Potenzen T'S von 7’ mit den a5 qg"— Substitutionen W; (§ 2, III) 
iibereinstimmen und dass also wieder Ay, = §A ist. Hieraus folgt 
nach § 2,1, dass alle Cyklen unter sich gleichberechtigt sind, welche 
(+) = 1 entsprechen und ebenso alle Cyklen, fiir welche (=) =—]) 
ist. Ferner folgt, dass die Gleichung V7’V-? = T's nur Lésungen 
hat, wenn A(E?—1)=0, also § =-+ 1 mod. g” ist. Da iiberdies 
Gl. (6a) von § 2 erfiillt sein muss, so kommt vy = 1 oder — 1. 
Also ist die Zahl aller Lésungen V durch 

a. Ss ba tested 

2.45t get = q—1) ge 
dargestellt, was zu beweisen war. 


Damit sind die Substitutionen von G erschépft. In der folgenden 
Tabelle gebe ich eine Zusammenfassung der Resultate. 
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A. Tabelle der Cyklen von G. 
I. q@>38. 
1) (¢+1) q*"" gl. G» (1)*), A=0 mod. g"; 
1’) 2) Gattungen von ee q’te gl. Ga (I, €) fir e=1,2,....n—1, 
A =s,q" * mod. g"; Ch: (* ), wenn g = 3 mod. 4, 


ql q—-1 


8, ‘ 8, ‘ U 
(*) oder ~— mod. g, wenn g==1 mod. 4 ist; 


i) 


2) tt} q* gl. G, 1 a ,¢ y= 1; 


P q-—1 
3) 49" gh. G.,, eit “aye ak, 
2 


Il. gq=3. 
1) 4.3""' gl. Gy (I), & =0 mod. 3*; 
1’) a) 2 Gattungen von 4 . 3"+*-* gl. G,, (I’, ¢), fiir e—=1,2,....n—2, 


A = s, - 3*~* mod. 3"; Ch.: (=); 
B) 1 Gattung von 4.3?" gl. G,, (I',1 
$ ne So am 
A = 3s, mod. 3"; (+) = 1 
y) 2 Gattungen von 4. 3?"-% gl. [,, fiir ¢ = 2,3,...,n—1, 
8 ' ty 
A=—f4+4,.3-; Ch: (*); 
8) 4. 32 gl. T,, A= — = mod. 3* oder 
a+ 0d = — 1 mod. 3’; 
2) 1 gl. G, wi, (4) ——1. 


Die angehiingten Indices 0 sollen stets bedeuten, dass der Werth 
QO mod. qg fiir die betreffende Grésse auszuschliessen ist. Ferner ist 


z+3°}). 


j= 1, wenn g=3mod.4, j=2, wenn g= 1 mod. 4 ist. 


oder 


*% ry i Abkiirzung fiir ,,gleichberechtigt“, Ch. bedeutet ,, Charakter', 


der Index, welcher dem einzelnen G angehiingt ist, die Anzahl der Substitutionen 
der Gruppe. 
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§ 4. 
Die Cyklen von £,. 
I. Es werde zuerst der Fall g > 3 behandelt. Es seien dann die 


Cyklen der Perioden gq", * g, at) q*— als Hauptcyklen von G 
bezeichnet. 

Nun ist klar, das jeder Haupteyklus von @ einen Cyklus G,—1 
von FE enthiilt. Ist der Haupteyklus durch 


S=f(«, B, 7, 8) = (*—*, 6, 7) 


> 
erzeugt, so ist nach § 2 und § 3 die enthaltene G n— von FE durch 

nt ~if 

U; = 9 (wb, vé, o&), =~ (“> 6, BE, 78), 
dargestellt, wo nicht gleichzeitig » = v = @ mod. q sein kann.*) Daraus 
erkennt man, dass fiir einen solchen durch (uy, v, @), erzeugten 
Cyklus die Grosse 

‘ a—d\ 
TT = vw’? + ve =(45 ) + By = Amod, gr" 


von Wichtigkeit ist. Wir unterscheiden sogleich, den Hauptcyklen 
entsprechend, die Fille: 


TT =0; T= s,g™"—-*(e=1, 2,...,% —2) mod. g*-!; (S)=1; ()=-1. 


Umgekehrt ist jede G1 von E in g* Haupteyklen von G ent- 
halten. Denn die Gréssen wv, v, @ kommen in g(u, v, @), nur 


mod. g"~* in Betracht und man erhiilt also zu einer solchen Substitution 
q® verschiedene Verhiltnisse 


=": Bi y= (u+mg"): (v+sqr): (@-+rqr”) mod. q" 
und damit**) q? verschiedene Hauptcyklen von G, welche durch 
A=T+ (2um + vr + es) g™" mod. q" 
bestimmt sind. 
Hieraus ersieht man ferner, dass die Cyklen TT = 0 mod. g*— zu 
q Gn (1) und g(qg—1) G(T’, 1) gehdren, dass ebenso jeder Cyklus 


TT = s,q"—*—* mod, g"-' in q? Gon (I’, +1), jeder Cyklus (=) = 1 in 
2 al ° . | TT ie] . 4 . 
q Ges pe und jeder Cyklus ) =—lin¢?’ G, 1 gat enthalten ist. 


*) Sonst wiire niimlich S eine Substitution von EZ, 
**) Da q > 3 vorausgesetzt ist, so hat man immer von 0 mod. q verschiedene 


Werthe &, fiir welche u® = 1 + Aé* mod. q” lisbar ist, welches auch der Werth 
A sein mag. ‘ 
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Jetzt bemerke man noch, dass gleichberechtigte Hauptcyklen ganz 
gewiss auch gleichberechtigte G,,, liefern, dass aber 2 Gn—1 nicht 
gleichberechtigt sein kénnen, wenn irgend ein zur einen G n—1 gehdriger 
Haupteyklus mit keinem zur andern Gn. gehdrigen gleichberechtigt 
ist. Dann erkennt man die Richtigkeit des folgenden Resultates : 

Die Gruppe FE. enthiilt 

1) (¢-+1) q"-* gl. Gas (1), 1 = 0 mod. gr. 

1’) 27 Gattungen von ‘5 : qrte gl. Gina (I, €), 

TT = s,q*"*—* mod. g*" fiir «= 1,2,...,n — 2; 
Ch.: (* ), wenn q = 3 mod. 4, 
q-1 q-1 
eS & \ ‘ — 
(! .) oder ( ,) mod. q, wenn q = 1 mod. 4; 


0 


2) a * gl. G n—1 (IT), (=)- Re 


8) 1=1 gg Ga, (111), () = my 


Damit sind die Cyklen von E erschépft. 

II. Von der Gruppe E kann man jetzt ebenso leicht zu den Gruppen 
E,, Ey, ... herabsteigen. Es wird dann die Grésse TT mod. g*, 
mod, g*~*... betrachtet. Allgemein erhilt man die nachstehende 


B. Tabelle der Cyklen von E,. 


In ihr bedeutet 6 die Zahl o = n — 1; ferner ist der Einfachheit 
halber an Stelle von Go kurz 6 gesetzt. Das iibrige vergl. Tabelle A. 


1) (¢+1) gq" gl. 6 (1), TT = 0 mod. q°; 


— 
a got? gl. o(l', é), 


1’) 2) Gattungen von 
TT = s, q*°-* mod. q® fiir ¢ = 1,2,...,6 —1; 
’ — 8, 
Ch.: «) wenn q = 3 mod, 4, (= ), 
q-1 q-1 


4 . 4 
8B) wenn q = 1 mod. 4, (S) oder (*.) mod. q; 


2) 4 gent gl. oD), (™) = 1; 


8) #3 * ge gl. 6D), () = —1. 


Speciell enthilt Z,_, die folgenden Cyklen: 
1) q+ 1 gl. 1(1) = G, (J), T= 0 mod. q; 


Cyk! 
gelt 
eykl 
Gyn. 
dah 


Bet 
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2) set) gl. 1 (II) = G@,(II), TT quadratischer Rest von q; 


3) 44—"" gl. 1 (IIL) = G,(III), Tt quadr. Nichtrest von q. 


III. Die eben fiir g > 3 erhaltene Zusammensetzung von FE aus 
Cyklen liisst sich leicht auf den Fall ¢g=3 ausdehnen. Zuniichst 
gelten die obigen Schliisse fiir alle jene G,,_, von EZ, welche in Haupt- 
eyklen von G@ enthalten sind. Es giebt aber hier 2 Gattungen von 
G.,-1, welche nicht in héheren Cyklen enthalten sind und fiir welche 
daher diese Schliisse nicht mehr gelten. Es fiihren aber auch hier 
Betrachtungen zum Ziele, welche denen des § 3 ganz analog sind. 

Die erste Gattung bilden die Cyklen G,,-; (JJ), fiir welche 
TT = 1 mod. 3 ist. Ich betrachte hier den Cyklus: 


T = mod. 3". 


4 
Nach § 2, 1, Zusatz ist 7’ unter den Potenzen 7” nur mit 7 und J-! 
gleichberechtigt. Ks ist also nur noch die Zahl der Loésungen 
WT W-' = T zu finden. Setzt man W = f(a, B, y, 9), so ist 
mn By — 1508 15 yd 
WIW-' = f(4ad — FX, tee Bre ++) 
und diese Substitution ist = 7'—/(4, 0,0, 1), wenn B=y=0mod.3"-1 
ist. Die Substitutionen W bestehen also aus den Potenzen von 7 in 
Verbindung mit den Substitutionen der Gruppe Z,_, und sie bilden 
eine Gruppe (7', Z,-1), deren Ordnung 3"+' ist. Ebensoviele Lésungen 
hat nach § 2, Il auch die Gleichung V 7’ V—' = 7'-'; also wird Cyelus 


’ 


(7) durch 2. 3"+' Substitutionen in sich transformirt und ist folglich 
mit 2. 3°"-* Cyklen Gyn41 (II) gleichberechtigt.*) 

Die zweite Art, welche indess nur fiir n > 2 existirt, sind die 
Cyklen G,,-1 (I’, n—2), fiir welche s, = — 1 mod. 3, also TT = — 3 


mod. 9 ist. Ein solcher Cyklus wird .z, B, von den 3"—' Substitutionen 
& a—d is 27 40 " 
US = o( ; E, BE, v&), u? = 1 — | & mod. 3 
gebildet, welche nach § 2, IIl die Substitution S=—/(a, B, y, 9), 


3 ; <= = . 
A — > mod. 3" der Periode 3 in sich transformiren, so dass 


USS = SU® ist. Jedem Cyklus [, = (S) entspricht so eine be- 
stimmte G@,,—, der genannten Art und zwar ist die angegebené Beziehung 


*) Es ist selbstverstiindlich, dass jede Untergruppe mit sich selbst gleich- 
berechtigt ist. 
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durch Transformation unzerstérbar, so dass gleichberechtigten [, auch 
gleichberechtigte G,,., entsprechen. Umgekehrt aber gehdrt eine 


Gyr = (9 (u, ¥, @);), T=— ; mod. 3" zu 271f,. Man erhilt niimlich: 


— 9. B >y = (utm.3"") : (v+s.3"-) : (o+7.3"—") mod. 3* 
oder: 


a—d 


: E(u+m.3"—"), B= E(v+s.3"), yp = E(o+9r.3"-) mod. 3", 
Nun soll 


A =TI2 + (2um+yvr+eos).3*7? = — : 2+ R.3e1= —; mod. 3” 


sein. Dies erreicht man durch: 


1) §€=+1, R=O — dies giebt 9F, —; 
2) §=+(1+3""), R= —1 — dies giebt wieder 9f, —; 
3) §E=+(1—3"*), R=—-+ 1 — dies giebt ebenfalls 9F,. 


Mithin hat man, wenn n> 2 ist 4.3°"— gleichberechtigte G4n-1(I',n—2), 
TT = s,.3 mod. 3"-", s, = — 1 mod. 3. 

Fasst man diese Resultate zusammen, so erkennt man, dass die 
oben fiir q > 3 angegebene Zusammensetzung der Gruppe E aus Cyklen 
auch fiir q = 3 Giiltigkeit hat. 

Ich bemerke hiezu noch, dass (SU) und (S?U) Cyklen fF 


gn—l> 
ebenso (SU*) und (S?U*) Cyklen [,,-2 von verschiedener Gattung 
sind etc., wobeti U=g(u, v, 0), T=—p’?+ ve = — 2 mod. 3*, 
wivig=*—* : 6: y mod. 3", S=f(a, B, 7, d) ist, 

IV. Zu jeder cyklischen Gruppe gehért eine Gruppe W, welche 
aus allen jenen Substitutionen besteht, durch welche dieser Cyklus in 
sich transformirt wird. Man kann diese Gruppen W jetzt um so 
leichter aufstellen, als ja die Ordnungen o schon bekannt sind. Be- 
zeichnet niimlich ¢ die Zahl der Cyklen, welche zum gegebenen Cyklus 
gleichberechtigt sind, so ist 


OF toes 
om P=! pees s, 


Was hiebei die Cyklen 6 von EF, anbelangt, so enthiilt das zu- 
gehérige W nach dem am Eingange des § 5 angefiihrten Satze die 
ganze Gruppe E,, sie enthilt ferner den Hauptcyklus R= (wt, vé, o£), 
der zu 6 gehért, sowie die Substitutionen, welche diesen Hauptcyklus 
in sich iiberfiihren. Ist ferner 
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6 = Hu; >, Oe, T= sg?" mod. ”, v20 mod.*) q, 
so gehdrt auch, wie man sich leicht iiberzeugt, die Substitution 
T,.= f(a, 0, (0d — @) £ ‘ 3), at =1 mod. gq’, 
welche die Periode j q™—* hat, der Gruppe W an. 
Man erhilt dadurch die nachstehenden Resultate: 
a. 1) 6(1) = @(u,v, @)e, T=0 mod. g’, v20 mod. g, 
W= (Eo, R=9(u,», -)=Gn (I), 


T = f(a, 0, (a—a)*, i). 
Hier ist 4 eine Primitivwurzel der Congruenz 2@—-2"~' = 1 mod. q*, 
so dass 7’ die Periode 4—* . g"-1 hat. 
Speciell kommt fiir i 


6 (I) = p(0, 1, O)e3 W = (Eo, R=o+1, T=-*)- 


o= 1 g®*e-e-1, 


1’) o(I’, =) = pu, v, @)e, T= sy q** mod. gq’, v20 mod. q, 
W = (Es, R= o(u,v,0) = Gn (I’, ¢+1), T.). 
Speciell ist 
o(I’, €) = p (0, 1, s)q°*)e. 
omjgee. 
Ausgeschlossen ist hier der Fall g=3, e«=o—1, 3 =-1 
mod. 3. Dann hat man 
q= 3, «(I', ¢—1) = p(w, v, oe, T= — 3 mod. 9, v20 mod. q, 
W = (Eo, Ry = p(u,v, 0), S=f(a, B,y, 9), To-1). 
Hier bedeutet S eine Substitution der Periode 3 (a-+- d= —1mod.3"), 


e— 


fiir welche - ; =f B:y=u:v: e mod, 3° ist. 


2) oI) = (1, 0, 0), 
W = (Ee, T= ne ), 


a? 
0 = (q—1) gs" 


*) Wenn »=0 mod. q ist, so ist jedenfalls e2o mod, g. Man braucht 
dann nur die Elemente 6, y zu vertauschen. Vergl. iibrigens § 5, II, (1). 
22° 
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3) o(IIT) = 9(YN, 0,0), (imaginire Gestalt der Gruppe), 


B 
W— (Es, T=, @=Z,): 


Hier ist / eine primitive Wurzel der Congruenz x@+»-2"~' = 1 mod. gq" 
ferner ist B=b+cYN, C=b—cyYN, BC =— 1 mod. q", 
o= (+1) gre, 


? 


Fiir die Haupteyklen von G erhilt man: 
b. 1) G,(1) = R= 9(*>, By), A=0 mod. g*, 


nica (2, T=): o= fog, 


G(T’, 2) = R= o(*>%, B, 7), A=sq"-* mod. g*, 
W=(R,T.), o=—jq**. 
Ausgeschlossen ist wieder der Fall: g=3, «=n — 1, s, = — 1 mod.3. 


a 
2) G =T=——*, 
q-1 qr} a 


w=(Z, e= — *), 0 = (q—1)qr". 


3) Ga, = T = = (imaginire Gestalt der Gruppe), 


By q” 


, B 
W =(2, 0 = ta) o=(q+1)q"-1. 


§ 5. 
Die Gruppe F,_,. 


I. Sind U = g(u, v, @), und U’= p(w’, v’, 0’) 2 Substitutionen 
der Gruppe E, fiir welche t + +’ > ist, so findet man 


UU = U'U=gl(ug-* +, vy +Y,. .)e, wot <t 
ist. Die Bedingung t + 1’ >» ist immer erfiillt, wenn U und U’ der 
Gruppe E,_, angehéren. Bezeichnet man die Sabstitutionen 9 (U,V, @)n—r 
kurz mit ~(u, v, @), so hat man 
(1) U = v(u, », @), U’ = vu, v, ), 
UW = VU =o(u+y,, »+r, e+¢). 
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Daher bilden U und U’, wenn sie nicht demselben Cyklus angehéren, 
d. h. wenn nicht w:v:9@ =p: v':Q mod, q ist, eine Gruppe Gp der 
Ordnung q*. Da ferner eine solche Gp aus q+ 1 Cyklen G, zusam- 
mengesetzt ist, so erhalt man im Hinblicke auf die Zahl g? + q+ 1 
aller G, von FE, gerade reriiers : st) =@+q+l1 
Gruppen Gy von E, 4. 
Es handelt sich jetzt darum, diese Gruppen Gis zu classificiren. 
Zu diesem Zwecke bemerken wir, dass die q? Substitutionen der Gruppe 
(U= vu, v, 9), U'=v(w,, v’, @')) durch 
U*U' = y(eut+yu, cv+yr, ce+ye) 
#, y==0,1,2,...,q—1 
und ihre g + 1 Cyklen G, durch die g + 1 Verhiiltnisse 
x:y=0,00,1,2,...,¢g—1 
definirt werden. Die fiir die Substitution U* U’y charakteristische 
Grosse TT,, ist daher 


(2) Tey = (tut+tyuy? + (ev+yr) wot+ye’) 
=a? + 2Txy+T y’, 


wo 


T=wt+ve, VWewttve, rater ey yy’ 


ist und es kann nicht gleichzeitig TT = TT = 7 =0 mod. q sein, da 
sonst gegen die Voraussetzung w:v:@ =’: v': @ mod. q wire. 

Ferner wird die Discriminante der auf der rechten Seite von 
Gleichung (2) stehenden quadratischen Form: 

(3) S=T?—M"T1’. 

Diese Grosse S ist nun fiir die Gruppen Giz ebenso charakteristisch, 
wie der Ausdruck TI fiir die Cyklen G,. Es giebt 3 Arten von Gruppen 
Gp. Fiir die erste Art ist S = 0 mod. q, fiir die eweite ist S quadra- 
tischer Rest von q, fiir die dritte quadratischer Nichtrest. 

Nach § 4 ist die Zahl der Werthe x: y, fiir welche bez. TI,, = 0 
oder quadratischer Rest oder Nichtrest mod. q wird, der Anzahl der 
Cyklen G,(Z) oder (IZ) oder (III) gleich, welche in der betrachteten 
Gy enthalten sind. Demnach enthalten die 3 Arten von solchen 
Gruppen bez. 1,2 oder 0 G,(I)*). Ueberhaupt enthilt 


eine Gp(I) —1G,(I), 9@,(ID, 
eine Gp(II) —2G,(I), 44-@,(11), 43*G, (11), 


*) Im ersten Falle ist die G,(I) durch a: y=T:—2T=-— 211: T be- 
stimmt, im zweiten Falle erhiilt man die 2 Cyklen G, (1) durch 


w:y=(T+VS):-2T7=-— eT: (TFVS) mod. g. 
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eine Gp (IIT) — 0G,(1), 4t*@,(11), 4** @,(111). 


Kiir den ersten Fall kann man den Cyklus (U) mit der G,(J) zusam- 
menfallen lassen, dann wird 7 = TT = 0 mod.g und TI,, = y’ TT. Ist 
nun #=0 mod. qg, so ist wegen TT =0 auch p=0 4 v = 0mod. q, 
folglich wegen 7’ = 0 auch g’ oder » = 0 und TT = pw’, also quadra- 


tischer Rest von qg. Ist aber u20 mod, g, so wird TT’ =( 2 = ey 


also ebenfalls quadratischer Rest von g. Daher wird auch TT,y=y?TT. 


quadratischer Rest mod. q fiir die g Werthe z:y —0,1,2,...,q¢—L. 
Den letzten g Werthen entsprechen aber g G, (II). 

Im zweiten Falle kann man die 2 G,(Z) mit den Cyklen (U) und 
(U’) Wapiti Miia erhalt TT = Tl = 0, also TIy = ents welcher 


Werthe siete Nichtrest mod, ¢ can Im 3. Falle aber kann 


man die Lésungen der Congruenz T(x “hb or y = y?= 2" mod. q 
ebensoleicht auffinden, wie in § 2, III. Fir oe Werthe x: y wird 


TT,, quadratischer Rest von q, fiir die iibrigen rea Werthe hingegen 
quadratischer Nichtrest. 

Il. Die Bedeutung der Grosse S fiir die Gruppen Gi» wird noch 
klarer durch den folgenden Satz: 

Die sitimmtlichen Substitutionen S = f (a, B, y, 8), welche die Gruppe 
Gp = (U = v(u, v, 9), U' = vu’, v’, @')) in sich transformiren, lassen 
zugleich auch den Cyklus 


Gy = (T= vw", oo) =o (72S **, wr —u'v, ow’ —o'n)) 


fest und umgekehrt. Die zu (U") gehirige charakteristische Grosse ist 
TT’ = 8S, so dass jeder Gip(I) eine G,(I), jeder Gp (II) eine G, (II), 
jeder Gip(III) eine G, (III) in einer durch Transformation wneer- 
stirbaren Weise zugeordnet ist. Jede G,(I) ist in der ihr zugeord- 
neten Gy(I) enthalten, dagegen liegt eine G,(II) oder G, (III) 
ausserhalb der ihr entsprechenden Gruppe Gi»(IZ) oder Gi»(IIZ). 

Beweis. Sei S=/f(a, 8B, y,9) irgend eine Substitution von G, 
sei ferner U = y(u, v, @)z, so findet man 
(1) U, = SUS = p(u,, %, O1)e 

= p((ad+By|u—ayv+ fog, a?v—2apu— po, 
—yv+2ydu+0' 0). 

Die Substitution S fiihrt nun die Gruppe (U, U’), wo jetzt c—=n —1 

angenommen ist, dann und nur dann in sich iiber, wenn die Substitutionen 














(2) | 
selbs 


habe 


(3) 


ode! 


(1) 
(4) 


set 


un 
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(2) U; = SUS = y(u,, »,, 9,) und U, = 8’ U'S’ = y(u,, v,, 0.) 
selbst der Gruppe angehéren, d. h. wenn sie beide die Form 
v(ce + yu, cv + yr’, ce + ye’) 

haben. Dies liefert die Bedingungen: 

my ew - | fe 
(3) D,=\», v vw|=0, D,=|y, v’ |= 0 mod. gq, 

2% @ @ Q2 | 
oder 


102 — 201 


2 


2 (Uy Vy — oY) = (Oye — Oo My) 


ain SE 98. 


2 


(uv — w'v): (ow — op). 


Setzt man nun die Werthe fiir w,,,, Q,, @,, Y2, @. aus (2) und 
(1) ein, so erhilt man, wenn man 


(4) 7e— "ey", av —pves’, on — ems’ 
setzt: 


712 — "20 — (ad-+By) uw” — ayn” + BOQ" = Us, 


My Vo — Un, = ay” — 2aBu" — BQ” satis | 


O12 — O24, = — vv" + 2ydu" + HQ” = Q; 
und es ist 


SU" S-* = (ts, V3, Q3)- 


Man erhilt daher die Relation: 
(5) Hy M33 Qs = B's "2 Q"*), 
welche mit der Bedingung iibereinstimmt, dass der Cyklus (U”) durch 
S in sich transformirt wird. Bemerkt man ferner noch, dass dieser 
Cyklus (U”) von der Wahl der erzeugenden Substitutionen U und U’ 
von (U, U’) unabhingig ist, da er ungeindert bleibt, wenn man 
u,v, @ durch au + yw’, av + yr’, xo + ye ersetzt, so erkennt man, 
dass alle Substitutionen S, welche (U, U’) festlassen, auch (U”) in 
sich transformiren. 

Umgekehrt sieht man, dass, wenn uw”, v”, g” sich in den Formen 
(4) anschreiben lassen, man aus dem Bestehen der Relation (5), welche 
ausdriickt, dass die Substitution S den Cyklus (U”) in sich transformirt, 
auch auf das Erfiilltsein der Bedingungen (3) schliessen kann, so dass 
also S auch die Gruppe (U, U’) festlasst, 


*) Die Werthe w”’, v”, @” werden nur dann simmtlich = 0 mod.q, wenn 
u:v:e=uwu':v':@ mod. q ist, was ausgeschlossen ist. 
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Was die genannten Darstellungen von wu”, v", @” anbelangt, so 
ist klar, dass es sich nur um die Verhiiltnisse dieser Gréssen handelt. 
Nun bemerke man, dass aus den Congruenzen (4) die folgenden Rela- 
tionen sich ergeben: 
2ue’ + vo’ +ov" =0; 2u’'p"’ + v'0" + ov" =0 mod. gq. 

Stellt man also 2 Liésungen w:v:o und w’: 
Qua + oy + a= 









v:@ der Congruenz 
> mod. q auf von der Art, dass nicht 
wiv:os=u:v':@ mod. q 
wird, so erhilt man 





wiv": 9” = "2 "Cs (uy —y'v): (ou —0'p) mod. g. 


Jede weitere Liésung ~:y:¢ der aufgestellten Congruenz hat aber 
nothwendig die Form 

wry: 2 = (eutew): (ev+r’): (¢0+ £0’) mod. q, 
so dass die Substitution V = (x,y, 2) in der Gruppe (U, U’) ent- 
halten ist. Es entspricht daher jeder G, eine und nur eine Gp 
von Fy,-1. 

Soll (U”) in der Gruppe (U, U’) selbst enthalten sein, so miissen 
die Gréssen uw’, v", 9” die Formen uw” = au+ yu’, v” = av yr, 
oe” =xe+ yo haben; dies ist aber nur der Fall, wenn 

S=w"?+ v’o” =0 mod. gq, 
also (U”) eine G,(Z) ist. 

Aus dem eben bewiesenen Satze folgt jetzt: 

Es giebt q + 1 gleichberechtigte Gruppen G'p(I), 











aa 5 gleich- 
berechtigte Gi(I1), *4£— gleichberechtigte Gis (III). 


Ich fiige noch Siitze an, welche die Reciprocitiit zwischen den 
Cyklen G, und den Gruppen G noch mehr hervortreten lassen: Je 
2.Gp haben | G, gemeinsam. Jede G, ist in ¢ + 1 Gruppen Gp ent- 
halten und zwar ie eine G,(I) zw 1 Gp (I) und g Gp (IT), 1 G, (1D) 


au 2 Gip(I), eu 4>* Gp(ID) und 4+ Gp (IID), 1 @,(ITD) eu 2 
Gy (II) wnat Gp (II). 











§ 6. 
Hilfssitze zur Bestimmung der nicht-cyklischen Untergruppen von E. 


I, Fiir uns sind nur solche Untergruppen von EF von Interesse, 
welche nicht die ganze Gruppe E,_; enthalten, welche also entweder 
eine G, oder eine Gy mit der letztgenannten Gruppe gemein haben. 


a) Die Untergruppen von E, welche nur 1 G, von E,-1 enthalten, 
sind Cyklen. 
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Beweis. Eine Gruppe, welche mit der E,_, nur einen Cyklus 
(U) gemeinsam hat, kann auch mit der E,_, nur eine cyklische Gruppe 
G,» gemeinsam haben. Denn enthielte sie 2 verschiedene Cyklen Gp 
yon E,-», etwa (U,) und (U,) mod. g", so miissten die Cyklen (Uj?) 
und (U,%), welche nach § 2, II] der Gruppe Z,_; angehéren, mit (U) 
identisch sein, Dann miissten aber auch (U,) und (U,) mod. qg*~! zu- 
sammenfallen. Ware etwa U, = U,' mod. g*-', so wiirde U, U,-*‘=a 
mod. g"-! sein, d. h. U, U,-* wiire eine Substitution der Gruppe E,_, 
und mithin eine Potenz von U. Wire etwa U, U,-* = U*, so kime 
U, = U* U,! oder da U* = U2” ist, U, = U,'+2 und die Cyklen (U,) und 
(U,) wiren gegen die gemachte Annahme identisch. Die Gruppe enthilt 
also nur einen Cyklus G» von E,2. Ebenso zeigt man, dass eine Gruppe, 
welche nur 1G» von FE,» enthalt, auch nur 1 G» von E,-3 ent- 
halten kann etc. Daraus folgt schliesslich die aufgestellte Behauptung. 

b) Die Untergruppen von E, welche nur eine Gye von E, 1 ent- 
halten, kinnen sdimmtlich durch 2 Substitutionen U = p(u, v, @)e und 
U'=g(u, v; @')e erzeugt werden, fiir welche nicht die Bedingung 
u:v:o=w:v':@' mod. q existirt. Die Substitutionen 

U*U'(a=0, 1,..., g*-*—1; y= 0, 1,..., g-* —1) 
sind dann sdmmtlich von einander verschieden und liefern alle Sub- 
stitutionen der erzeugten Gruppe. Letatere hat also die Ordnung q?"-*-*. 
Es sollen diese Gruppen kurz durch (6, 6’) bezeichnet werden, wo 
6=n—t, 6 =n—T gesetzt ist. 

Beweis. 1) Zunichst erkennt man, dass die erzeugenden Sub- 
stitutionen einer Gruppe (U, U’), fir welche zwei Erzeugende 

_ U= 94% ee und U = ou, r, ee 

ausreichen, so gewahlt werden kénnen, dass die Bedingung 

wiv:o=eu:v':@ mod. g 
nicht besteht. Denn wire w =ypr, v =vaz, 0 =e mod. q, so 
kime nach § 2, II], t <r’ vorausgesetzt: U xa" —* — JJ’ mod. gt, also 
U” = U’ U-=*"~* = w mod. g*+'. Nun wiirde einerseits diese Sub- 
stitution U" nicht mehr der Gruppe E,, sondern einer tieferen Gruppe 
Evii, Evie, ... etwa Hey. angehiren (U” = p(u",...)r42), 80 dass 
sie nicht mehr die Periode g"-* von U’, sondern die kleinere Periode 
q"-*—* hatte. Andrerseits wiirden die Gruppen (U, U”) und (U, U’) 
identisch sein wegen der Relationen: 

U' = U" Ue" *, U" = U'U-* 

Es wiire also (U, U’) auf (U, U”) zuriickgefiihrt. 

Wire nun wieder die Bedingung w:v.: 9 = uw’: v":@" mod. q 
erfiillt, so kénnte man auf demselben Wege eine weitere Reduction 
von (U, U”) auf (U, U”’) vornehmen, wo U” wieder eine kleinere 
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Periode als 17” hiitte ete. Man muss so schliesslich auf eine Dar- 
stellung (U, U™) der betrachteten Gruppe kommen, fiir welche die 
Bedingung a: v: 9 == wu: »: ep mod. gq nicht mehr existirt. 

2) Sind die erzeugenden Substitutionen U und U’ von (U, U’) in 
der in (1) angegebenen Weise gewihlt, so sind die simmtlichen Sub- 
stitutionen U* U'y(2=0, 1,..., q*-*—1, y=0, 1,..., >" —1) von 
einander verschieden, da dann nach § 2, III die Cyklen (U) und (U’) 
keine Substitution gemeinsam haben. 

Wir nehmen jetzt an, es sei ausser den Substitutionen U* U'y 
noch eine weitere von diesen verschiedene Substitution U” vorhanden, 
so ist klar, dass wenigstens mod. g*+' die Bedingung U” = U*U'y 
erfiillt ist*), wobei tc’ >t angenommen wird, da ja (§ 5, I) mod. gt! 
die Bedingung U* U’y = U’y U* besteht. Es sei jetzt g*+* der erste 
Modul, fir welchen U” keiner Substitution U*U’y mehr congruent 
ist, wihrend mod. q*+*-' noch U” = U* UY ist, dann wird 

U” == U” U'-»U-* 
eine Substitution der Form p(w”, v”, o”)e+.-1, welche offenbar mit 
keiner der in (U, U’) enthaltenen Substitutionen 


Urge tee} TJ’ w.a* —= p(eu+ww', ev+wr', 2o+we)ry.1 mod.q?t 
zusammenfallen kann, da sonst wieder nach § 5,1 gegen die Annahme 
U" = U* U'Y mod. q*** sein miisste (a =2-+ 2q*t*-*"!, y’ =y+ wq''). 
Nach § 2, III und § 5 wiirden aber dann die Substitionen U2""*"', 
ua" U’"a"-*—* die ganze Gruppe E,_, erzeugen. Soll also (U, U’) 
mit der E,_, nur 1 G‘y gemeinsam haben, so sind mit den Substitutionen 
U=U'» alle Substitutionen der Gruppe erschdpft. 
3) Durch 3 erzeugende Substitutionen 


U = 9(u, », ee, U' = ou, v, oe, U" = o(u", v”, "x 
kiénnen keine neuen Gruppen mehr erzeugt werden. In der That kann 
man zuniichst nach (1) die 3 Substitutionen so annehmen, dass keine 
der Relationen wu”: v":e” = w:v:0, uw:v:e = u:v:@ mod. q besteht. 
Ist ferner t< t' <r” und nimmt man an, dass uw’, v”, o” die Form 
we’ =aetye, v =a2v+yv, oe =xe+ yo mod. g hat, so wird 
nach § 2, IIL U” = U9" U've"—* mod. g*’+*. Demnach wird 

U” = U" U'- 0" —* U-a* —* 

*) Ist c= 0, p= 0 —=0mod.q,¥7=— lies so bemerke man, dass nothwendig 
auch @; = 0 mod. q sein muss. Denn sonst wiirden, wie man sich leicht tiberzeugt, 
die 3 Substitutionen U’' UU’ U-"',, ut", U’ die ganze Gruppe E, mod, g* +! 
und damit auch mod. q” erzeugen. Wenn aber o, = 0 mod. q ist, so kommt die 


Relation U'Y UU’ = U™ mod. q+, so dass also auch in diesem Falle die 
hier verwendete Bedingung fiir U” erfiillt ist. 


eine 
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eine Substitution, welche = @ mod. q*+' ist, die also wieder eine 
kleinere Periode als U” hat und die Gruppe (U, U’, U”) ist mit 
(U, U’, U’’) identisch, Behandelt man jetzt U’ geradeso wie U” etc., 
so kommt man entweder schliesslich auf die Gruppe (U, U’), oder 
man erhilt eine Darstellung (U, U’, U®) der von uns betrachteten 
Gruppe, fiir welche die Congruenzen 


ue) = au+ yp, >= av + yr’, eo = re + yo mod. g 
nicht lésbar sind. Dann enthilt aber die Gruppe nach § 5 und § 2, III 
die ganze Gruppe E,_,, was ausgeschlossen ist. 
II. Nach den eben gemachten Betrachtungen ist zur volligen 


Bestimmung der Untergruppen von EF nur noch die Frage zu ent- 
scheiden, unter welchen Bedingungen 2 Substitutionen 


U = olu, », Q)e, “= (u,v, ee, 


fiir welche nicht w:v:@=w': v':@ mod. gq ist, eine Gruppe (6, o’) 
erzeugen. Dies geschieht durch folgende Siitze: 

a) Ist r+4’'>n, so bilden U und U’ immer eine Gruppe (6, 0’); 

b) Ist hingegen t+ 1° <n, alscon—t—t =A eine positive 

ganze Zahl, so ist dies dann und nur dann der Fall, wenn 


S== 7T? —THT = wp"? + ve” =0 mod. & 
ist. Hiebei*) hat man: 


Tope + Fes Taw + ve; WHat + v3 


7 ve — vo, 


w= SO a — wv; C= ow — OU. 


Der erste Theil dieser Behauptung ist selbstverstiindlich. Denn 
fir c+ >n ist stets UU'=U'U. Der zweite Theil wird auf 
folgende Weise bewiesen. 


Es sind die Potenzen von U und U’ durch 
2) WE om, vE, ob)e5 UP = we, 8, ofr 
dargestellt, wobei die zugehérigen Werthe u, u’ aus den Congruenzen 
(2a) wu? = 1 + TTE*¢**, w?=1 + TT *¢@?* mod. g” 


zu entnehmen sind. Wenn jetzt U und U’ eine Gruppe der verlangten 


*) TT und TT’ sind bez, die Discriminanten der quadratischen Formen 
ea? — 2uo0—vmod.q’; eo? —2u'@—- mod. g’. 


2T ist die simultane Invariante der beiden Formen. Daher bleiben diese 3 Grissen 
erhalten, wenn man die U, U’ in Bezug auf die Substitutionen von G transformirt 
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Art erzeugen, so sind, t <t angenommen, die simmtlichen Substi- 
tutionen derselben durch 
(3) Vege = U't US = @(M,N, Phe 
gegeben, wo M,N, P folgende Bedeutungen haben: 
M = wwégr* + wud + wR Gg 
(4) N = vwége" + vué -- wv EE gt } mod. g*-*. 
P= ewig + oul + e'bEg 
Diese Substitutionen miissen nun eine Gruppe bilden. Dies ist der 
Fall, wenn fiir jeden Werth von & und & (oder » und 1) eine Relation 
(5) Ue ue ae UU 
besteht. Daraus erhiilt man die folgenden Bedingungen: 
weg*(v'n—w)+u'g® (vn —uk)—w" gt" (ny +88’) =0 
(6) 2g*(vn—w)+ 09" (vn —ut)—v" gt" (ny +88) =0 
og’ (vu n— wb) + og" (vy —ub)—e" gt" (ny +88)=0 


v= 1+ Tiy?g’t, vo? = 1+ Tn ?2q?* mod, g* ist. 
Da nach Voraussetzung die Congruenz 
(7) w:v:e=w:v:o' mod. gq 
nicht stattfindet, so erkennt man die Zulassigkeit der Substitutionen : 
vn —wt = Xq*, 
vy — uf = Yq", 
ny +i =—Z. 
Dadurch erhalt man die Congruenzen: 
uX+wY—e’Z—0 
(8) vX+ vw Y— wv Z=0} mod, g’*"*. 
oX+e¢Y—eZ=0 
Diese sollen nun Lésungen X: Y: Z haben, wélches auch die Werthe 
€, & sein mégen. Dazu ist aber nothwendig, dass ist: 
ew Bp | 
(9) 2 "| v ¥ 4 bs S=_pe"?+ 2 o” = 0 mod. g*-**. 
i@ @ @| 
Diese Bedingung ist aber auch hinreichend. Ist sie nimlich erfiillt, 
so giebt es Zahlen *) &, &, fiir welche 


*) Wegen des Nichtbestehens der Congruenz (7) muss jedenfalls eine der 
Gréssen uw’, v”, 9” zu q relativ prim sein, 
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w= wb, + WE, 
v” = vb, + v'&, } mod, g-*-” 
eo” = 08 + ob 


ist. Also kann man fiir jeden Werth von &, & die Substitution 
Vee = 9(M,N, Phe 
(Gm. 3 und 4) in der Gestalt anschreiben 


(10) pew + yugr*, xv + yvg*, ce + yog )ry 
wo « einen Rest mod. g"-*, y einen solchen mod, g*~* bedeutet. 


Umgekehrt muss jede Substitution (10) einer Substitution U"§ U’’s 
gleich sein. Denn die Zahl der ersten Substitutionen ist der Zahl der 


letzteren genau gleich. Aber auch jede Substitution U’"" U"" lisst 
sich in der Form (10) darstellen. Also hat man fiir jeden Werth von 
y und » oder von & und €' eine Relation (5), was zu beweisen war. 
Hieraus folgt zugleich der Satz: 
c) Erzeugn U=o(u, v, 0): und U' = g(u,v, o)e eine 
Gruppe (6, 6), wobei o > 6 und 6 — 6 =x gesetet sein 
soll, so sine alle Substitutionen dieser (6, 6°) durch 


plum + ye", ev + yvg", 2e + Yed")r 
gegeben, wo x alle Reste mod.q® , y alle Reste mod.q° beschreibt. 


Ill. Die im Vorausgehenden fiir die Gruppe E abgeleiteten Resultate 
lassen sich auf die Gruppe 


F*) = (FE, R=o+1) 

iibertragen, welche aus E durch Hinzufiigung der Substitution o' =a -+-1¢ 
mod. q" von der Periode q" abgeleitet ist und welche daher aus allen 
Substitutionen f(a, B, y, 0) von G@ besteht, fiir welche a=d=1mod.q, 
y = 0 mod. q ist. Es sind zu diesem Zwecke nur kleine Modificationen 
in den Schliissen anzuwenden (siehe die Anmerkungen). Man darf 
aber hiebei nicht ausser Acht lassen, dass die angewendeten Schliisse 
wesentlich auf der Voraussetzung beruhen, dass alle in der betrachteten 
Gruppe (2) tiberhaupt vorkommenden Cyklen der Periode q in E,_1, 
alle Cyklen der Periode q? in E,~2 etc. enthalten sind, dass also ausser 
den Cyklen von E,-; keine weiteren cyklischen Gruppen der Periode 
q ete. auftreten. Diese Voraussetzung ist fiir F’ nur erfiillt, wenn 
q> 3 ist. Ist aber qg = 3, so hat man ausser den G,, Gio,... von 
E,-1, E,-2 noch andere Cyklen der Perioden 3, 3°, ... nimlich 
Os, Fp, .--- 


*) Es giebt q+ 1 zu F gleichberechtigte Gruppen. 
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Ist also q > 3, so gelten die in I und II angefiihrten Siitze aus- 
nahmslos auch fiir die Gruppe F. Ist hingegen q¢ = 3, so haben diese 
Sdtze nur Giiltigkeit fiir diejenigen Untergruppen, welche keinen Cyklus 
[, oder T,* enthalten. 


§ 7. 
Classification der Untergruppen (6, «) von FE. 


I, Es seien U = p(u, v, 0), und U’ = o(w, v’, o')v Erzeugende 
einer Gruppe (6, 6’), dann ist die Gruppe G,’, welche die (6, 0’) mit 
der F,, gemeinsam hat, durch 


(u* = v¥(u,v,@), ue = (u,v, 0’) 


dargestellt. In Riicksicht auf § 5 und § 6, II hat man daher sogleich 
die folgenden Siatze: 

a) Es ist S=0O mod. q oder quadratischer Rest oder Nichtrest 
von q, je nachdem die Gruppe (6, 6’) eine Gz (I) oder (II) oder (III) 
von E,_; enthiilt. 

b) Gruppen G, (ID) oder (III) von E,_, kinnen nur in solchen 
Gruppen (6, 6°) enthalten sein, fiir welche t + t' > n ist, deren stimmt- 
liche Substitutionen also mit einander vertauschbar sind. 

II. Von besonderem Interesse sind die Gruppen (6, 6) der Ord- 
nung q®°), fiir welche die erzeugenden Substitutionen U, U’ dieselbe 
Periode g? haben. Fiir sie gilt der folgende Satz: 

Die siimmitlichen Substitutionen f(a, B,y,9) von G, welche die 
Gruppe (U= 9(u,¥, @)e, U' = pu’, v’, o')e) in sich transformiren, 
transformiren zugleich auch den Cyklus U” = y(u",v", 0"): in sich 
und umgekehrt. Hierbei haben die Gréssen uw”, v”’, 9” wieder die Be- 
deutung des § 6. 

In der That lisst sich mit Hiilfe des Satzes II, ¢ von § 6 der 
Beweis von § 5, II sofort auf die Gruppen (6,6) iibertragen. Man 
braucht nur statt mod. q tiberall mod, g® zu setzen. 

Durch diesen Satz ist eine eindeutige Zuordnung der Gruppen 
(6, 6) und der Cyklen 6 von der Art erzielt, dass gleichberechtigten 
Gruppen (6, 6) auch gleichberechtigte Cyklen 6 entsprechen und um- 
gekehrt. Dadurch lassen sich die Resultate des § 4 sogleich auf die 
Gruppen (6, 6) iibertragen, insofern solche existiren. Man hat daher 
die folgende ; 


lr. Tabelle der Gruppen (6, 6). 


bed n 
1 t2> > also 6 =n—tr<—- 


1) (q+ 1) 9%" gl. (6, 6) (1), S=mod. q; 
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1’) 2j Gattungen von °S q°**— gl.(6,6)(I’,) fir e=1,2,3,... 
S = s)q’* mod, g’, s, 20 mod. g; 

‘ 5 26- 8 . 

2) £42 gorgi.(6,0)(D, (2)=1; 


3) 25+ go gl. (6, 6) (IID), (=) — 


n 


Il. tr< 3, also o> 7 
1) (¢+1)q*"* gl. (6, 6)(1), S=0 mod. 9°; 
1’) 27 Gattungen von ; g?t? gl. (6, 6) (I’, «) fiir e—1,2,...,7; 


S = s,q** mod. g*, Ss z 0 mod. g. 


Hierbei ist wieder 7 = 1 oder — 2 zu setzen, je nachdem q = 3 
oder = 1 mod. 4 ist. Die Bedeutung der Grésse S siehe in § 6, II. 
Nach dem Satze II dieses Paragraphen ist dieselbe identisch mit der 
charakteristischen Grésse TT”, welche zur cyklischen Gruppe 

(6 = U" = ou", »’, 0’) 
gehért, die der Gruppe (6, 6) entspricht. 

III. Aus § 6, II, ¢ folgt sogleich noch der folgende einfache Satz: 

Der Cyklus 6 =(U”) ist ganz in der entsprechenden (6, 6) ent- 
halten, wenn S = 0 mod. g® ist; er hat einen Cyklus Gx=-(U"0") der 
Periode q* mit derselben gemein, wenn S =m, q* mod. q°, my20 mod. 4q, 
6>x> 0 ist; er hat keine Substitution (ausser der Identitit) mit chr 
gemein, wenn S 2 OQ mod. q ist. 


§ 8. 


Classification der Gruppen (6, o) von FE und F. 


1, Jede Gruppe (6, 6’) enthilt eine (6, 6) als ausgezeichnete Unter- 
gruppe, wenn 6’ > 6 angenommen wird. Man erhiilt daher alle Gruppen 
(6, 6’), wenn man zu jeder (6, 6) die passenden Cyklen o = (U) hin- 
zunimmt. Die Cyklen (U) sind so zu withlen, dass (U%~°) in der 
ausgezeichneten (6, 6) enthalten ist und dass ferner die Zahlen 6 und & 
der Bedingung (a) oder (b) von § 6, II geniigen. Was die erste Bedingung 
anbelangt, so bemerke man, dass zu jedem Cyklus 6 von (6, 6) gerade 
@" (yn =o — o) Cyklen o gehéren, so dass sie 6 gemeinsam haben. 
Ist 6 = p(u, v, @)e und etwa v2 0 mod. g, so sind diese Cyklen o’ 
durch p(u + ag’, v, 0 + ¢cg*)e dargestellt, wo a und ¢ jeden Rest 
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mod. gq? annehmen kiénnen. Auch die zweite Bedingung ist leicht zu 
erfiillen. Es bezeichne S die charakteristische Grésse der Gruppe 
(6, 6) = (p(w, », Oe, P(u, ¥, @)r). Ebenso gehére S’ zur Gruppe 
(6,0¢)=((pu,v, 0), p(u+aq’, v, @+ aq’). Dann hat man 
nach § 6, II: 


S’=S+q°A, also S’ =S mod. q*-*”. 


Es muss nun S’=(0mod.q"-*-* sein. Dieses ist, wenn S=0Omod. q? 
ist, d. h,, wenn eine (6, 6) (J) zu Grunde liegt, fiir jeden Werth von 
t >0*) oder o' <n der Fall, Ist hingegen S = s,q*-* mod. q’, 
6 >x> 0, so dass man von einer (6, 6) (I’, x) ausgeht, so ist die 
Existenz der Gruppe (6,6) an die Bedingung 6 —x>n—t—T 
d.h. ct >x oder o <n—~-x gekniipft. Ist endlich S Zz O mod. q, 
d. h. hat man eine (6, 6) (JZ) oder (IJJ), so wird r+ 1 >™m oder 
6+oa<n. 

Zur Classification der Gruppen (6, 6’) kann man folgenden Weg 
einschlagen. Man betrachte zuniichst die Gruppe W von allen jenen 
Substitutionen, welche die Ausgangsgruppe (6, 6) in sich transfor- 
miren. Dann studire man die relative Gleichberechtigung der Cyklen 6 
von (6,6) bez. der zu ihnen gehérigen Cyklen o’, wobei 2 Cyklen 
dann relativ gleichberechtigt heissen sollen, wenn der eine aus dem 
anderen durch Transformation in Bezug auf eine Substitution der 
Gruppe W hergeleitet werden kann. Zu letzterem Zwecke betrachte 
man die Gruppe W’ von allen jenen Substitutionen, welche den Cyklus 
6 bez. o in sich transformiren und suche ,den gréssten Theiler von 
W und W’* d. h, die grésste Gruppe 7, welche zugleich in W und 
W’ als Untergruppe enthalten ist. Haben dann W und 7 bez. die 
Ordnungen o und o’, so ist 6 bez. o genau zu r—o:o0' Cyklen 
relativ gleichberechtigt, da es bei Transformation in Bezug auf o' Sub- 
stitutionen von W ungedandert bleibt. 

So ordnen sich die hier betrachteten Cyklen 6 und o’ zu Gattungen 
von relativ gleichberechtigten Cyklen zusammen, wobei eine Gattung 
aus allen Cyklen besteht, welche zu einer unter ihnen relativ gleich- 
berechtigt sind. 

Es liegt ein wesentlicher Nachtheil der eben angegebenen Methode 
darin, dass sie keine Merkmale fiir die Cyklen derselben Gattung 
liefert. Um solche zu erlangen, schlage man das folgende directe 
Verfahren ein. Man transformire den zu untersuchenden Cyklus 6 
oder 6 =@(U,V,0)roaer¢ in Bezug auf alle Substitutionen Sf (a, B, y, 9) 
von W (§ 4, IV und § 5, II, 1) und suche dann solche Functionen 


*) Gruppen von F' kommen also nur in Betracht, wenn eine (6, 6) (I) zu 
Grunde liegt. 
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A, (Us %) @), 42(u, v, @),.-- der Grossen w, v, @, welche bei diesen 
Transformationen ungeindert bleiben. Diese Functionen mégen ,,Cha- 
raktere* heissen. Sollen dann 2 Cyklen (up, v, @)y und g(u’, v’, ')z 
relativ gleichberechtigt sein, so miissen offenbar die einzelnen Charak- 
tere fiir beide Cyklen gleiche Werthe annehmen. Ein volles System 
von Charakteren hat man, wenn man aus der Gleichheit der Werthe 
der Charaktere auf die relative Gleichberechtigung der betreffenden 
Cyklen schliessen kann. 

Es ist nun klar, dass man gleichberechtigte (6, 6’) mit gemein- 
samer (6, 6) erhilt, wenn man zur {6, 6) relativ gleichberechtigte 0 
hinzunimmt und dass umgekehrt zwei gleichberechtigte (6, 6’) mit ge- 
meinsamer (6, 6) nothwendig relativ gleichberechtigte o’ enthalten 
miissen. Ist daher 2, die Zahl der Cyklen o’ einer Gattung von rel. 
gl. Cyklen, 2, die Zahl der Cyklen dieser Gattung, welche derselben 
(6, 6’) angehéren, so ist diese (6,6) genau zu ¢-=4,;2, Gruppen 
(6, 6’) mit gemeinsamer (6, 6) gleichberechtigt. Die Zahl aller zu der 
gegebenen (6, 6’) gleichberechtigten Gruppen ist daher Z = ¢-¢, wenn 
t die Zahl der zur (6; 6) gleichberechtigten Gruppen ist. 

II. Als Beispiel sollen in Ktrze die Cyklen 


o(I’, y-6+2x%+4 28) = g(a, q*—", 1, —maqr* + y9q)r, 


o—%x 
'2ere— 
behandelt werden, welche zur Gruppe (6, 6) (I’, x) des § 9 gehdren. 
Zuniichst transformire man o = p(#u, tv, Fo)y = y(Px,q?*-*,...)e 
in Bezug auf die allgemeine Substitution S von W, fiir welche (§4,1V) 
d=-+ @ mod. g*; y = + Bm gq mod. ¢g ist*), wobei die oberen 
und unteren Vorzeichen zusammengehéren. Dann erhiilt man nach 
§ 5, OH, 1: 
My =2, Oq?-*-*-2a Bm, dq-*-+--: (hohere Potenzen von q), 
(a)v, = & ® — 2apu,dqr-*—* + B(mq?-* — yq’), mod. q”. 
0, = — v,»m,qg?-* mod. g’. 
Soll jetzt Cyklus 
6, = o(M, N, Re = p(X er, i, —--—er* + Yq") 
mit Cyklus o = (u,v, @) relativ gleichberechtigt sein, so muss es 
eine Substitution S von W geben, welche die Substitution p(tu, dv, do), 
des ersteren Cyklus in eine Substitution g(@ M, @ N, OR), des letzteren 
iiberfiihrt. Dann miissen @ und © zuerst (§ 2, II, Zusatz) so be- 


*) Die Gruppe enthiilt die Substitution 7’ = f(A, 0, 0, a—"), wo 2°4=1mod.q” 
ist. Ist g 3 mod. 4, so wird 2=-+1 mod. q*; ist g = 1 mod. 4, so kommt 
4? = + 1 mod, q”. 
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stimmt sein, dass die beiden letzten Substitutionen gleiche charakte- 
ristische Gréssen TT haben, dass also ist 
(b) #(u? + ve) = 07(M?+ NR) etwa = g?***-** mod. gq”. 
Hieraus kommt: 

8? = (4,2 — my gtt?* + gixtt—0)—1 


(e) eo? = ( X,? A My q*t?*—@ + g x+8e—0)—1 


} mod, g?—o+2*+2¢, 

Aus dem Werthe von uw, (Gln. (a)) sieht man jetzt, dass es dann 
und nur dann durch passende Wahl von f méglich ist, uw, mit OM 
zu identificiren, wenn ist 


iu = OM mod. g-* oder x, #= X,0 mod. g*. 


Erhebt man nunmehr die beiden Seiten der letzteren Congruenz 
in das Quadrat und setzt die Werthe von 3? und ©? ein, so erhiilt 
man nach einfachen Reductionen: 


(d) a +Z gr mod. g*-*—* 
—m+yq* —m+ Yq" : ’ 


wo Z eine beliebig zu wihlende Zahl ist. Man hat also 2 Fille zu 
unterscheiden, niimlich: 





1) yn+uD>6—x«x—8; 4 = Xe ___ mod. ” ieee 
. "tig yg® —— — my + ¥¢" 
2 —x“x—8; eS __ — . git, 
) nt+u<o—x—se; Steaua Same mod. q 
Ist jetzt die Bedingung (d) erfiillt, so kann man durch passende 
Wahl von 6B uw, = OM machen. Dann folgt aber aus den Con- 
gruenzen (a,3) und (0), dass nothwendig »v, =-+ ON mod. q* sein 
muss. Ist jetzt q=1mod.4, so kann man 2?=+1-+2Q* in 
T = f(A, 0,0, 4") so wihlen, dass durch eine zweite Transformation 
von 6 in Bezug auf 7 die Grosse v, in ON und damit (wegen (b)) 
auch g, in OR iibergeht*). Die beiden Cyklen o und 6,’ sind also 
dann in der That relativ gleichberechtigt. Ist aber g = 3 mod. 4, so 
kann man 4? = 1 + gq* nur so bestimmen,:dass entweder v, = ON 
oder = — ON wird. Zur relativen Gleichberechtigung von o’ und o,' 
gehdrt also dann noch die weitere Bedingung O=@ oder X,=, mod. gq. 
Diese Resultate zusammenfassend erhilt man die Charaktere: 





(= 2 at = mod. g*-*—-* bez. mod. g"+*. 
q —M +949 


Hier bedeutet (*) das Legendre’sche Zeichen und j ist wieder 


= 1 oder 2 zu setzen, je nachdem g = 3 oder = 1 mod. 4 ist. Aus 


*) Es ist T'p(u, », e) T—* = pu, »2*, ea). 
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der Zahl der Werthe der Charaktere und der Zahl der betrachteten 
Cyklen o’ folgt jetzt sogleich das folgende Resultat: Es giebt zur (6,6) (J’,x) 


1-* qit*—1 Gatt. von jg rel. gl. o(I', 7 —6 + 2x + 22), 
wenn €< 6 — 2x — 9; 

4" q?-*—*—! Gatt. von jq?7-9+2*+"* rel. gl. o (I’, n—6+2%+4228), 
wenn ¢ > 6 — 2x — 7. 


Ii]. Wenn q¢=3mod.4 ist, so gehdren zu einer (6, 6) (II) 
2 Gattungen von relativ gleichberechtigten o(JZJ) oder o’ (III). Man 
wiirde aber bei Aufstellung des allgemeinen Charakters dieser Gattungen 
ohne Hereinziehung der Galois’schen Imaginiren auf Schwierigkeiten 
stossen. Es liegt eben hier ein Fall vor, in welchem diese Imaginiren 
dem Wesen der Sache nach sich nicht vermeiden lassen. 

Ks sei 


(6, 6) (IZ) =[9(0, 0+ wYN, v—wYN)]; (7)—— 165.89). 
Dann ist U” = p(/QN, o, 0) und nach § 4, IV 


W= (Zs, T=, 9 = 


wo lJ eine Primitivwurzel von 
(1) ett! = 1 mod. gq" 
ist und B=b+cYN, C=b—cYN irgend awei conjugirt ima- 
giniire Zahlen sind, welche der Bedingung geniigen 
(2) BC = — 1 mod. q". 

Die charakteristische Grésse TI = v9 = v? — Nw? der allgemeinen 
Substitution p(0, o -+wYN, v—wYWN), von (6,6) ist fiir alle 
Werthe von v und w von 0 mod. q verschieden. Daher enthilt (6, 6) 


nur Cyklen o (JZ) und o (IIZ) und zwar von jeder Art att g-. 


Fiir die erste ist TT quadratischer Rest von q, fiir die zweite quadra- 
tischer Nichtrest und zwar nehmen wir fiir die erzeugenden Substitu- 
tionen solcher Cyklen bez. die Werthe an 
(3) a) T—=—1, 6) T=N. 

Dieses vorausgesetzt untersuchen wir fiir den Fall g = 3 mod. 4 
die relative Gleichberechtigung zweier Cyklen 


6 = 9(0, +», +o).= 9(0, v+wyQ, v mah 
6= PO, %, Oe = 9(0, »,+0,/N, v,—0,VN)e 


1 
T=ve=0 ={ N mod. q’. 
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Aus den Relationen 
ToT-'=—g(0, Pv, *0),; 860" = (0, — Bo, — C*r), 
ersieht man, dass eine der Congruenzen lésbar sein muss: 
(4) a) +y=Pyv; B) +»y,=— Be mod. ¢. 
Nun ist 
q-1 
vw=(v+wYN)=uv+uN* ~N=v— wYN=e mod. q 


und mithin 


(5) v+t=ve=TT; ebenso BB=C; Bt = BC=—1 mod. ¢. 
Daher liefern die Congruenzen (4), da a+} gerade ist, die Be- 
dingungen 
eH ott 
(6) a) », * ame * ; 
tt a ad = = st 
B)»,* =—e * oder »,* -»* =—TT* mod. g. 


Umgekehrt iiberzeugt man sich leicht, dass diese Bedingungen 
zur Lésbarkeit der entsprechenden Congruenzen auch hinreichend sind. 

Wir trennen jetzt die Fille TT — 1 und TT = N. Im ersten Falle 

- 6s 
heisst die Bedingung (6 8) einfach »y * .», > =— 1 mod.q und 
ot Pad 
da nach (5) v >, »,* nur die Werthe + 1 und —1 annehmen 
kénnen, so ist jedenfalls immer eine der beiden Bedingungen (6) er- 
fiillt. Es sind mithin dann alle 6 (IJ) relativ gleichberechtigt. 
q+1 q—1 - 
Im Falle T= N wird T* =N* N=— Nmod.q, also 
att ott 
geht (6 B) in v * -v, * =Nmod.q iiber. Da nach (5) die Gréssen 
q+ gt 

vy >,» * nur die Werthe + Y/N, — YN annehmen kénnen, so 
fallen die beiden Bedingungen in eine zusammen. Damit also dann 


6 und 6, gleichberechtigt sind, ist nothwendig und hinreichend, dass ist 
att ath 
(7) (w+ wYN)* =, + 0,/N)* (=+YN) mod. ¢. 
Wie lisst sich dieser Charakter auf die Gruppen in reeller Gestalt 
iibertragen ? 
Sei der Kinfachheit halber N = —1, /N=i gesetzt, so trans- 
formire man die reelle Gruppe [p> ot ”)| in Bezug auf die 


imaginire Substitution 


c= 5s 13. —V7} -V3%), 








so gek 
B= 
stituti 


Der | 


kei 
ha 
ob: 
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<> 





so geht sie in die imaginire Gestalt [¢ Az? , B,C } = di, 


B=b-+ci, C=b—ci itiber und zwar entspricht der bi) Sub- 





: ?) die imaginire Substitution 








— . —od. —od . 
9(452 . eee ek ety + £5 i). 


Speziell geht p(v, w, w), in p(0, —w— vi, — w+ vi), tiber. 


Der gesuchte Charakter ist also . 
art 


. (w+ vi) * mod, g. 


§ 9. 


Tabelle 4 der Gruppen (6, o’), welche einer gegebenen (co, o) 
entsprechen. 


l. (6,6)(1)—=[9(,w, 03 t=(q+1) qo. 
| S=0Omodqg?; U" = g(0,1, 0). 


Erster Fall: 4> 46. 
1) q-* gl. (6, 6’) (I, Do = [p (wig? + 29", &, — 2 q?*)e]; 


2) 2j Gatt. von 45+ grote gl. (6,0) (1, I’, 8) &=1,2,--57 
q—1 


[p(wége+ eq", &, rykq"—"— x®Eq?*)e]; Ch.: 79?! mod.g. 


3) 2 Gatt. v. 25+ grote=1 (6, o') (I, Dz. 
[@ (& Xr ned + £q", é, — bo g g?o—**),], Ch.: (=). 


a) 2(g—1) g*-7—! Gatt. v. aot gr eta (6,6°)(I,I',€)n. 
e=a+1, w+2,...,207—1. 
b) 2(q—1) g*—* Gatt. v. —* gr-0++-1(6, 6) (I,I', 8) 
e=2n, 2x+1,..., 9 
\y eed: B, §rq?-*— Ea? q?**)y']. 
ns (), —* mod. qg*-* bez. mod. g*. 


m=1,2,-,|5|-*) 


4) 








4 





*) Wenn zwischen den fiir die einzelnen Gruppen aufgestellten Grenzen 
keine ganze Zahl liegt, so sind selbstverstiindlich die fraglichen (¢, 0’) nicht vor- 
handen. Dabei ist die untere Grenze als solche festzuhalten und ebenso die 
obere, 
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5) 2q°-* Gatt. v. fot grtetz—t (6, 6) (I, I’, y — 6 + 22). 


+ 1, +2,--,6@—1. 


[p (Ex.q°-*+2q", &, Erg’)v]; Ch: *), — mod. q*. 


x 6 6 
es 2 














6) g?" gl. (6, 0’) (I, II). 
[p(E, 2g", Oe). 


+t 


Zweiter Fall: y | <1 <6. 


1) 1(6, &) (I, TD). 









2) 2j Gatt. v. 1 q*—(6, 0’) (I, I’, &)y- 
eam 1, 2,.. 4% 


3) 2 Gat. v, 25+ gr-ot=-1 (6, 0) (I, Dz. 








4) a) 2(q—1)q**— Gatt.v. 2—* gr-#24—1 (6, 6’) (I, I, 8) 


2 
é=a+1, t+2,---4-97—6+2xr—1. 


















a) 2(q—2) qr-#+=-1 Gatt.v. * ge-1(6,6')(L,1',8)x 





a 
Ch.: (=); ze mod. gto, wobei aie 1 mod.q ist. 1 
a 3 
B) 2qr-e+* Gatt.y. 4" gr-e+-1 (6, 6’) (I, I’, 28. fF 4 
b) Ch.: (*); = mod.q*, wobei a = 1 mod.q*—" ist. * 
0 0 
| 
| vy) 2(q—1)q"-*+*—' Gatt. v. s—* g**—' (6, 6°) (1, I’, @)%. + 
9=1,2,---,6—y—1. ig 
$ : 
Y x _ — Mo = - 
Ch. : (=); aml + mod, gi-9+4+9, oo 





é=y —6+ 22. 


ce) 2(q—1)qt-*t*"* Gatt. v. a q'— (6, 6’) (1, I’, &)n- 


é=y—6+4+2a+1, n—6422+2, ---, 9. 
Ch.: (=), za mod.gt-e*, 
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a) 2qr-e+# Gatt.v, I * gin-20420-1(6, 6°) (I, I’, n—6-+ 2a)". 
rasmg?e—*s-4; Ch.; (*); 4 mod. g°-*. 
b) 2(q—1) gr Gatt. v. * gr-9 (6, 6')(L,1', n—0+22)2. 
r=m,q?; Ch.: (2); pamod, gros, 
a0 0, 1,8, .- +, 80—8e-~@— 1, 
+ 6— |2| — 1, 





5 


2 q°-* Gatt. v. :— gi-tora—-! (6, 6’) (I, I’, y —6 + 22). 


a—o—|2|, o—|2 +1,--,6—1., 
q®" gl. (6, o’) (I, IZ). 


Dritter Fall: 
1(6, 6) (I, I). 


2] Gatt. v. 1 ¢ 1 (6, 6’) a, I’, &o. 
é=1,2,---+, 9. 


a) 2qi-°+* Gatt.v. FT g2r-tetta- (6, 6’) (1, I’, y—6+4-22)2-*. 
r= mg?o—a—";” Ch.: (4 a —* mod. g-*. 

b) 2(q—1)q"-°+*-" Gatt. v. a Sims 6) (I, I, n—6+22)%. 
r=mgq*?; #—0,1,---, 26—2e—y—1. 


Ch.: (*), sr mod, g?-?+"+9, 
0 





Per rer is + EPR Gee 4) —1. 


2q°-* Gatt.v. 4—* 


q aytoteet (6, o) (1, I’, n—o + 22). 
sueeie ye aS 
5) gt gl. (6, &) (I, II). 


In dieser Tabelle fiir (6, 6) (J) kann y (fiir ein gegebenes 6 < m) 
bei Ausschluss der Gruppen (¢,0’) (I, IZ) die Werthe y=1,2,3,---,n—o 
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beschreiben. Fiir die Gruppen (6, o’) (I, IZ) ist der Werth 4 = n —o, 
also o’ = m unbrauchbar. 


Ferner sind fiir den Fall g = 3 (§ 6, III) die der Werthcombi- 
nation 6 = 1, o =n entsprechenden (1, ) (J, I’, n—1), (+) =—1 





wegzulassen. Fiir sie wire die zum Cyklus (6’) gehérige charak- 
teristische Grésse TT = — 3 mod, 9, oder, was dasselbe aussagt, es 
wire die zugehérige Grésse S = — 3 mod. 9. 


(6, 6) (I’, x) = [p(v, w, —mwgr):]; t= =< ~ gote—s, 
S = m,q?-* mod. g?; U" = (0,1, mq). 
Erster Fall: 4» >6—x. 
a) 1 Gatt. v. g?"-*+* (6, o) (I', x, I’, 4 + x). 


Beispiel (A): [m(Eaq?-* +29", §, —m,&q°-*+ yE qr]. 
b) “—— gt Gatt. v. jq?™-*+* (6, 6) (I', x, I’, 4 + x). 
é=1,2, ren x =. 


Beispiel (B): aren E, —m§q°-* +y89)e]. 
Ch.: (* ny, = mod. q’. 


1 


¢) . q’-*—*! Gatt. v. jq?y-2et2e+20(6,6°)( I’, x, I’, — 6+-2x+2¢), 


é alle ganzen Zahlen > °—* und <6— x. 


Beispiel (B); Ch.: (+), er mod, g*-*-*, 


d) 1 Gattung v. g"(6, 0’) (I’, x, IZ). 
Beispiel (C): [p(&, 2g", — m,zq*-*)e]. 





e) Voraussetzung: «6 — x = 0 mod. 2. 


1/ F Mg oo . * 89—e+n a cee , 
j (a-2—(7))4 Gatt. v.jq " (6,6°) (I',x, I’, n+), _, 


2 


Beispiel (B); em So; Ch.: (+, ———_ mod. q? ied 


— Mo gir 
Ausgeschlossen sind hier die Werthe 2, = -+- Vm mod. q. 
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% f) pereney 6 — x = 0 mod. 2; (*) = 1. 
i- a) = — Gatt. v. jg" (6, o’) (J’, x, I),_,. 
1 “ 
k- Beispiel (B); «= a3 Ly = m, — yg* mod. q"+*; 
28 \ x 
Oh: (4 Y 
. =. 
NF@—-Nq *  Gatt.v. j9%(6, 0) (I', x, T's Oy, 
= 
sts 
f= +1, *3*+2,-. —1. 
i! ~~ 
=(q—1)q* ‘Gait. v. jq-*H (6, 6) (I', x, I's Og 
a 
7 f=—6,641, ++, 9 +41 
Beispiel (B); ea; 


x =m — yg + syqtt*— mod. gt. 
o+x o-x 


; c= 
Ch. : (#y, = —*- mod. q “bez. mod. q* 
Zweiter Fall: <= <y<o—x. 
a) 1 Gatt. v. g” (6, o’) (I’, x, I’, 4 + %)p- 


Beispiele wie beim ersten Fall. 
b) 1 qi-otet+—1 Gatt. v. jq7(6, 0’) (I’, x, I’, n+ x)e- 
ée=o—x—y+1, 6—x—n+2,--4< =". 
hz (% Y, wo <r | qt ott, 
— ™M + yy” 


1) set” Gatt. v. jq"(o, o')(I',x, I’, y—6+2%+22). 
pe C69 Se aie 3. 
)4 2) - q?-*-—! Gatt.v. sient n—6-+2x-+42e), 


ee 





Xo i - a—x—e 
. Ch: (=y, a . bez. mod. q*-*~*, 
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d) 1 Gatt. v. q?"(6, o’) (I’, x, IZ). 


e) Voraussetzung: 6 — x gerade. 


j(1-2 om! z " Gatt. v. IV! (6, o\(I’, %, I’, 1) 


Ch.: (*Y, 


Ausgeschlossen sind hier wieder die Werthe x, =--//m, mod. q 


f) eee 6 — x=0 mod.2 und (=) = 1. 


«) = = Gatt. v. jq' (6, 0) (I’, x, I), 


7 
Ch. : (=; Z%_ wie beim ersten Falle. 
9 =. 
B) = (q—l)q * Gatt.v. jg" (6,0) (I', x, I’, 8. 


. 
o—x 


pik sian St* 2 


; soy Qtue—1. 
Ch.: & ey, 


Dritter Fall: y< S* 
1) 1 Gatt. v. q" (6, o) (I, x, I’, 4 + x). 


«) Agr etete-1 Gatt. v. jq"(6, 0) (I’, x, I’, y—6-+2x+22). 
é=6—xux—y+1, 6—x—7+2,---, 6—x— a —1, 
2) 1B) - t q°—*—*— Gatt. v. j q2"- 204242 (6, 6')(I', x, I’, —6-4+-2x-+4-2¢). 


bea aren o—x—|2/41, 10 C—e— 1. 





| Ch.: (= y, — = mod. qt otete bez. mod. qo-*—*. 


3) 1 Gatt. v. q?"(6, o) (T’, x, IZ). 
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Fiir diese Gruppen (6, 6’) ist die Zahl o’ den Bedingungen 
o>6; ¢6<n—x 


unterworfen, so dass y nur die Werthe 4=—1, 2,---,n—x—6 
beschreiben kann. 


I. (6, 6) (IZ) = [p(0, v, w)e]3 t= 49+ gee. 
Ss ” 
(=)= 1; U” = (1,0, Op. 
1) a) 1 Gatt. v. 2q” (6, o’) (IJ, I). 
Beispiel: [p(0, &, 2q")z }. 
b) 2 Gatt. v. 1 q'-oH-1 (6,"0') (II, I’, &). 
€—o+1, 64+2,-.-,,6+y—1. : 
q-1 
Beispiel: [p(0, &a,q%—-$ + 2q", &)v]; Che: a”. 


2) j Gatt. v. 1 q?'— (6, o) (II, II). 


q-1 
Beispiel: [p(0, a& +29" Be], (*)—+1; Chi: a”. 


3) 1 Gatt. v. 4=* gr (6, 6’) (II, III). 


Beispiel: [p(O, %&§+<2q", &)], (+) =—1. 


Hier ist 6 >6, o& +6<m anzunehmen, so dass 9 nur die Werthe 
y=1,2,---, m—2o beschreibt. 


IV. (6, 6) (IIT); t= — g??-'; S = N mod. q’; (*) ped cos, 


a) reelle Gestalt: [p(v,w,—Nw):], U"” = (0,1, N)e. 
b) imaginiire Gestalt: [p (0, v-+-w/N, v—wyYN)el, 
U"= o(VN, 0, Oe. 
1) 1Gatt. v. £T* gen (6, o) (III, II). 
a) [p(&, 2g", —Nzq")| (reelle Gestalt der G). 
Beispiele: \b)[p(0, E+eq"VN, &§—eqiVN)e] 
(imaginiére Gestalt der G), 
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2) = Gatt. v. %4 41) gtr (6, of) (II, III). 


a) Beispiele fiir die reelle Gestalt der Gruppe: 
1) wenn ¢ = 1 mod. 4 ist: [m(zq", &, —NE)e]; 


2) wenn ¢=3 mod.4 ist (N=—1): [p(v&+ 2q",w&, wé),]; 
gt 
v?+w?=— 1mod.g?; Ch.: (w+vi)* mod.q, @——1, 


b) Beispiel fiir die imaginiire Gestalt der Gruppe: 
[pO, (+ wYN) +29", (v—wYN) &-+29")e}; 
tt 
Ch.: (v + w/N) * mod. q (wenn ein solcher vorhanden ist). 
Die Bedingungen fiir o’, 6, 4 sind wie bei III. 


In dieser Tabelle beschreiben v und w alle Werthe mod. q’, m, ist 
ein fester von 0 mod. q verschiedener Werth, die Gréssen x, y, r, s 
kénnen beliebige Werthe bedeuten mit der Bemerkung, dass der Werth 0 
mod. g ausgeschlossen ist, wenn dieselben den Index 0 haben. Es ist 
ferner j = 1 oder 2, je nachdem g = 3 oder = 1 mod. 4 ist, 


(*) bedeutet das Legendre’sche Zeichen und | a| die grésste in a 


enthaltene ganze Zahl. Ferner beschreibt ¢ alle Werthe mod. g’, 
& alle Werthe mod. g” - [p(&, zq", 0)x] bedeutet die Gruppe (6, ’), 
welche aus allen Substitutionen g besteht, die den eben angegebenen 
Werthen von & und ¢g entsprechen. Was ferner die den Gruppen 
(6, 6°) in Klammern angefiigten Unterscheidungen anbelangt, so be- 
deutet z. B. (6, 0’) (I’, x, I’, §),_, eine (6, 0’), welche durch eine 
2 

(6, 6) (I’, x) und eine zu ihr passende o (J’, £),_,, dem Werthe z=0 
2 
ehtsprechend, erzeugt werden kann. Unter Umstiinden kann aber 
diese (6, 6’) auch durch Hinzufiigung eines Cyklus 6’ von anderer Art 
erlangt werden. Indess findet man die g® in einer (6, 6’) enthaltenen 
Cyklen o’ leicht dadurch, dass man § = 1 und fiir z alle mod. g® ver- 
schiedenen Werthe setzt. 


§ 10. 


Die nicht-cyklischen Untergruppen von G, welche nicht in E oder F 
enthalten sind. 


Bei Aufstellung der Untergruppen von G, welche weder in E 
noch in einer der g + 1 Gruppen F’ enthalten sind, unterscheide ich 
Gruppen, welche mit E oder F 
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1) keine Substitution (ausser der Identitit) , 
2) einen Cyklus (6), 
3) eine (6, 6) oder (6, 6’) gemeinsam haben. 
Nicht betrachtet werden jene Gruppen, welche die ganze Gruppe 
E,—: enthalten. 
Fiir die Gruppen der 2. und 3. Art ist nothwendig die enthaltene 
(o) oder (6, 6) oder (6, 6’) ausgezeichnete Untergruppe. Sind die Sub- 


stitutionen dieser letzteren Gruppe durch 1, R,, Rj, ---, Ry dar- 


gestellt, so kann man fir eine hier behandelte Gruppe der Ordnung 
g=uq’ das nachfolgende Schema aufstellen, welches die bekannten 
Kigenschaften hat: 


1, By | are 
S,, S,R,, S,R,,--- 


q 


&,, 8 R,, “+ SR». 

Hier sind die Substitutionen derselben Horizontalreihe mod, q con- 
gruent, wihrend diess bei Substitutionen von verschiedenen Reihen 
nicht stattfindet. Ferner bilden die Substitutionen S, — 1, S,, 
S,,-+ +, S, mod. q eine Gruppe, welche in der Gruppe der Modulargln. 
fiir den Transformationsgrad q enthalten ist. 

], Fir die Gruppen des ersten Falles ist g = w. Eine solche 
Gruppe besteht also dann aus den Substitutionen 1, S,,---, S,. Fiir 
q > 3 kann ferner w nicht durch qg theilbar sein, weil dann alle Sub- 
stitutionen der Periode q in E,_, enthalten sind. Es kénnen also fiir 
q > 3 ausser Cyklen nur Doppelpyramiden-, Tetraeder-, Oktaeder-, 
Ikosaedergruppen auftreten. Diese letzteren 2 Gruppenarten werden 
natiirlich nur dann vorhanden sein, wenn sie mod, q existiren. 

Man kann auch leicht beweisen, dass eine Gruppe der 2 letzt- 
genannten Arten nur durch ihre eigenen Substitutionen in sich trans- 
formirt wird, wodurch man auch ihre Gleichberechtigung ermitteln 
kann. Wiirde etwa eine Ikosaedergruppe Gg — J durch eine ausser- 
halb derselben liegende Substitution S von G in sich transformirt, so 
miisste sie jedenfalls mod. q zu einer Ikosaedersubstitution 6*) con- 
gruent sein. Also giibe es eine Substitution So—' von EF und damit 
auch eine Substitution R der Periode g, welche J in sich transfor- 
miren wiirde. Dann hiitte man aber eine Gruppe (J, R) von der Ord- 
nung 60g, welche héchstens 60 Cyklen G, enthalten kénnte. Da 
man hier g> 11 voraussetzen kann, so miisste sie also eine G, oder 
G; mit E,; gemeinsam haben. Diese G, bez. G,» wiire aber aus- 


*) Math, Annalen Bd. XVIII, pag. 354. 
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gezeichnete Untergruppe und desshalb miisste (J, R) in der zugehdrigen 
Gruppe W (§ 4, IV) enthalten sein. Damit miisste sie aber mod. q 
einen Cyklus oder eine Doppelpyramidengruppe bilden, was unmdglich 
ist. Also geht eine Ggo durch 60 Transformationen in sich iiber, ist 
somit mit £1 gq" Geo gleichberechtigt. 

Kine zum Cyklns (7) = /f(e, 0,0, @-") von der Ordnung 5 ge- 
hérige Geo ist dargestellt durch 


[7 =f(e, 9,9,e*), O9=f((e — eo"), B, C, —(e— o"y")]. 
Hier ist @ eine reelle oder imaginire primitive Wurzel der Con- 
gruenz 9° = 1 mod, gq", je nachdem g=1 oder — 1 mod. 5 ist. B und 
C sind beide reell oder conjugirt imaginiér. Da B immer (q-+-1) q™“ 
Werthe haben kann, niimlich Bé*(2 = 0, 1,---, (¢ 4 1) gr — 1), 
wo A eine primitive Wurzel von 2¢¥0-2"~ = 1 mod. q” ist, da ferner 
immer 5 der zugehérigen Substitutionen © in einer Gg enthalten sind 


(Boe’, v = 0,1, 2,3, 4), so giebt es a7) q’— zam Cyklus (7’) ge- 
hérige Gg. Nun hat man aber i+ q?"— gl. Cyklen der Ordnung5, 


wihrend eine Geo zu je 6G; gehért; man erhilt mithin £. 
Diese bilden nach dem obigen Resultate 2 Gattungen. 
Da die Cyklen Gs gleichberechtigt sind, so bilden auch die zu 
(T) gehdrigen Geo 2 Gattungen. Transformirt man eine solche Go in 
Bezug auf die Substitutionen 7 = f(4*,0,0,4-*), so geht (7') in 
sich tiber: waihrend in der Substitution © an Stelle von B BA** tritt. 
Zwei Gruppen (B) und (L’) sind daher immer gleichberechtigt, wenn 
oF! qt 
B’* =B* mod.q ist. Also heisst der Charakter fiir diese Gruppen: 
qF1 
B® mod. q. 
Ganz ebenso kann man bei den Oktaedergruppen etc. verfahren. 
Ist g = 3, so kann uw = 2,3,4,6, 12 sein. Die beiden ersten 
Werthe geben Cyklen G, und [,. Ferner liefert » — 4 Doppel- 
pyramidengruppen G,’. Fiir die imaginiire Gestalt der Gruppe 
(N=—1, YN=i) 
wird eine solehe G, durch 


=a 1 e ” 
gt ot? Gi. 


ojm 2, oa2 


es Ca 


erzeugt und zwar gehéren zum Cyklus (0,) genau 3"-'G,’, da + B 
2 -3"-" verschiedene Werthe hat. Diese sind ferner gleichberechtigt, 
denn sie gehen durch Transformation in Bezug auf die Substitutionen 
T =f (a7, 0,0, 4-*), 428"-* = 1 mod.3* aus einer unter ihnen hervor. 








liefer 
stitu 
Tetr 


PAC. 
au 


un 








eoHTS = 
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Da ferner 3°"—! gleichberechtigte G, vorhanden sind und jede G,’ zu 
3G, gehért, so erhilt man 3°" gl. Gy’. 

Der Werth u = 6 ist unbrauchbar, da mod. 3 keine Untergruppe 
der Ordnung 6 vorhanden ist. Dagegen lieferé » = 12 besondere 
Gruppen, nimlich Tetraedergruppen Giz. Dies zeige ich, indem ich 
Beispiele solcher Gruppen hinschreibe., 


a) Beispiel fiir die imaginiire Gestalt (7? = — 1 mod. 3*): 
(=H. ed. sarees, aig, os =t=4, 


b) Beispiel fiir die reelle Gestalt: 
1 —3 Y_3 
(e,=-+, 0,=f(1, ¥— 2, V— 2,- 1), 


S=f(—jv—2, —py—2, 1—ty—2, 144 + ¥—2)). 


Da jede Giz eine G, enthilt und umgekehrt jede G,’ eine Giz 
liefert, indem nimlich eine G,’ nur durch 4 - 3§*-* ; 3"-5 — 12 Sub- 
stitutionen in sich transformirt wird, so bekommt man 3°*-* gl. 
Tetraedergruppen. Also hat man folgende auch fiir g = 3 giiltige. 


E. Tabelle der Gruppen des 1. Falles. 

1) e—* q°"—* Gaz (Doppelpyramidengruppen), wo t irgend ein 
von 1 und 2 verschiedener Theiler von Eom) sie bilden 1 
oder 2 Gattungen, je nachdem ae! =1 oder =0 mod. 2 ist. 

2) a _ qg*—? G, (Doppelp.), sales 1 oder 2 Gattungen bilden, 
je cui (|) = — 1 oder + 1 ist, 

3) ¢— q°"-? Giz (Tetraedergruppen), welche etc. (wie bei 2). 

4) Wenn (=) = 1 ist, 2 Gattungen von ¢_t gq" gl. Ga 
(Oktaedergruppen). 

5) Wenn (j= 1 ist, 2 Gattungen von an @*-* gl. Geo 


(Ikosaedergruppen). 
Beispiele fiir diese Gruppen, wobei 4 eine Primitivwurzel von 





aaa" — 1 mod. g" ist und die Substitutionen reell oder imaginir 
aufzufassen sind, je nachdem die oberen oder unteren Vorzeichen gelten. 


*) Beide Vorzeichen gelten, jedoch gehiren die oberen Zeichen zusammen 
und ebenso die unteren. 
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q+l nt 


1) (T =f(0, 0,0, e-), O=f 0, B,C,0));e—a" , 


2) (T = f (i, 0, 0, —i), © wie bei 1), 
3) (g>3)(S=/(¢,0,0,e-), T=f(e-e-),B,C,—(e-e"), 


- Bs qt- 
Beispiele fiir g = 3 siehe oben. Q a 
q4+1 go q+1 qr) 
4) u. 5) B. wie bei (3), nur ist @ = 4 ° bez. =A ° 
Sind hiebei 2 Gattungen vorhanden, so ist der entsprechende 
q+¥1 
Charakter: B * mod. q. 

II. Bei den Gruppen des 2, und 3. Falles ist, wie schon bemerkt 
wurde, die enthaltene (6) etc. ausgezeichnete Untergruppe. Also sind 
die Gruppen dieser Fille in den zugehérigen Gruppen W enthalten, 
Man kann daher wieder denselben Weg einschlagen, der in § 8 fir 
die Aufstellung der (6, 6’) angegeben wurde. Die Durchfiihrung selbst 
ist in jedem Falle sehr einfach. Ferner sind von den (6, 6’) die meisten 
hier wegzulassen, indem die Ordnungen der zugehérigen Gruppen W, 
die der Tabelle von § 9 zu entnehmen sind, reine Potenzen von 
q werden, so dass sie nur Substitutionen von FE und F' enthalten, 
welche hier nicht in Betracht kommen. 

Man findet die folgenden Resultate. 


Z. I. Gruppen der 2. Art. 


1 o(J) 
1) (g+1) g@*-*" gl. G5,o (J) — (enthaltend) . i 
THs 
q—1 qr 
Beispiel : te = 9(0,1,0),; T=f(a,,0,0,4,-"), 4, a?” 
Ge 


2 
- 





o = 1, 2,...,; @ ein Theiler > 1 von 


2) Unter der Voraussetzung q = 1 mod. 4 

1 o(J’, x) 

q’ G, 

{o = 9(0, 1, mq°"*)r, 9, = f(V¥— 1, 0,9, -V— 1)} 
q—1 

6 = 2,3,...,; Ch. m,* mod, g. 


4 Gatt. v. © = I g?n—ot*-2 (7,0 (I', x) — 








Th 


mod. 


1 ode 


geho 
erste 
Gest 


4G 
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i. cal 


gq’ G, 





















in nals , (UII 
— el a 


o=1,2,....2—1. 





Sie bilden 1 oder 2 Gattungen, je nachdem qg=-+ 1 oder +1 
mod. 4 ist. 


{o {n= ol 0,0),, O=—/(0, B, C, 0} 





1) 
; 
3) ¢g—1 Sn—s—2 (J, g a p, 1 Gor} (Cyklus) 
f to 2 294 (IIL) on G, 
QF gn—o—1 
\Gs,0 = f(4,, 0,0, 4,-"), 4, = 42° , 0(3, «) | . 


Hier ist # irgend ein Theiler > 1 von ‘Fs ‘ 


s+ ' 


Die Gruppen bilden 
1 oder 2 Gattungen, je nachdem oven oder gerade ist. Ferner 


gehéren die oberen Vorzeichen zu a(ZD), die unteren zu o(JII). Im 
ersteren Falle ist das angegebene Beispiel jedesmal in der reellen 
Gestalt, im letzteren in der imaginaren Gestalt gemeint. 


lI. Gruppen der 3. Art. 
1) ( 1) g@*-*—| gl. G3,20(I) — \. (9, 6) (2) 
)(a+))q gt Gogol) —1 56,4 
(o ein Theiler > 1 von =") 


q—! 1 


\(6,6)(Z)—=[9 (2,00), T=f(a,,0,0,4,-1), a, a 
1(6, 0’) (1, I), 


2) atl ge gh. Bev (LD, — le 


(@ wie bei 1) 
{[p(eq", & el) T(a, 1)}. 


3) Wenn q = 1 mod. 4 ist, hat man ausserdem 


1(6,0’) (L,J’, 
4 Gat. V. £—* gi oe Gy ,o+0 (I, Sey sel oe Ge - i 
{Ip (ea, & moka" Ve], ©, =f(V=1, 0, 0, —Y—=D}; 


= 
Ch.: r, * mod. q. 
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f) (6,0) (1, IT) 


4) (q+ 1) q*" o-t vl. G,0+0 (1, IT) \g°G pa 
Y WH 


(# wie bei 1) 
{lp (&, 2q", O)e'|, Ta, 1} : 
. Diese Gruppen existiren nur, wenn q = 1 mod. 4 ist. 
on "at ae 1 {1 (o, 6) (I', x) 
1) 4 Gatt. v. —/_ ote—2 (7, 20 (I', x) — lq? Gs, 
q-1 
{(p(v, w, m, wq?-*)e|, 0, (a,3)}; Ch.: m, * mod. q. 
2 = . ” , . 
2) 4 Gatt, v4 + geet" Gy,040' (I', x, I’, n+) 
1 (6, 6) 1’, x, 1’, n+ x), 
q? G2,9 
{Lp (2q", g, — My q”*)e'); 0, (a, 3)} . 
ic an eae en {1 (6,0°)(I’,x, 11 
3) 4 Gatt. v.! j gr 0t* Gy ,0+0 (I', x, 1T)— lq Gage 


{[w(é, 2g", —m 2q°—)r|, 9, (a, 3)} ‘ 


1 (6,6) said | 
‘, 1) q+ gen 20-1 gl. Gi 20 {(1J,a) - ? \(IT)J 
3 5 vq \ (11, a) q? Gs 


2 ry b4 mt 1 
(@ ein Theiler > 1 von i+ ) 


{lp (0, v, we], T(a, 1)} 


o. &— 1 22 nn” (II, b 
2) 1 ; i ® Gy ,20 ) Bi 
(III, b) 


(IZ) 
1 (6, 6) 
°°) \( IIT) | 
q° Gage 
{(6, 6) wie (c, 1), O=/ (0, B,C, 0)\ 7 
Diese Gruppen bilden 1 Gattung, wenn s +t ungerade ist , sie bilden 
ae +1 
2 Gattungen, wenn 4 = gerade ist. Ch.: B* mod. q. 


> 


IT, a) 


ee 
e |’ Gs) (777, a) 


| %¢ Gs 4° 


i I II,¢ 
3) Te Pte Gia gre a 4 


(# wie c, 1). 
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Sie bilden 1 oder 2 Gattungen, je nachdem ast ungerade oder 
gerade ist. 


Gs 


Gehry - O(c, 2} 


1 (6, 0’) (II, 1) 


1) gt) geo gl. Geto (IT, 1) -\ G, 


(@ ein Theiler > 1 von 4— ') 
{p(0, g, 2q")e's T(a, 1}. 
2) Wenn q = 1 mod. 4 ist 


{1(6,0')(II,I',£) 
\qrt G, 
q-1 
{(p(0, Eayq°— + 2g", Ee], ©, (a, 3)} 5 Chi: ao* 
1(6,0){77 II )\ 
3) c= I gen? GY oto II, 1 _ (IIT, IIT)| 


4 Gatt. v. 5 . gn—o—o'+t—2 Ge oto (IT, I',£) — 


(III, III, a) q? Gogo 


[p(0,0,§-+veq", w,E+weq")el, 0, = (0, ym <n 0) 


UW, ? % 
quadratischer Rest von g*) 


Ham 9,8; = 5 OR Nichtrest von q. 


Diese Gruppen bilden 1 oder 2 Gattungen, je nachdem 4 
oder gerade ist. 


4) Die — , unter 4, 5, 6 angefiihrten Gruppen existiren nur, 
wenn £1" * gerade ist. 


al (II, II ) ‘ 


2 Gattv get Gy mate I, 5 (III, III) 


(ITI, ITI, b) g? Gage’ 





{(o, ') wie (8), 0, = f(0, =", FET 9) 


*) Die erstgenannte Eigenschaft von TT gehért zu den oberen Vorzeichen, 
die zweitgenannte zu den unteren. 


24* 
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2 — ” 
5) 2 Gatt. v. = * gt-20-2 Gy a+ 


(II, I, | 
\ (III, III, c) 


{a 11) 
-{ (% ©) \cr77, IIT) nN 
qt? G, 

{(6, 6’) wie (3), ©, (a, 3)} 

(II, II, a) 

(IIT, III, a) 


(EF: } EF) \ 
(II, IIT)} 
—} grt G, (,) 

q° G29 (0,) 

q° Gq” (93) 


6 


wT 


Y 2 1 
2 Gatt. v. 4 ee o—2 G4 40+ “{ 


1 (6, o’) 


{(6, 6) wie (3), 0,, 8,, 0}. 


e. 1) Wenn =: ungerade ist 
: (II, IIT) 
(% ©) \ (777, 11) 


q’ Ge q? 


(II, III,a)\ _ 


= gn—2 ol, GY ot : \ 
eee a ae ae al 





p(0, », E+vz2q", w,§+wzq")7], O.—= =f (0, r—8 on ,0). 


Ww, ? 
quadratischer Nichtrest 
v, 0, == ‘ 
quadratischer Rest. 


2) Wenn s¥4 gerade ist 
é (cz III) 
(9) \ (777, 11) 


¢g- “a 2n—20-2 gy]. a (II, ITI, b) ve 
aie 9c { q°** G, 


(111, IT, b) 
{(6, o°) wie (¢, 1), O,(a,3 )}- 





In allen diesen Angaben gehéren die oberen Bezeichnungen zu- 
sammen und ebenso die unteren. Fiir die oberen Zeichen sind die 
beigesetzten Beispiele in der reellen Gestalt gegeben, fiir die unteren 
in der imaginiiren. Betrefis der Gruppen (6, 6’) schliessen sich die 
Angaben genau an die Tabellen von § 9 an. 








welc 
Gru 
eykl 
E 
wie 
sind 
eyk 


mus 


sick 
(1) 
sell 
Cor 
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wo 
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§ 11. 
Besondere Gruppen fiir g = 3. 


Es sind noch diejenigen Gruppen des Falles g = 3 zu untersuchen, 
welche in § 6, III von der Betrachtung ausgeschlossen wurden. Diese 
Gruppen enthalten Cyklen [, oder [,* (Tabelle A) und bilden mod. 3 
cyklische Gruppen der Ordnung 3. Sie haben ferner mit der Gruppe 
E bez. Gruppen (6), (6, 6) oder (6, 6’) gemeinsam. Da letztere Gruppen 
wieder in ausgezeichneter Weise in den gesuchten Gruppen enthalten 
sind, so muss eine zugehérige [, oder [,* unter allen Umstiinden eine 
cyklische Gruppe 6 = p(u, v, @)- in sich transformiren (§ 7). Wie 
muss eine solche beschaffen sein? 

Soll S = f(a, B, y, 0), a+d0=——1-+ #t,.3"-*+', wo « die Werthe 
1,2,3,...,%— 1 annehmen kann, den Cyklus 6 = (wu, v, @)e in 
sich transformiren, so muss 


(1) SoS = oF = o(ué, vé, ob)e 
sein. Dies giebt in Riicksicht auf die Gleichungen § 5, II, 1 fiir & die 
Congruenz 
(2) (§ — 1) (6? -2&(2A+1) + 1] = 0 mod. 3°, 
wo 
O=(£t*f—1=—434 te 


ist. Nun kann, wie man sich leicht tiberzeugt, der Factor 
g — 28(2A+41) 41 

durch keine héhere Potenz von 3 als die erste theilbar sein, daher 
bekommt man wenn ¢ = 1 d. h. (S) =f, ist, den Werth § —1 und 
fiir ¢ > 1, (S) = ye, die Werthe = 1, 1-4 20-1, 1— 901, 

Setzt man diese Werthe von & in die durch (1) bedingten Con- 
gruenzen ein und nimmt, was wegen der Gleichberechtigung der [, 
erlaubt ist, a — 020 mod. q, so kommt: 


1) fir § —1, u:v:g=*—*:B:y mod. g® 


» 


wiv (“FP + 0.3"): pA F3), 


w:9=(*F° F «.3¢+) sy (1 F301). 


Ist also 6 = 1, so wird TT = uw? + ve = 0 mod. 3, fiir 6 > 1 aber 
kommt jedesmal TT = — 3 mod. 9. Man hat also nur Gruppen 


1) 6(1) = 1(J), (6, 6) Z) = (1,1) ), 
2) o(I’,o—1), (6,6) I’, o—1), (*)=—1,6>1 


2) fiir = 1-204 









362 


J. Grerster. 







und soleche Gruppen (6,6) zu betrachten, 
(¢, 6) enthalten. 


Nach der alten Methode erhilt man die nachstehenden Angaben: 
I. Die Fille 6 = 1. 


1) Zu den 5 Gruppengattungen (6 = 1 
1(Z) = 9(0, 1, O)n-15, (1, 1) 2) = 
(1, 2) (1, DT) = [p(32, w, 0),-2]3 
(1, 2) (Z, I’, 1) = [p(3e, w, 37% w).s], (42) = +1 
gehort die gleiche Gruppe W*) = (E, R = m + 1) von der Ordnung 
38*-*, Dieses W enthilt 
«) 1 Gattung von 3?*-* rel. gl. [,. 


1 3 i 
8, =f (—- a 


welche die bezeichneten 


’ = 1, 2) 
Lp (v, w, O)n—1] 























Beisp. : 


(8) 2 Gattungen von 3?*-% - gl. [,*(¢ = 2, 3,...,"—1) 
° e 1 1 
Beisp. : se) =f(—t+ st 3-3, >—-s- ty .3e—H, 


s m + * : grt); Ch.: (2). 
2) Der Gruppe (1, o’)**) (J, r, 6 —1) = [g9(v.3°—', w, —3w)e], 
6 > 2 entspricht 
sys 3 1 
W = (Eo; R = ¢(0, 1, —3),, S=f(-y 3 ao z))) 


2 ? 9? 9 
welche Gruppe die Ordnung 3°*—*¢'+? hat. 
S = f(A, B, C, D) 
gehért der Gruppe W an, wenn A — D = 0 mod. 3¢-' und 
3B+ C=y-3’— mod. 3° 
ist und man itiberzeugt sich leicht, dass die Grosse 3B + C mod. 3” bei 
den Transformationen von S in Bezug auf die Substitutionen von W 
erhalten bleibt. Man erhdlt daher 3 Arten von Cyklen T, und [., 
welche durch y = 0,1, — 1 unterschieden sind. Genauer erhilt man 
a) 3?"-2¢+2 rel. gleichb. [, 
B) 2 Gatt. v. 3% -2¢+1[..(e—=2,3,... 


Die Substitution 


von jeder der 3 Arten 
»m—1)} y=O,1, -—1. 
Beisp. : [,=S, =f(—3, v, —3v+y.3°—, —+)firy 0,1,—1; 
mod. = 7 = 


vy? — vy.3°-2 = — ; mod. 3. 







*) Diese Gruppen sind wieder sehr leicht aufzustellen, da man die Ord- 
nungen derselben aus den Tabellen von § 9 von vorneherein kennt (vgl. § 4, IV). 


**) Von der Art (7?) = — 1 des § 9. 
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Pye Qf (— St RBH, v, — By py Be, 
1 t 
—Z+2-3"-4), y=0,1,—1; 
v? — vy. 30-2 = 1 4 2 gee He g2n—aett mod, 31; 
v= + mod, 3. 
Charakter fiir jede der Arten y=0, 1, — 1:(2), d. h. f,=1 mod.3 


entspricht der einen Gattung, ¢, == — 1 der anderen. 
II. Die Fille « > 1. 


3) Liegt eine 6(I’, o—1)— (0, 1, —-3), 
oder eine (6, 6) (I’,o—1) —@(v, w, 3), 


der Gattung - |=—8mod9 
(m)=— 1) 
vor, so hat man eine Gruppe W der Ordnung 3°*-+!,, namlich 


W= (Eo, T= 9 (1,001, R= 9,1, —3)) =f (—3s 5-9) 


Aehnlich wie oben enthalt W 3 Arten von Substitutionen S=f(A,B,C,D), 


welche durch 4-2 = «+ 39-1! mod. 3°, x =0, 1, — 1 wnterschieden 


sind. Fir jede dieser Arten hat man 1 Gattung von 3°"-o-'[, und 
2 Gattungen von 3°"-29[,2(¢ = 2,3,...,%—1). Fiir die Substitu- 
tionen der Art x ist 


Fy = SL = f(— 5+ 28H 42.34, », —3y, —2 


- 


+ 2 ge—oH — 2: 37-1), 


z=0,1,—-1; »= ; mod, 3; die Gattungen jeder Art (w=0,1, —1) 
sind durch ¢, ==1, ¢ = — 1 (mod. 3) unterschieden. 

4) Von den Gruppen (6, 6’),¢6 > 1 kommt nur 6 =o +1 in 
Betracht. Denn mod. 3"-* = 3* wird (6, o’) eine cyklische Gruppe 
(y) der Ordnung 3” und diese muss offenbar durch [, bez. [,e in sich 
transformirt werden. Dann muss aber nach den obigen Entwicklungen 
entweder (y) = 1(Z), also o —o-+ 1 sein, oder (y) = y(J’, y—1), 
8, = — 1 mod. 3. Aber zu einer (6, 6) der hier betrachteten Art (3) 
gehéren keine Cyklen der letzten Art. 

Ist 


(6, oe) = (6, 6+ 1) — gy (32, W, 3W)e—-1, 
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so wird 
Y 1 : 1 
W=(Ez, R = 9(0,1,—3),, S=f(—> a x); 


welche Gruppe mit der in Nr. 2 betrachteten identisch ist. Nach diesen 
Angaben leitet man leicht die Resultate ab, welche in der nachstehen- 
den Tabelle zusammengestellt sind. Beispiele fiir die aufgestellten 
Gruppen kann man den eben gemachten Angaben mit Hilfe der jedes- 
mal bezeichneten Cyklen, aus denen diese Gruppen zusammgesetzt sind, 
leicht entnehmen. 


H. Tabelle von besonderen Gruppen fiir ¢ = 3. 


I. Die Fille «= 1. 
1 6(J) = 1(J) 


1) 4-3-3 gl. £1) — c r, 
1(6,6)(1) = (1,1) (2) 
OT, 


Fiir 


2) a) 4.- 3-4 ol. Te CZ, a) -{ 


1(1,1) Z) 


9n . 32047’ — 
b) 2 Gatt. v. 4 - 3°» Tn (Z, b) {3 Ty derselben Gattung ¢,. 


(n > 2) 


1(1,2) (J, D) 
3) 4-324 ol. Ty, (1, DT) — Pe (2 Gattungen ¢, —1, ¢, —=—1) 
(n > 2) 


os 


1(1,2)(Z,1',1), rm=1 


4) a) 4-3? gl. (7, J’, 1, a) — S r, (Fi 


n>2 
w" ’ 1(1,2)(1, J’, 1), r7p=1 
oS Get. v4 OPT {o ly» derselben Gattung ¢, 
n>2 


ce) 4-3-4 ol. 1 (0, J’, 1c) — 
n>2 


1(1,2)(1,I',1), »—=—-1 
2-30 9(t,—=1 und f,—=—1) 
1(1,2)(1,2',1), n=—1 


d) 2 Gatt. v. 4-3 Pa (1, L’, 1,4) — {3 Ty derselben Art ¢, 


(n > 3) nw 

1(1,6’)(Z,I',o’—1),7,=—1 
9f, der Art y 

2.3052 (e=2,3,..., 0) 
derselben Art y 


5) a) 3G.v.4.3°"—-*[yo42(LI',6¢—1,a)— 
(n> o >2) 
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Die 3 Gattungen werden durch y = 0, 1, — 1 unterschieden. 
1(1, 6’) wie bei (5, a) 
b) 2Gatt. v.4-3?"-4[go'42 (I, I’, o’—1,b)— 2 32-4 der Art y = 0 























n- n>o+1>3. und derselben Gatt. ¢,. 
a IPED) OS 

S- II, Die Faille 6 > 1. 

d 


, 8 
Lo(I',o—1), (%)——1 
1) 3Gatt.v.4-32*-8P041(I’,6—1) —] 30s der Art x 
215 (e=2,3,...,6) 
derArtx, verschiedenerGatt.t,. 


Fiir die erste Gattung ist 2 = 0, fiir die zweite 1, fiir die dritte —1. 


2) Fiir 26 <n. 
1(6,6) (I’,6— 1), 
a) 4.3?"-26-2 g], [g20+1 (I’, 6 — 1, a) — I = — 1 mod. 3 
3°¢T, der Art z=0 
1(6,6) (wie bei a) 
3?¢-1 [Tp (a%—=0, t,) 
1(6,6) wie bei a 
) 2o—1P, (7 = +1 
c) 2Gatt. v.4-32"-2e-1 [92041 (I’,o— 1, c) — oder — 1) 
2 Gatt. v. 32°? Tp 
derselben Art x. 


b) 2Gatt. v.4.32"-®¢-2[32041( J’, o— 1,b) -| 


(Fiir die eine Gattung ist 2 = 1, fiir die andere — 1). 


: 
. 3) Fiir n ungerade und 6 = oft. 


h(n, at1)(7,%—1), (%)——1 
a) 4-3"-2 gl. Pyn+2(a) — 3°, der Art =U 

3° p(a#—1, ty=1) 

3" Ty (a@== — 1, fy =1) 


1 1 et}, =) (wie bei a) 


b) 4-3"? gl. Pynte (b) — 3" (w=, ty = 1) 
3°"'Tp(a—=1, 4 = — 1) 
ie “oipene he t= —1) 















J. Grersrer. 
1("F*, "t") wie bei a 

c) 4-3"-* gl. Pynte(c) — 13" 'Te(a@=0, fp = — 1) 
3* [, (21) 

~ (3° 7, (ec=—1) 























4) Fir 26 < n. 
1 (6,6-+ 1) (I, 6—1) 
a) 4.32"—-20-3 9] [32042 (I’,6-—-1, a) — | s. Angabe 4 
3o+1 T, (y= 0) 
1(6,6+-1) wie beia 
37° Ty (y=0, ty) 
Die beiden Gattungen sind durch ¢, = + 1, — 1 unterschieden. 
1(o, 6+ 1) wie beia 
3” Ts (y=+)) 
BT y(yae +1, 
t,=1) 
3 a(yme- I, 
Unterscheidung y= -+ 1, y= — 1. t;=—1) 


b) 2Gatt. v.4-32™-20-8[%2042(I’,6 —1,b) — 


c) 2 Gatt. v.4-3?*-2o—? [y2042(I’,o—1,c) —3 








5) Fiir » gerade, 6 = + 


1 C, ~ + 1) etc. Angabe. 
a) 4-3" gl. Pynt2(a) — 33"; (Y¥=9) 

3°-1 Te (y=1, =1) 
she ml, hl) 

(1 (*, 241) ete, 


b) 4-3-2 gl. Page (b) — 3" Te (y=9, = 1) 
3° Te (y=1, t, =—1) 
3°-1Ty (y=—1, fy—=—1) 


f 
1 ¢, + 1) ete. 
c) 4-3"-* gl. Pynte (c) — 3" 1s (y=0, 4 =—1) 


3° T; (y= 1) 
3" TF (y= — 1) 
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§ 12. 
Die homogenen linearen Substitutionen. 


Es sei eine kurze Bemerkung hier angefiigt, welche die Ueber- 
tragung der fiir die gebrochenen linearen Substitutionen gewonnenen 
Resultate auf die homogenen Substitutionen zum Zwecke hat. Hiebei 
sei die Substitution 

o, = aa, + Ba, 
@, = 70, + IO), 


bezeichnet durch 
\ Y } 


Jeder gebrochenen linearen Substitution S = f(a, B, y, 0) mod. q” ent- 
sprechen (unter g wieder eine Primzah] > 2 verstanden) die 2 homogenen 
Substitutionen 


a —a —B6. 
>-G B und >=-(73 — § ) moa. g*; 
insbesondere sind der identischen Substitution f(1, 0,0, 1) die beiden 
Substitutionen zugeordnet 


ad — By =1 


(1) 1=(§ 7) Gaentitat) 2#=(~§ _$)- 
Ist 

Z-( %) B=(> &)- 
so kommt 
@) D> =-(pe ts Ge tse), 


DH ets? Seta): 


Aus der letzten Gleichung folgt, dass die Bedingung >” = 1 mod, q” 


nur erfillt ist, wenn Bp = y = 0, a= 0=-+ 1 mod. gq" ist. Folglich 
ist « die einzige Substitution der Gruppe G’ der homogenen linearen 
Substitutionen mod. q", welche die Periode 2 hat. Die Gruppe () der 
Ordnung 2 ist also ausgezeichnete Untergruppe von G’. 

Hieraus folgt sogleich noch, dass jeder Substitution S=/f(«, B, 7,0) 
von G, welche eine gerade Periode a hat, eine Substitution 2 von 
G’ entspricht mit der Periode 2a. Umgekehrt entspricht einer 2 


mit gerader Periode a eine S der Periode ~- Ist ferner die Ordnung 


irgend einer Gruppe von G eine gerade Zahl g, so hat die entsprechende 
Gruppe von G’ die Ordnung 2g, wihrend umgekehrt eine Gruppe von 
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G’ mit gerader Ordnung g eine Gruppe der Ordnung 4 von G liefert. 


Insbesondere folgt hieraus, dass G’ keine Untergruppe enthdlt, welche 
zu G holoedrisch isomorph ist. Kbenso enthiilt sie keine zur Tetraeder-, 
Oktaeder-, Ikosaeder- oder zu einer Doppelpyramidengruppe holoedrisch 
tsomorphe Gruppe. 

Anders ist die Sache, wenn Gruppen von G vorliegen, welche 
ungerade Ordnung g haben. Liner solchen Gruppe entspricht sowohl 
eine Gruppe von G’ der Ordnung g als auch eine solche der Ordnung 
2g. Hat man z. B. eine Gruppe (6, 6’) von G (welche in E oder F 
enthalten ist), so ist y= y’ = 0 mod. q und man kann 

«=e =d= 0 =1 mod. q 
wihlen. Die so entstehenden Substitutionen 2 und  ’ geben aber 
irgend wie combinirt nach Gleichung 2 wieder Substitutionen 2”, fiir 
welche a” == 0° =1mod.q ist. Also kann (2, &’) die Substitution 
é nicht enthalten und hat mithin dieselbe Ordnung g*+® wie (6, o’) 
selbst. Dagegen liefert (2, 2’, ¢) eine Gruppe der Ordnung 2q°+*. 


Bamberg, den 11. April 1885. 





Ueber Theilung und Transformation der elliptischen Functionen. 
Von 


L. Kiseerr in Hannover. 


Mit den Untersuchungen iiber Theilung und Transformation der 
elliptischen Functionen ist ein fruchtbares Feld erschlossen, auf welchem 
ohne Zweifel noch eine-reiche Ernte zu erwarten ist, zumal wenn es 
gelingt, die Modulargleichungen durch wesentlich einfachere zu er- 
setzen und den Zusammenhang dieser Gleichungen mit der Theorie 
der elliptischen Functionen noch weiter zu erforschen. 

Zu diesem Zweck fihrte ich in meinen friiheren Arbeiten iiber die 
Transformation der elliptischen Functionen*) eine Hiilfsgrésse f ein, 
welche die Eigenschaft hesitzt, dass sich alle tibrigen bei der Trans- 
formation auftretenden Gréssen durch sie und die Invarianten g,, 9; 
rational ausdriicken lassen. Zwischen f, g, und g, besteht immer eine 
algebraische Gleichung, welche die ,,f-Gleichung“ genannt werden 
soll. Ist der Transformationsgrad n gleich a*b’c’... eine Zahl von 
der Form 61-++- 1, so wird f? die Wurzel einer Gleichung vom Grade 


T (mn) =n(1+ +)(1+5)04+4)---- 


Hat aber » die Form 6] + 2, oder 6/1 + 3, oder 61, so wird 
erst eine héhere Potenz von f die Wurzel der f-Gleichung, wahrend 
der Grad wieder Z(m) ist, so dass (wenn man von den Fallen 
n=2, 3, 4, 9, 25 absieht) die Grisse f nicht mehr die geeignetste 
Hiilfsgrésse ist. 


*) Vergl. Journal fiir Mathematik, Bd. 87, 8S. 199216, Bd. 88, 8S. 205—212 
und Bd. 95, S. 218-231. Diese drei Abhandlungen sollen in dem Folgenden der 
Kiirze wegen durch Abh. 1, Abh. 2, Abh, 3 citirt werden, — Vergl. ferner die 
neuerdings in den Gittinger Nachrichten veréffentlichte Note (Sitzung vom 6, Juni 
1885): ,,Ueber eine Resolvente derjenigen algebraischen Gleichwng, von welcher in 
der Theorie der elliptischen Functionen die Theilung der Perioden abhingt.‘ 
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Dieser Umstand hielt mich mehrere Jahre hindurch davon zuriick, 
weitere Untersuchungen auf diesem Gebiete zu verdffentlichen, bis es 
mir durch das Studium einer Arbeit: ,,Notiz iiber Modulargleichungen 
bei zusammengesetatem Transformationsgrad“ von J. Gierster (Math. 
Annalen, Bd. 14, 8. 537—544) gelang, die angedeutete Schwierigkeit 
zu tiberwinden. 

Herr F. Klein hatte naimlich in seiner Abhandlung: ,,Ueber die 
Transformation der elliptischen Functionen und die Auflisung der 
Gleichungen fiinften Grades“ (Math. Annalen, Bd. 14, S. 111—172) 
statt der Modulargleichungen diejenigen Gleichungen untersucht, welche 
zwischen der absoluten Invariante 

—— — . 
92° — 2795 4 
und der entsprechenden Grésse J’ der transformirten Function be- 
stehen. Dabei machte er die allerdings sehr wesentliche, dafiir aber 
auch sehr niitzliche Einschrinkung, dass das Geschlecht dieser J- Glei- 
chung gleich Null sei, was nur bei den Primzahlen 
2, 3, 5, 7, 13 
und bei den zusammengesetzten Zahlen 
4, 6, 8, 9, 10, 12, 16, 18, 25 
der Fall ist. Man braucht nun bei dieser Einschriinkung die J-Gleichung 
nicht selbst zu bilden, sondern J und J’ werden rationale Functionen 
T(n)" Grades einer Hiilfsgrésse +, welche sich durch functionen- 
theoretische Betrachtungen leicht bilden lassen. Natiirlich kann man 
diese Hiilfsgrésse t noch durch eine lineare Function von tr, niamlich 


durch = te ersetzen , dies ist aber die einzige Willkiir, welcher rt 


unterworfen ist. Vertauscht man in der t-Gleichung, d. h. in der 
Gleichung zwischen J und t, die Gréssen J und t mit J’ und 1, so 
ist t’ eine lineare Function von t, so dass damit auch schon J’ als 
rationale Function von t dargestellt ist. 

Herr Klein bildete nun die t-Gleichung fiir diejenigen Werthe 
von , welche Primzahlen sind (ausserdem fiir » = 4) und fand, dass 
in allen diesen Fallen durch passende Verfiigung tiber die Con- 
stanten a, B, y, 0 

ew = Aw 
gemacht werden kann, ein Umstand, welcher fir die Verwendung 
meiner Hiilfsgrésse f sehr giinstig erschien*). 





*) In der That hat Herr Klein von hier ausgehend seinerseits eine all- 
gemeine Theorie der f-Gleichungen (die er Multiplicatorgleichungen erster Stufe 
nennt) in Untersuchung gezogen [vergl. die Mittheilung im 15. Bande der mathem. 
Annalen, Seite 86—88]. Ich nenne hier auch sogleich die Abhandlung im 18. Bande 
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Im Anschluss an die Klein’sche Arbeit behandelte Herr Gierster 
noch die oben genannten Fille, in denen n eine zusammengesetzte Zahl 
ist, und stellte die t-Gleichungen auf. Auch hier kann fiir n= 4, 9, 25 
diese Grésse t noch so bestimmt werden, dass 


ml == An-ifs 


wird. Dagegen ist Herr Gierster im Irrthum (wahrscheinlich durch 
Induction verleitet), wenn er behauptet, dass diese Relation auch noch 
fiir die anderen Werthe von » gilt. Es ist vielmehr fiir 

n=6, 8, 10, 12, 16, 18 
die Grésse t”-! nur ein Factor von A*-1f*4, 

Diese Erkenntniss, welche sich mir allerdings erst bei wiederholter 
Durchsicht und Priifung der Gierster’schen Notiz ergab, erdffnete 
mir eine vielversprechende Aussicht auf dem Gebiete der Transforma- 
tion. Dabei ist die von Herrn Klein inaugurirte Beriicksichtigung 
des Geschlechtes der J-Gleichung wesentlich, die Untersuchung aber 
nicht auf den Fall beschrinkt, wo dieses Geschlecht gleich Null ist. 

Die von mir eingefiihrte Hiilfsgrisse f ist somit gewissermassen 
der vornehmste Reprisentant einer ganzen Gattung von Hiilfsgréssen, 
die nicht nur fiir die Transformation, sondern auch fiir die Algebra 
von besonderer Wichtigkeit sind, und die zu einander in inniger Be- 
ziehung stehen. Desshalb ist es nothwendig, dass ich in dieser Ab- 
handlung zuniichst die Theorie der f-Gleichung in ihrem Zusammen- 
hange mit der Theilung und mit der Transformation der elliptischen 
Functionen gebe. Der Inhalt meiner friiheren Abhandlungen iiber 
Transformation, deren Kenntniss ich hier tibrigens nicht unbedingt 
voraussetze, wird dadurch wesentlich ergiinzt, erweitert und zu einem 
fertigen Ganzen abgeschlossen. Dabei sind die einzelnen Sitze hier 
bereits so gefasst, dass sie auch sogleich fiir die spiteren Unter- 
suchungen verwendbar sind. 

Im Gegensatz zu meinen friiheren Arbeiten gehe ich jetzt, einem 
giitigen Rathe von Herrn Kronecker folgend, von der Theilung der 
elliptischen Functionen aus, indem ich die Theilwerthe von g, d. h. 
diejenigen Werthe von gu untersuche, bei denen w der n° Theil einer 
Periode ist, Die von einander verschiedenen Theilwerthe sind Wurzeln 


der mathematischen Annalen (,,Grundlagen einer independenten Theorie der ellip- 
tischen Modulfunctionen und Theorie der Multiplicatorgleichungen erster Stufe“), 
in welcher Herr Hurwitz, soweit es sich um die f-Gleichung handelt, die von 
Herrn Klein gegebenen Ideen weiter verfolgt und eine grosse Anzahl neuer 
Resultate hinzugefiigt hat. Neuerdings ist auch Herr Weber auf die Theorie der 
f-Gleichung eingegangen (Acta Mathematica, Bd. VI, pag. 329 ff: ,,Zur Theorie 
der elliptischen Functionen“), wobei er seinen Ausgangspunkt in der Theilungs- 
gleichung fiir sin am wv nimmt, 
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L. Kieperr. 


der ,,speciellen Theilungsgleichung, deren Coefficienten ganze rationale 
Functionen der Invarianten g,, g, sind. Ist m eine zusammengesetzte 


Zahl, so lassen sich alle Theilwerthe p (et a | bei denen die 


drei Zahlen 4, uw, » einen gemeinsamen Factor haben, absondern, wo- 
durch eine Reduction der Theilungsgleichung eintritt. 

Indem man die genannten Theilwerthe in Gruppen ordnet und 
cyklische Functionen C,,, der Theilwerthe einer solchen Gruppe bildet, 
erhilt man algebraische Gleichungen zwischen C,, und g,, g,, welche 
Resolventen der reducirten Theilungsgleichung heissen sollen. Unter 
ibnen nehmen diejenigen eine hervorragende Stelle ein, welche zur 
Transformation der elliptischen Functionen fiihren. 

Die Aufgabe der Transformation n'*" Grades besteht nun haupt- 


aed or B ; f : ] 
siichlich darin u= glu @® ) als rationale Function von 
» pu=plul—-, 


g(u|@, @’)—g(u|a@, o)—gu 
darzustellen, wobei das Periodenpaar 
20 = 2pa+2qoa, 20'=—2pa+2qa’, (pd —pq= +1) 
dem primitiven Periodenpaar 2@, 2a’ iquivalent ist. 

Die Form dieser rationalen Function ist leicht anzugeben, es 
handelt sich nur darum, die Coefficienten, welche sie enthilt, als 
algebraische Functionen von g,, g, mdglichst einfach darzustellen. Diess 
kann geschehen durch Einfiihrung der Hiilfsgriésse f, welche durch 
die f-Gleichung von g,, g; abhiingt, und welche man durch die Gleichung 





n—1 n—1 eat §. at 6 
a a 
acl e=1 


definiren kann. Ausserdem giebt es aber noch eine ganze Reihe 
charakteristischer Darstellungen von f, von denen hier in der Kin- 
leitung nur zwei hervorgehoben werden mdgen. 
1) Ist 
ow’ ni 


1 1 C) 
hun @ *. Q(a, a) = (=) ” IT (1 — h?”), 


v=1 
6B P 
OG, @') = AD, BD’) = g,5 — 27g, und f= os) 
Q” (@, @) 


2) Ist m wngerade, so ist bei der Darstellung von gw als rationale 
Function von gu —s der Nenner das Quadrat einer ganzen Function 
P(s). Fir die Gleichung 


so wird 





P(s) =0 
wird + f-—*+ die Discriminante. 
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Um nun die oben erwihnten Coefficienten darzustellen, bildet man 
eine partielle Differentialgleichung, welcher die Function f* P(s) ge- 
niigt. (Ist m gerade, so tritt an die Stelle von f*P(s) der Nenner in 
der Darstellung von gu, multiplicirt mit f°). Aus dieser Differential- 
gleichung findet man durch Entwickelung nach Potenzen von s die 
einzelnen Coefficienten von P(s) unmittelbar als Functionen von f und 
den partiellen Ableitungen von f nach g, und g,. Sobald also die 
f-Gleichung gebildet ist, kann man die Coefficienten von P(s) als 
rationale Functionen von f, g, und g, darstellen. 

Hat man den Nenner von gu, so ergiebt sich daraus der Ziabler 


sehr leicht, und ebenso ist auch die Darstellung von ou = o(u|°,a’), 


wie sich zeigen wird, dadurch schon gegeben. Die Invarianten g,, g, der 
transformirten Function gu findet man gleichfalls aus dieser partiellen 
Differentialgleichung. 

Es kommt daher Alles auf die f-Gleichung und deren Wurzeln 
an. Zu ihrer Bildung ist es zuniichst nothwendig, das Verhalten der 
Grésse Q(@, @’) zu untersuchen, wenn man die primitiven Perioden 
2, 2@' mit den iiquivalenten 20,20’ vertauscht. Es wird niimlich 


Qa, 7) =e (2° 2.) Q(o, 0), 


wo @ (2 1) eine 24'e Wurzel der Hinheit ist, welche man durch 
Zuriickfiihrung auf Gauss’sche Summen bestimmen kann, Ich habe 
fiir diese Grésse @ auch sogleich eine Tabelle aufgestellt, welche die 
Fille g=1 bis g =7 umfasst. 

Jetzt bietet, abgesehen von numerischen Rechnungen, die Her- 
stellung der f-Gleichung und die Untersuchung ihrer Wurzeln keine 
Schwierigkeit mehr, namentlich, wenn » eine Primzahl von der Form 
61-+- 1 ist; denn man kennt die Form der Gleichung und kann die 


w' ti 
Zahlencoefficienten durch Entwickelung nach Potenzen von h\=e ® ) 


ausrechnen. Nach dieser Methode habe ich fiir die Zahlen 
=5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29 
die f-Gleichungen wirklich gebildet; fir »—5 und fir n=7 sind 
auch die iibrigen Gréssen, welche bei der Transformation auftreten, 
als rationale Functionen von f/f, g,, g, dargestellt. 
Zwischen den » + 1 Wurzeln der f-Gleichung gelten att Rela- 


tionen, welche denen fiir den Jacobi’schen Multiplicator analog sind. 

Ist eine zusammengesetete Zahl von der Form 6/-+ 1, so kann 
man die f-Gleichung am leichtesten durch wiederholte Transformation 
finden. Ist z. B. » = ab, so bilde man 


Mathematische Annalen. XXVI. 25 
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mn e(*,o) is o( = 0’) 
= Q (6, @) ? e(2 a’) 


und die beiden f-Gleichungen, deren Wurzeln f und f sind. Diese 
f-Gleichungen gehéren bez. zur Transformation a'** und b'*" Grades, 
Da nun 
_ 
0’) 


= @ ab’ { @ 
ripe Q*° (w, @’) =fay*) 
wird, so findet man durch Elimination auch die f-Gleichung fiir 
1) , 
for): 


Eine wesentliche Reduction tritt hierbei ein, wenn » = 6] + 1 
ein Quadrat ist, weil dann nicht nur f?, sondern schon f selbst die 
Wurzel einer Gleichung vom Grade 7'(n) wird*). Dies habe ich auch 
an den Beispielen n = 25 und n = 49 durchgefiihrt. 

Fiir die Zahlen von der Form 61-2 gelten thnliche Schliisse; 
nur ist hier im Allgemeinen erst f* die Wurzel der f-Gleichung; als 
Beispiele sind die Fille n = 2, 4,8 behandelt**). 

Hat » die Form 6/1 + 3, so ist im Allgemeinen erst f* die Wurzel 
der f-Gleichung. Eine Ausnahme davon findet statt, wenn m ein 
Quadrat ist, weil dann schon f* die Wurzel der f-Gleichung wird. 
Als Beispiele dienen die Fille n = 3 und n = 9. 

Hat schliesslich » die Form 61, so wird im Aligemeinen erst f* 
die Wurzel der f-Gleichung sein; die Ausfiihrung von Beispielen wire 
daher in diesem Falle sehr umstiindlich und konnte um so eher unter- 
lassen werden, da dieser Uebelstand durch Einfiihrung anderer Hiilfs- 
gréssen zu heben ist. 

Wie schon in meinen friiheren Abhandlungen, so werde ich auch 
hier die Theorie der elliptischen Functionen nach den Methoden des 
Herrn Weierstrass zu Grunde legen. Daher werde ich mich auch 
moglichst der Bezeichnungen bedienen, welche Herr H. A. Schwarz 
in seinen ,,Formeln und Lehrsitze zum Gebrauche der elliptischen 
Functionen nach Vorlesungen und Aufzeichnungen des Herrn Prof. 
Weierstrass“ benutzt hat. 

Die innigen Beziehungen, welche mit den iilteren Arbeiten des 
Herrn Klein bestehen, wurden schon hervorgehoben. Es eribrigt nur, 


f 


*) Vergl. denselben Satz bei Weber, 1. c. Indem ich die Beispiele » = 25 
und » = 49 hinzufiige, folge ich einer von Herrn Weber an mich gerichteten 
Aufforderung. 


**) Vergl. hier und bei den folgenden Angaben die vorgenannte Arbeit von 
Herrn Hurwitz. 
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dass ich auf die neuesten Publicationen von Herrn Klein verweise, in 
welchen sich derselbe meinem urspriinglichen Ausgangspunkte und den 
yon mir gebrauchten Methoden sehr geniihert hat (siehe insbesondere 
auch die nach Abschluss der hier folgenden Untersuchungen verdffent- 
lichte Arbeit: ,,Ueber die elliptischen Normalcurven von der n'e" Ord- 
nung und zugehérige Modulfunctionen der n'*" Stufe“, in den Abhandl. 
der k. sachs. Gesellschaft d, Wiss. von 1885). 


Abschnitt I. 
Eigenschaften der speciellen Theilungsgleichung. 


§ 1. 
Definition und Eigenschaften der Theilwerthe der g- Function. 
Nach meiner Abhandlung: ,,Wéirkliche Ausfiihrung der gane- 
zahligen Multiplication der elliptischen Functionen‘ (Journal fiir Mathe- 
matik, Bd. 76, 8. 21—33)*) ist fir jeden beliebigen Werth von n 


gu gu es gu 
emu) (wn —1)"" pu pu ++. gu 


(1) Wn (U) =s (ou = (ats! oat (n— iif 
gi" 1)y gy") u Ree A gl2n—3) 


Hieraus folgt zuniichst, dass fiir jeden beliebigen Werth von m 


: Vos Dome (M4) ° - ° 
die Gréssen Pom41(v) und rer ganze rationale Functionen von 


gu, Jo, g, sind. Andererseits ist 


(2) vi (u) = nv] | [pw — p(t t tee | 
wo 4 und w alle Werthe von 0 bis » — 1 annehmen, nur diirfen sie 
nicht beide gleichzeitig gleich 0 sein, was der Strich bei dem Product- 
zeichen IT andeuten mége. Nun ist aber 

21m + 2ua’ 21’ o@ + 2n'a 

p (tat tes) (ate a-tee) 

wenn 

A+’ =u+u =0 (mod. n), 
folglich werden auf der rechten Seite von Gleichung (2) je zwei Factoren 
einander gleich, nur die drei Factoren 

PuU——PO@, YU—PA, ~U— P(@a+ @w’) 


*) Die Resultate dieser Abhandlung sind in die oben erwiihnte Formel- 
Sammlung von Herrn H. A. Schwarz aufgenommen worden. 


25* 
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treten fiir gerade Werthe von » einzeln auf. Setzt man also gu —s5 
und 


Yomi (w) = (2m a 1) [(pu)eme+0— K (9 a4) 2mim-+1)—1 + Komi] 


= @m+1) J fa), 
8) Pam+2(U) =—(m-+1) p'u|(gujmet)—K, (guj)! +--+ Kememt9y] 


= — (m+ a0 A ae (s), 


so sind K,, K,,... die elementaren symmetrischen Functionen der 


, . a 2i@+ 2ua’ . . 
von einander verschiedenen Gréssen ¢g (S22 See ), wobei aber fiir 
gerades n die drei Gréssen go, ga’, g(@-+ «') ausgeschlossen sind. 


/ 


‘ , ic 24 2ua' ra. 
Die so definirten Gréssen o( ; ot = ), welche der Kiirze wegen 


durch g,, bezeichnet werden, sollen ,,das vollstindige System der Theil- 
werthe n*" Grades der Function gu“ heissen*) und die Gleichung 


(4) I]. =o. 


deren Wurzeln sie sind, soll ,,die specielle Theilungsgleichung“ genannt 
werden. Es gilt dann der Satz: 

I. Die Coefficienten der speciellen Theilungsgleichung sind ganze 
rationale Functionen von g, und g,; und daraus folgt weiter: 

Il. Jede (ganze) symmetrische Function derjenigen Theilwerthe, welche 
das vollstiindige System bilden, ist eine (ganze) rationale Function von 
J2 und gs. 


§ 2. 
Reduction der Theilwerthe »*™ Grades der g-Function. 


Sind a, b, c,... die von einander verschiedenen Primfactoren 
der Zahl n, ist also 


n= atblc’ ..., 


so zerfallt ] KO in Factoren. Es wird nimlich nach Gleichung (2) 
, A=0,1,2,---n—1 
3 fes\ an ot biti wens : , 
vi) — TT (ou — P0)s Ce £2, enktell 
dabei giebt es unter den Werthen von 4 und ebenso unter den Werthen 
von # genau = Werthe, welche durch a theilbar sind. Wenn man 


nun noch beriicksichtigt, dass 2 und u nicht gleichzeitig 0 sein diirfen, 
so ergiebt sich der Satz, dass die Anzahl der Factoren gu — g,,, bei 


denen 4 und uw beide durch a theilbar sind, gleich = — 1 ist. Das 


*) Da p(u+2a0+28o)—pgu ist, so wird auch Prtan,etin Pay. 
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Product dieser Factoren ist - = 4 (u), also eine ganze rationale Func- 


tion von 9U, Jo, J3, durch dabei vi(u) theilbar ist. Der Quotient 
on (u) : vi, (w) 


a 


ist daher gleichfalls eine ganze rationale Function von gu, g.,g, und 
ist das Product von 


@ 9-3-1) =" - 8) 
Factoren gu — gay. Ebenso ist die Anzahl aller Factoren gu — gry 
ol wi(u), bei denen 4 und w beide durch b theilbar sind, gleich 
Ls —1, wihrend die Anzahl aller Factoren gu — g,, bei denen 
A und w beide durch ab theilbar sind, gleich — 


folgt, dass die Anzahl aller dieser Factoren, bei denen 4 und mw beide 
durch b, aber nicht a taiasaing beide durch ab theilbar sind, gleich 


n 1 
—1)-(r -) =F -@ 
wird. Das Product dieser Factoren ist 


v? a - 
ae U (™): 
6 





—1 ist. Daraus 


= () 
Ebenso, wie ~?(u): ¥ (u) eine ganze rationale Function von 


a 
QU, Jo, Jy ist, so muss auch wy (uw): v*, (u) eine ganze rationale 
ry ab 
Function dieser Gréssen sein, durch welche yo? (w) : ¥® (w) theilbar ist. 


a 


Der Ausdruck 
yu) vw, (u) 
= 
2 (u) ¥ 2) 


a 








ist also eine ganze rationale Function von gu, g., g,; und enthilt 
nur noch 


e0--4)- 46-6 0-4 
Factoren gu — Pry 


Vertauscht man jetzt » mit ~, so gelten dieselben Schliisse, so 


dass auch 
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w® (u) w, (u) 
e. abe 
wv, (u) wy", (w) 


ac bc 


eine ganze rationale Function von gu, g., g3 ist, welche diejenigen 


(1 -- *) (1 -- =) Factoren pu—g,, enthilt, bei denen 4 und u 
beide durch c, nicht aber beide auch durch a oder durch b theilbar 
sind. Dieser Ausdruck kann also wiederum abgesondert werden, 
so dass 
we (u) wy, (u) p®, (u) we, (w) 
_ ab ac bc 
wi, (uw) Vy, (u) y', (uw) By, (e) 
a b c abe 


eine ganze rationale Function von gu, g,, g; wird, die nur noch 
» 1 1 nr? 1 1 
w(1-3)0-%)-30-a)0-% 
1 1 1 
= ni(1 _ =) (1 is ie) (1 “id «) 
Factoren gu — g2, enthilt. 

Wenn man in dieser Weise fortfihrt, bis man nur noch ein 
Product von solchen Factoren iibrig behiilt, bei denen die drei Zahlen 
4, u,m” keinen Factor mehr besitzen, der allen dreien gemeinsam ist, 
so wird dieses Product eine ganze rationale Function von gu, 9, 9; 


sein, deren Grad in Bezug auf gu gleich m(n) 7'(m) ist, wobei o(n) 
und 7m) durch die folgenden Gleichungen definirt werden: 


p(n) = n(i — ~)Q— =e pa 1).-,, 
6) Tn)= wo + 04+ 5)04+2)>-> 
p(n) T(n) = n?(1 — a) (1 - ale! = « 


Diese ganze rationale Function von gw ist aber (wenn » von 2 
verschieden ist) ein vollstindiges Quadrat, weil ga, = 2. wird fiir 
A+’ =u+u' =0 (mod.n), so dass je zwei von den iibrig ge- 
bliebenen Factoren gu — g,,, einander gleich werden. 

Die von einander verschiedenen Griéssen g,,,, bei denen 2, uw, n 
keinen Factor besitzen, der allen dreien gemeinsam ist, sollen daher 
das reducirte System der Theilwerthe ni Grades“ heissen, ihre Anzahl 
ist fir »—2 gleich 3 und fiir alle anderen Werthe von n gleich 


> P(n) T(n). Die Gleichung, deren Wurzeln das reducirte System 


der Theilwerthe »'* Grades ausmachen, heisse ,,die reducirte Theilungs- 
gleichung.*‘ 
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Hieraus ergeben sich die folgenden Siitze: 

Ill. Die Coefficienten der reducirten Theilungsgleichung sind ganze 
rationale F'unctionen von g, und gs. 

IV. Jede (ganze) symmetrische Function derjenigen Theilwerthe n‘ 
Grades, welche das reducirte System bilden, ist eine (ganze) rationale 
Function von g, und gs. 


§ 3. 
Resolventen der reducirten Theilungsgleichung. 
Sind jetzt 4 und w so gewihlt, dass g,,, zu dem reducirten System 
der Theilwerthe n‘" Grades gehért, und setzt man der Kiirze wegen 
= a+ =O = Win, alo Pin = P(Wry); 


so gehéren auch die g-Theiler 
9 (kW2u), 9(k® way), ited i 9 (k* way.) 
zu dem reducirten System, wenn & relativ prim ist zu n. Nun sei x 
die kleinste Zahl, fiir welche 
“ k* = + 1 (mod. n) 
ist, und es sei Cy, eine cyklische Function der Gréssen 


P(Win), P(kWau), P(k Way), >: + p(k**wi,). 

Da nun e(k*u) = gw ist, so ist Ch, auch eine cyklische Function 

von 

P(kwiu), O(k Win), (KP Wau), ++» P(k* Wau), 
oder von 

9 (KP wan), p(k Wiu)s 9 (KA Win), a eke p(k! Way), 
u.s. w. Ferner ist g(kw) eine rationale Function von gu, deshalb wird 
(6) Caw = FG (way) = Fe (bt0ay)) = + = FP wry); 
wobei F'(g) eine rationale Function von ¢, g,, g; bedeutet. 

Wenn nun ¢(wzw) = 9’ gleichfalls zu den Theilwerthen des 
reducirten Systems gehért, aber von den Theilwerthen (w;,,), 
p(kWay), ++ +, g(k**wr,) verschieden ist, so kann man dieselbe 
eyklische Function — sie heisse jetzt Cy, — von den Gréssen 

P(wiy'), elk’), (kiwi), -*° o(k*— wi) 
bilden und erhilt ebenso 
(6a) Cry = F(p(wi,.’)) = F(p (bury) = ++» = F (9 ( wx,W)). 

So kann man fortfahren, bis das reducirte System der Theilwerthe 
erschépft ist. Nach bekannten Siitzen aus der Zahlentheorie muss 
nimlich x ein Theiler von g(m) sein, wiihrend unter den Theil- 
werthen 
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(Wan) ’ 4) (k Win) - - @ (ke—1 Win) ; 


9 (tru); e(kewx,»'), ee 9 (k*-*t2 w’), 


keine zwei einander gleich sind. Da nun (wenn man von dem Falle 


m == 2 absieht) x auch sicher ein Theiler von ; p(n) T'(n) ist, so wird 


(7) x p(n) T(n) = N 
eine ganze Zahl, und 
(8) *(Cryp + Criw +++) => F (Pau); 


wo die Summe auf der linken Seite N Glieder enthilt, wihrend die 
Summe auf der rechten Seite iiber die simmtlichen Theilwerthe des 
reducirten Systems zu erstrecken ist. 

Da fiir jede beliebige Potenz der Gréssen C,,, Cy,,... ahnliche 
Schliisse gelten, so wird fiir jeden ganzzahligen Werth von r 

Ci + Cie + °° 
eine symmetrische Function der Theilwerthe des reducirten Systems 
und somit nach Satz IV eine rationale Function von g, und g,. Dies 
giebt den Satz: 

V. Ist Cry eine cyklische Function von e(wry), e(kwiy), +--+ 
p(k**way.), wo x die kleinste Zahl ist, fiir welche k* = -+- 1 (mod. n) 
ist, so wird C,,, die Wurzel einer Gleichung N‘" Grades, deren Coeffi- 
cienten rationale F'unctionen von g, und g, sind. Kine solche Gleichung 
heisse ,,Resolvente“ der reducirten Theilungsgleichung. 

So ist z. B. fiir n = 14 


p(n) =6, T(m)=24, + y(n) L(n) = 72; 


das reducirte System der Theilwerthe besteht daher hier aus den 
72 Grdéssen 


9(+), e(4"), 9 +), 
MEZA: det Ms): 4-4 v0, 


e ( a p(2s te ), o( me Hee.) 


» (r=0,1,2,--- 13), 


, (s=1,3,5, 7,9, 11, 13), 





p(==t*), pf Ba tse), gf M4 5P2 , 


7 ’ 


und jede cyklische Function von »(*), e( “°), e(**) ist die 


Wurzel einer Gleichung 24'" Grades, deren Coefficienten rationale 
Functionen von g, und g, sind. 
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Von besonderem Interesse ist der Satz V, wenn m» eine Primzahl 
ist, und wenn man annimmt, dass k =g eine primitive Wurzel von 
n ist. Dann wird nimlich, (wenn man von dem Falle n = 2 absieht), 


x= > 9(n) = s—*, N=T(n)—=n+1, 


/ 


und die Theilwerthe 


e(2%), (222), (222), --- oA 


sind, wenn man anders ordnet, identisch mit den Gréssen 


4@ n—1 
e(=*), (42 =), ax ), TE er 
Jede symmetrische Function von diesen Gréssen ist auch eine 
cyklische Function von (2°), »(*2"), a’) ———. so dass 


man in diesem Falle leicht Ausdriicke bilden kann, welche die Wurzeln 
einer Gleichung (m + 1)" Grades sind, 

Solche Resolventen (n -+ 1)'*" Grades sind in der That mehrfach 
gebildet und fiir die Transformation der elliptischen Functionen be- 
nutzt worden. Es soll hier aber auch ausdriicklich hervorgehoben 
werden, dass aus dem Satz V auch die Bildung zablreicher anderer 
Resolventen hervorgeht, die man erhilt, wenn k keine primitive 
Wurzel von n ist. 

Um dies an einem Zahlenbeispiel zu erliutern, sei » = 13, dann 
gentigt eine cyklische Function der 6 Groéssen 


e(22), o(4F), o(F$), ot), oF) °GP 


einer Resolvente 14’ Grades, dagegen geniigt eine cyklische Function 


der 3 Gréssen 
eGs), G3) °F 


einer Resolvente 28" Grades; und endlich gentigt eine cyklische (sym- 
metrische) Function der beiden Gréssen 


(42), 0) 


einer Resolvente 42'" Grades, 

Aehnliche Betrachtungen gelten fiir alle Zahlen m von der Form 
a* oder 2a*, wenn a eine wngerade Primzahl ist, d. h. man kann 
dann mit Anwendung des Satzes V unmittelbar Resolventen vom 
Grade 7'(m) bilden, weil es dann noch primitive Wurzeln von » giebt. 





















382 


L. Krererr. 


Ist » auf andere Weise aus mehreren Factoren zusammengesetzt, so 
sind die Resolventen, welche der Satz V liefert, nicht vom Grade 7'(n), 
sondern ihr Grad wird ein Vielfaches von 7'(n). Es wird aber in dem 
Folgenden gezeigt werden, wie man auch dann noch Resolventen vom 
Grade T(m) bilden kann. 


Absehnitt IT. 


tinfiihrung der Grésse rz } w) und ihre Bedeutung fiir die 
Transformation der elliptischen Functionen. 


§ 4. 
Ueber die transformirten Functionen ou und gw.*) 


Die Theilwerthe mn‘ Grades der g-Function spielen eine sehr 
wichtige Rolle bei der Transformation der elliptischen Functionen; und 
umgekehrt kann man auch zeigen, dass die genannten Theilwerthe 
rational berechnet werden kénnen nach Auflésung gewisser Resolventen, 
welche bei der Transformation n'*" Grades auftreten. 

Die allgemeinsten Ausdriicke fiir die Transformation der elliptischen 
Functionen findet man dabei in folgender Weise. 

Es seien die ganzen Zahlen p und g zu einander relativ prim, im 
Uebrigen aber ganz beliebig, dann kann man zwei ganze Zahlen p 
und q’ finden, so dass 


(9) py—pq=+1 
wird. Das Periodenpaar 
(10) 203 = 2poa+ 2qa’, 20’ = 2p'a+ 2q a’ 


heisst dann zu dem primitiven Periodenpaar 2@, 20’ dquivalent. 

Vertauscht man nun die primitiven Perioden 2@, 2 mit den 
aiquivalenten 2@, 20’, so aindern sich die Functionen ou, gu und 
ihre Invarianten g,, g, gar nicht. Es mége dies durch die Glei- 
chungen 

6(u | @, BD’) = 6(u | @, w') = ou, 
<u) g(u| B, @) = e(u | a, a) = eu 
ausgedriickt werden. Sind dagegen in’ 


20, = 2i@ + 2ua’, 20, =2Va+ 2u'a’ 
1 u 1 & 





*) Die Ausfiihrungen dieses und des folgenden Paragraphen sind zum Theil 
einer Vorlesung entnommen, welche Herr Weierstrass im Winter 1870—71 
gehalten hat. 
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4, u, 4',w’ ganze Zahlen, fiir welche 
Aw —Vu=—n>1 

wird, so sind o(u|@,, @,’) und g(u | @,, @,') von o(w| @, w’) und 
g(u | @, @') verschieden. Es besteht aber doch noch ein Zusammen- 
hang zwischen diesen und den urspriinglichen Functionen, welcher 
durch die Transformation der elliptischen Functionen klar gelegt wird, 
und zwar entstehen hierbei die urspriinglichen Functionen aus den 
neuen durch Transformation n‘™ Grades. Es lisst sich aber zeigen, 
dass man sich darauf beschrinken kann, den Zusammenhang zwischen 
den Functionen 6(u|n@, @’), p(u|n@, @’) und o(u|a@, a’), 
g(w|@, @’) zu untersuchen; oder — und dass kommt auf dasselbe 
hinaus — man braucht nur den Zusammenhang zwischen o(u | @, @’), 
g(u | @, @’) und den transformirten Functionen 


(12) o(u| , w) =u, p(u| * , wo )=pu 
zu untersuchen. 

Da gu eine gerade Function von u ist, welche die Perioden 20, 
2a’ besitzt, so muss gw eine rationale Function von gu sein, die jetzt 
gebildet werden mége. 

Die simmtlichen nicht congruenten Werthe von w, fiir welche 
gu unendlich wird, sind 


20 46 2(n—1)0 
he: . 


 ?-«- 


n } 


° = 2aG . es 
entwickelt man gu nach Potenzen von u — ny wird fir a=0, 
1,2,...n—1 


pu = (u _ see + (uw -— ae y+. 


so dass die elliptische Function 





n—1 
pu — gu —»>'¢ (w — 200) a — B, 


a=l1 


fiir keinen Werth von wu mehr unendlich wird, woraus man schliesst, 
dass B, eine Constante ist. Den Werth dieser Constanten findet man, 
indem man die linke Seite der letzten Gleichung nach Potenzen von 
u entwickelt, dann ist der Coefficient von w® gleich — B,, also 


(13) B= >'p(*2)- 


al 


Dies giebt fiir beliebige Werthe von mn: 
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ou— put >'[o( “ — =<6) e)y—»(22" |- 


a=1 
Ist n wngerade, also n = 2m-+ 1, so wird 


pu—put >'[o(u— 208) 4 9(u—2498)]_ 2 


a1 


Setzt man jetzt 


m+a==n—B, also B=m+1—a, 
und beachtet, dass 


g (u — ed Be) =p (u+ 28 28H 


wird, so erhalt man 


> o(«- rime) _ ST, (y 4 268) ->' («+ 22%), 


=m 





also 


(14a) gu —gu +>¢ (u— s08 4 g (u + - sa <)|- B,. 
a=1 
Nun ist aber 


(outer) (2oupo— > nm) — 9 
p(u—v) + p (uo) = ———. 











(eu—pv®  ? 
folglich wird 
e m [ ou+ o(22 200 ©) |[2euy(22%)- 1 n|—9 
(15a) pumput > = Gy 3% ae 


Ist gerade, alson = 2m + 2, so findet man in ahnlicher Weise 


pu=pu + p(u—@) 


(14b) +> (u— 268) + 9(u “+ 2a =") - -B,, 
oder has 
pu=—gu+te +4 aoe Ca ol 
(15b) [oute (= -)|[2oue(Pe*) -_ on | wo 
ca —_——_— — B,, 
+>" [oso } 


wenn man g@ mit ¢, und die beiden anderen Wurzeln der Gleichung 
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49° — 92.9 — 93 = 0 
mit e, und e, bezeichnet. 
Ist m ungerade, so folgt durch Integration aus Gleichung (14a) 


ou é(u— 22° o(u+=* 
(16a) —- s+D)|- . Son +—— 


nS) (ut Ha) 


und ist » gerade, so folgt durch Integration aus Gleichung (14b) 


2aB 


+ Bu, 


ou. OU o(u—8) , = 
on. |. Oe v o(u— B) +4 

2a Pie. 2a8 
(w— o (u 


+>] - (w — 3eay + o(w wy. 1) + Bit. 


Hierbei ist 


(16 b) 


_ 


{= = = 2pyn + 2q, 


und die Integrationsconstanten sind dadurch bestimmt, dass me. u 
mit — w vertauscht. 

Bei nochmaliger Integration der Gleichungen (16a) und (16b) 
findet man die Integrationsconstante, indem man vu = 0 setzt und die 
Relation 

ou 
ou 


=—1 fir «=—0 
beachtet. Dadurch erhilt man die eieity 0 


( 2aB 
1 m ia A 
a z Bw “(PS 


a's om * 2a 6 a 
i Le) 


<2 ou I] {v« —»(2*)], 


. ; ei" o(o+u 
wenn »==2m-+ 1 ist; und, indem man - — et “) 





) 








mit 6, u bezeichnet, 


(17b) ou = 2 as 6,uo"— wu] T [ou —@9 (75* 4; 


al 
wenn » = 2m + 2 ist. 
Es kommt besonders auf die Bestimmung von 


(18) git — 9 (22")| = P& 


al 




























386 L. Kreperr. 
an, denn kennt man diese Grésse, so folgt fiir nm = 2m-+ 1 


lg (ou) = ; B,u? + n lg (ou) + lg P(s), 


B, 
ou ou d lg P(s) be 
—- = Bua+n —-+—-———, dabe 
ow xp in 5 Glei 
~ ad? lg P(s) 
(19a) pu—npu — B,—— : a 
In ahnlicher Weise findet man fiir n = 2m + 2 Trax 
= 2 
(19b) gu = (n—l1)pu + p(u —@) — B, — oN Fe . 
Dabei ist Ks s 
2m - 
(20) P(s) == gm __ GC. a Gs" — 6 ee + Gan und § = PU, om 
es sind also G,, G,,... Gn» die elementaren symmetrischen Functionen 
der Theilwerthe ‘ 
20 40 2mo die 
oF), & CP), --- @ C5): G,, 
Ausserdem ist cust 
972 es r5 
21) B ={56 fir n=2m+1, ratic 
. 2G, +a , m—2m+2. welc 
Aus diesen Betrachtungen ergiebt sich der Satz: 
VI. Zur Transformation n Grades braucht man nicht die Theil- = 
werthe ~,, selbst, sondern nur die Grissen G,, G,, ... Gm (und fiir 
gerades n noch e,). 
§ 5. so 4 
Ueber die Anzahl der Transformationen n‘" Grades. Gra 
In gu ='9(u| -, a’) ist @ gleich po + qm’, wobei p und q 
beliebige ganze Zahlen sind. Den unendlich vielen Werthen, welche p 
und q haben kénnen, entsprechen aber nicht wnendlich viele Werthe von 
gu, sondern es giebt nur eine endliche Anzahl von verschiedenen 
Functionen gu, welche durch Transformation n'" Grades aus gu ent- ist, 
standen sind. Diese Anzahl nennt man die Anzahl der Transforma- ou 
tionen n'™ Grades. Mit ihrer Bestimmung hat sich schon Jacobi Gile 
beschaftigt. (Ges. Werke, Bd. 1, 8. 101)*). Hier kann man diese 
Anzahl auf folgende Weise finden. die 
*) Man vergl. auch Kinigsberger, die Transformation, die Multiplication ver 
und die Modulargleichungen der elliptischen Functionen, S. 70. We 
Joubert, Sur les équations, qui se rencontrent dans la théorie de la trans- bei 
formation des fonctions elliptiques, S, 13, 
Hurwitz, Grundlagen einer independenten Theorie der elliptischen Modul- a 
functionen, Math. Annalen, Bd. XVIII, 8, 528—592. 
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Es sei zunachst n = 2, dann wird 

= 12, u? = 

B,=9T—a, gue” cucu, gpu=pu+o(u—B)—po; 
dabei ist g@ die Wurzel einer Gleichung 3'" Grades, nimlich der 
Gleichung 
49° — 92.9 — 93 = 9. 

In diesem Falle ist also die Anzahl der von einander verschiedenen 
Transformationen gleich 3; die zugehérigen Werthe von’ @ sind: 
G=—-o, T=, T=—a+a. 


Es sei ferner » eine von 2 verschiedene Primzahl, also von der Form 
2m-+ 1, dann ist nach den Angaben in § 3 


~. 26 46 2mB 
@, =o ()+ 0S) +---+eCS) 
die Warzel einer Resolvente (n-+ 1)" Grades. Dasselbe gilt von 
G,, G3, ... Gm; man braucht aber nur eine dieser Resolventen auf- 
zustellen und zu lésen, weil, wie sich spiiter ergeben wird, G,, G,,... Gm 
rationale Functionen von G, sind. Die + 1 verschiedenen Werthe, 
welche @ dabei haben darf, sind z. B.*) 
a,a,a+a,2a+a,...,(n—lha+a, 
Im allgemeinen Falle gilt der folgende Satz: 
VII. Ist n eine beliebige ganze Zahl von der Form 
n= atbPcr..., 
so ist die Anzahl der von einander verschiedenen Transformationen n‘” 
Grades hichstens gleich 


T(n) =n(1++)(1+5)(14-)--- 
Zum Beweise dieses Satzes beachte man, dass 


2 <¢ , 2 
p FS + 2e(4o+uo’)) = 9 FS" 
ist, wobei A und mw beliebige ganze Zahlen sind, folglich andern sich 
ou und gw gar nicht, wenn man bei ihrer Bildung, wie sie darch die 
Gleichungen (14), (17a), (17b) dargestellt ist, in 
@B=—pa+ qa’ 

die Zahlen p und q bez. mit den Zahlen p+ nA=p,, q+ nu=—qQy 
vertauscht. Dann werden allerdings die Zahlen p und g méglicher 


Weise einen gemeinsamen Factor haben, dagegen werden sie niemals 
beide denselben Factor mit m gemeinsam haben. Setzt man nun 








*) Man darf natiirlich zu 2@ das n-fache einer beliebigen Periode addiren, 
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2m@ + 2Ho 
n ? 


ww, = 


so ist gu eine symmetrische Function der Gréssen 
9(w,), (2), ..- P((n—1)w,) 


und wird sich gar nicht iindern, wenn man w, mit rw, vertauscht, 
wenn nur r zu ” relativ prim ist, denn die Zahlen 


r, 27, Sr, ...(n—l1)r 
geben modulo » die Reste 
7.2, «0k — & 


nur in anderer Ordnung. Es liefern daher je zwei Gréssen w, und 
w, dieselbe Transformation, wenn 
w, = rw, + 2i@+ 2ua’ 

und r relativ prim zu » ist, so dass die Anzahl der Werthe von r 
gleich p(n) ist. Die Anzahl aller Gréssen w,, welche modulo 2a, 2 a’ 
nicht congruent sind, ist aber nach den Untersuchungen des ersten 
Abschnitts gleich g(n) 7'(m), folglich kann die Anzahl der von einan- 
der verschiedenen Transformationen n'*" Grades hoéchstens gleich 
T(n) sein. 

In Uebereinstimmung hiermit wird spiiter der Satz bewiesen wer- 
den, dass die Grissen, welche bei der Transformation n™ Grades auf- 
treten, siimmtlich rationale F'unctionen von einer Grisse sind, welche 
von einer Resolvente T(n)*" Grades abhéngt. 


§ 6. 
Einfihrung der Hilfsgrisse f(°, a’). 


Es liegt nahe, bei der Transformation der elliptischen Functionen 
die in dem vorhergehenden Paragraphen charakterisirte Grésse B, 
(resp. G,) als Hiilfsgrésse einzufiihren, durch welche die anderen bei 
der Transformation auftretenden Gréssen, niimlich G,, G,, ... Gm 
und die Invarianten g,, g, der transformirten Function gu, sich 
rational ausdriicken lassen. Dies ist auch in der That die Absicht 
von Herrn Weierstrass gewesen (vergl. F. Miller, de transforma- 
tione functionum ellipticaram. Berlin 1867). Die Resolvente, deren 
Wurzel B, (resp. G,) ist, wird aber nicht einfach genug, weshalb es 
niitzlich erscheint, noch andere Hiilfsgréssen aufzusuchen. Es sei nun, 
gleichviel ob n = 2m + 1 oder n = 2m + 2 ist, 


(22) Dus UT [p 72") — »(72)], 
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wo der Strich bei dem Productzeichen TT andeuten mége, dass 6 nur 
die von @ verschiedenen Werthe zwischen 1 und m annimmt; dann ist 
D die Discriminante der Gleichung 


a] 20 =[Tloe— 0 Patni e ye tnd 


a1 


Setzt man nun der Kiirze wegen*) 





Fail id i 
(24) Sap.ay—= — o(“), 
so wird 
ind OF ‘ 1)r ° 
(25) O—ap,—agq = - GO+ap,4 @q3 GO(a+rn)p,(a+rn)q = (-—- ) Gap, eq} 
O(n—a)p,(n—a)q = Sap,ag: 
Aus der Gleichung 
ir 
; ; (v—u) o(v-+u) 
a ih ah 
ten folgt daher 
un- +¢-s) 6 (setae ~) 


: 20D) (260 Wh 3 ¥ 
ich 0 (RS ) et (28) a ( (288) , 





er- oder 

uf- ; 2a 28a 9(8—a) —a)q % 

, oF - a : ote P,(B—a)q (B+a)p,(B+a)q , 
che (26) 9 ( ) 9 ( n )= 2 


2 
Cap,ag %Rp, 849 


Ist jetzt » ungerade, also n = 2m-+ 1, so wird deshalb 


T mu Bp, Bq 
IT {e @3°)— 9 Ce)|- — 


97 eb=1 on 3 
1en (27) S2up, 20g Sap, aq op, Bq 








B, f=1 
bei = 1)*—! 
Gn a ons ? 


2ap, 2aq “ap,aq 





ich ' ' ; . 
hh wobei also 6 auf der linken Seite der Gleichung nur die Werthe 
na- ‘a : — , 
*) Herr Klein hat in seiner bereits oben citirten Abhandlung die Be- 
= zeichnungen 
es 2an+2u Aw+ P 
' at 8AY (4 = sotpe') 2Zio+2uq | , 
un, 62,4 (|o,0') =e o(u— Retire \o,w), 
2a Qa ‘) 
ara = aten o-+ Kw _( 2+ 2He! . x) 
es a ’ 


eingefiihrt, denen die hier benutzten Ausdriicke entsprechen. 
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ee 


annimmt. Da nun noch 


.a—1l,a+l1,...m 


™m 


m 
(28) ] [ crepree =| tenn 


e=} e=1 


wird, so folgt aus Gleichung (27) 


m m(m—1) 
@ D-II TC) CH= 2 
seine | f one 


es 


Setzt man also 





= f (5, wv) = f= a ie Gap, aqy 
e=i 
so wird 
m (m—1) (n—1) (n—3) 
(31) D= (— 1) . f—2m+2 — (— 1) B frm : 


Diese Grosse f ist genau dieselbe, welche ich in Abh. 1 als Hiilfsgrésse 
in die Transformationstheorie der elliptischen lunctionen eingefiihrt 
habe. Schon aus ihrer Beziehung zur Discriminante der Gleichung 
P(s)=0 kann man schliessen, dass sie zweckmissig gewihlt ist. 

Man kann jetzt noch die Beschrinkung aufheben, dass » wngerade 
ist. Es war nimlich fiir wngerade Werthe von n 


f=(- iJ] Gap,ag' 


a=1 
deshalb ist nach den Relationen (25) auch 


™ 


f= (—1)"} [ on-arr, (n—a)q- 


ae=1 
Multiplicirt man diese beiden Gleichungen mit einander, so erhilt man 


n—t1 


(32) r(S, w)=p—(-1f J 60,09. 


e=1 


Durch diese Gleichung sei f? jetzt auch fiir gerade Werthe von n definirt. 


$7. 
Verschiedene Darstellungen der Grisse /. 
I. Es sei 


o' ni uni 22 


(33) he” , geme*™®?, se", 
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fin: 
Wi 


zel 
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so 
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dann wird bekanntlich 
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also 


er 
pe ~2 (£) io (222)... (*)7] 1—h?” s* mits —«a 
— Gap, og =e o(——)=—_ sin es eh, 





folglich ist fiir jeden positiven ganzzahligen Werth von n 


(34) —1)4 [] > ‘i =(* 7, “[] ae .*) 


Fiir ungerade Werthe von n war f selbst durch die Gleichung (30) 
definirt, aus der man in Uebereinstimmung mit Gleichung (34) 


(35) f=(- My yn IT a nen 


findet. Man kann auch diese Darstellung ohne Weiteres aui gerade 
Werthe von » tbertragen, wenn man eine Festsetzung iiber das Vor- 
1 


, 


2 
zeichen von (*) trifft. Dieses Vorzeichen soll stets so bestimmt 


werden, dass der reelle Theil von (2) positiv ist. In dem Falle, wo 
der reelle Theil gleich 0 ist, mége der Factor von 7 positiv genom- 
men werden. 

Nach dieser Festsetzung sei die Grésse f durch die Gleichung (35) 
ebenso fiir gerade wie fiir ungerade Werthe von m definirt. 


Il. Setzt man jetzt 
(36) 92° — 219, = A@, w) =A, 


so ist 


*) Hierbei. ist die b. .annte Relation 


n—1 
g-* aa (=) 
[[=C-« 
a=1 
verwendet. Eine ausfiihrlichere Herleitung der Gleichung (34) findet sich in 
w' ni 
Abh. 1, § 2. Unter h und z versteht man gewdhnlich die Gréssen e ° und 
uni 
2@ . 
e” , so dass bei dieser Untersuchung h und 2 eine umfassendere Bedeutung haben. 
26* 
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1 
1 . : 3 
A* — A" (a, 0’) = (2) 2” [To — 2) * 


v=1 


wobei (*) das vorlifin angegebene Vorzeichen besitzt. Aus Gleichung 
(35) folgt dann also 


24 ( @ ’ 
(38) ((*, *)=/= eG: ?. 


A* (a, o) 


Da die 24° Wurzel aus A(@, 3G’) eine grosse Rolle spielt, so midge 
dafiir ein besonderes Zeichen @ eingefiihrt werden; es sei also 


1 
z 3 ; 
(39) Q=—Q(@, w’)=(=) h® [Jo = A” (a, @’). 


=I 


Dadurch geht die Gleichung (38) iiber in 


oy ®) 
Q"(@, @) 

Bei dieser Darstellung vom f, die also fiir jeden Werth von n 
gilt, sei noch einmal auf Gleichung (31) verwiesen, (welche allerdings 
ur fiir wngerade Werthe von n hergeleitet wurde und) welche jetzt 
die Form 


(38a) f= 


(n—1) (n—3) 


n(n—3) ; 
(40) BD entndty’ © Sm 


qr*(* : , o’) 
annimmt. Dabei ist D die Discriminante von 
P(s) == §” — G, gm—! 4. 6." eee + Gin —_ 0, 


wiibrend Q'(a, BD) und Q(=, w’) hez. die Discriminanten der 
Gleichungen 


49° —g,.9—g,=0 und 49°—y, 9 — 9, = 0 
sind. 


Ill. Nach Gleichung (26) war 





(41) oC )- p (28 268) __ “e-oyn U—-o0s “etein Ctere 


a0, aq os, Bq 





*) Herr H. A, Schwarz bezeichnet in seiner oben citirten Formelsammlung 
die Grisse g,° — 27g,2 mit 16G. Von dieser Bezeichnung konnte ich keinen Ge- 
brauch machen, weil hier fortgesetzt die 24 Wurzel aus g,* — 27g,* vorkommt, 


wobei der Factor V/ 2"sehr lastig sein wiirde, 











Setzt 
(42) 


Relat 
(43) 
folgli 


(44) 


Von 


Da | 


ist, 


(45) 
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sil 
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Setzt man in dieser Gleichung 6 = 2a, so wird 


< 2aoa 4aB G3 a 
(42) » (7% a xe) — 9 (4s 7 .) = 3 ent q 
Sap, ag 2ap,2aq 
Hat nun n=2m-+1 die Form 61+ 1, so ist wegen der 
Relationen (25) 


(43) [[osons0 = [ [om eq und [Jenn a=(—1)] Joann 


e=1 


ung 


folglich wird 


dge (44) [Il Ce). 53 1] on ae — = (—1)f-. 


8 
a=1 
Von dieser Darstellung der Grésse f war ich in Abh. 1 ausgegangen. 
Setzt man in Gleichung (41) B = 3a, so wird 





(=) (5° a F20p, 2aq S4ap, 4aq_ 
2 7 ae e 
ap,aq “Sap, 3aq 
Da nun 
ln l ] Step, 4aq = (— * ‘7 ] Gap, ag 


ngs , s 
stat ist, so wird = 
n—l 
- 6ae -1 7 ie 
ws) [flo Cs®) - o(82))—-G* =n 
py Cap, aq 
a=l1 
In dieser Weise kann man fortfahren, indem man nach einander 
B = 4a, 5a,... setzt und [[leCs °)-—»9 (= se8)| bildet. Diese 
- Producte werden allerdings nur in +f, wenn die Zahlen x—1, 
“%, x+1 zu m relativ prim sind. Ist diese Bedingung nicht erfiillt, 
so erhilt man Gréssen, welche von +f? verschieden sind, auf welche 
ich aber schon jetzt die Aufmerksamkeit lenken méchte, weil sie gleich- 
falls bei der Transformation der elliptischen Functionen noch niitzliche 
Verwendung finden sollen. Auch die Ausdriicke von der Form 
[Ile (== = (eats =} 
ung sind zu beachten. 
Ge- 
mt, IV. Aus der Gleichung 


p'ug'v = [e(o—u) — o(v-+u)] (pu — gv)? 
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folgt 
(252) ¥ (2) —[o C52) — of¢S2 VIL C28) — of S2)P 


Deshalb ist nach den Gleichungen (44) und (45), (die aber nur fiir 
n=61-+-1 gelten), 


[[C2)eC2)=cn tr 












da ferner 

[ToCs)-c—»* [ree 
so wird 

[] °° (***' = f-6 
und 


(46) IT & (FS )=C er. 


Die Bestimmung des Zeichens ergiebt sich leicht aus dem speciellen 
Falle, wo @ reell und @ ==i@ ist; dann sind nimlich die Gréssen 


gy =<") simmtlich negativ, wahrend f positiv ist. *) 


V. Aus den Gleichungen (44) und (46) findet man schliesslich 
20 40@ 
} ' ; ™ o(— a }- ~~ (Fe a e. 
(47) f=(—p J] ms 
nt (5) 

eine Formel, welche zeigt, dass f eine rationale Function der Gréssen 

9 (22) und ¢’ (42*), also auch der Gréssen e(=*) und @’ (=*) ist, 
*) Ich habe hier diejenige Herleitung der Gleichung (46) benutzt, welche 

mir seit beinahe 7 Jahren bekannt ist. Inzwischen hat aber Herr Klein in seiner 


oben citirten Abhandlung die folgende einfachere Entwickelung dieser Formel 
mitgetheilt. Es ist 





4 =m — (2%) 
Vv — ou ? 
also 
o'(u 200) = __,_- 2ap, 2a = 2aq \ (20) 
Sap, eg 


folglich wird 
m 


(200 62 an, 2 (8 
vCx)— seen, [To @st)-[]at—-err. 
6 . 


ap,aq e=! e=1 Sap, aq 





Die Forme] (46) gilt also immer, wenn n = 2m + 1 ist. 
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§ 8. 
Herleitung einer fundamentalen partiellen Differentialgleichung. 


Die Grosse f oder r(F, aw’) ist nur deshalb als Hiilfsgrésse bei 


der Transformation der elliptischen Functionen verwendbar, weil sich 
alle tibrigen Gréssen, welche man bei der Darstellung von gu braucht, 
als rationale Functionen von f ausdriicken lassen. Zu diesem Zwecke 
muss zunichst eine partielle Differentialgleichung hergeleitet werden, 
aus der dann die vollstandige Darstellung jener Gréssen folgt. 

Es sei nun (vergl. die Formelsammlung von Herrn Schwarz, 


§. 41, Gl. (2)) 


(24-1)? 


(48) = 9001) = 25-17 ~f sin (2441), 
wo . 
v=, t=, h = e** 


sein mége. Aus dieser Definition folgt unmittelbar die partielle Dif- 
ferentialgleichung 

- oF eo 
(49) 4ni —* = Se? 
oder, wenn man die drei Gréssen wu, @, @’ als die unabhingigen 
Veriinderlichen ansieht, 

ae, are, 


5 5 St dat 
(50) Ut aa @ TR 


eine Gleichung, der noch die Homogeneitiitsbedingung 


(51) ww St 0 


hinzuzuftigen ist. Durch Transformation n'e" Grades treten #,, ou, Q, 
nm? B™) 7 an die Stelle von ,, 6u, Q, @, h, 7, und die Gleichung 


(50) geht fiir jedes beliebige m iiber in 


aa, 


aa, ’ 
Ou? 


7) died 





(52) nut 
Nun ist aber 
1 


niu iu? 


i >) 42 
=  --£ 
8, =(*) Qe ** ou, 8, —(*)' Qe 3S Sy, 
wobei, wie aus den Gleichungen (16a) und (16b) folgt, 


(63) n (m7 —7)=B,o 


ist. Wenn man also die Function S durch die Gleichung 
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S=—fre a ou 
ou 

definirt und in die vorhergehenden Gleichungen einfiihrt, so wird 

durch passende Anwendung der Gleichungen (50) und (52) 


(54) 








n—l 
n\* Of , 
(55) a; =(=) Vn S 
und 
» oS ot oS oF 
nxid? = —a|n n(n — 1) s(F 1) + 2n a, = 
Fe, , 92 #8 
oder 
nut aS 7” es alga, alga as 
(56) > 0a an ou ou a(n—1)8 on ou 
Nun folgt aber aus 
1 
5 iw 
a, =(=) Be = au 
a ee 
—-.- a ou? oc . 


so dass Gleichung (56) iibergeht in 


. 2 a =" 
(57) = td = ua +2n es (— a" + = cs) +n(n—1)S (a +pu). 
S ist hierbei als eine Function von u, @, @’ betrachtet, man kann 
aber auch S als eine Function von gu —s, g, und g, ansehen. Die 
Formeln, welche man bei dem Uebergange von der einen Auffassung zu der 
anderen braucht, findet man in der Abhandlung der Herren Frobenius 
und Stickelberger: ,, Ueber die Differentiation der elliptischen Func- 
tionen nach den Perioden und Invarianten“ (Journal fiir Mathematik, 

’ Bd. 92, 5. 311—327). Dieser Arbeit entnehme ich die Gleichungen 








as 26 1 OU 2 , 

lia RE cond. ——} (2s—us), 
©) 0g 0 

Ge = mt to FE — Shon +58; 0 


wobei also s statt gw und s’ statt gu geschrieben ist. Dadurch erhilt 


as _., 98 ra 8 dh 1 ‘05 dn 


0a os 0% 4} 09; @@ 
F , os 
(59) = = 7, (28? tm +8 =)+ 69575 +59 | 
2 


os 
— 3 [FF @s—us) + 49, 3 8 + 6g $8). 
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Ferner ist 
os os . @&S as 
Gu Ge 8 Gat Ge Ot Ge 88 — Fm): 
Wenn man ausser diesen Relationen beriicksichtigt, dass S in Bezug 
auf die Veriinderlichen s, g,, g, in dem Sinne als eine homogene Func- 


rd 


tion vom Grade — s—* angesehen werden kann, dass s von der 
ersten, g, von der zweiten, g, von der dritten Dimension ist, so findet . 
man 

3 28 es n—1 , 
(60) se + 29, 2 + 3933, +4 S=0. 


Durch diese Relationen geht eee (57) iiber in 


3 8 S 
2 £2 +[@—4n)st — + (3—4n) g,| > — 12.10g, tn 
(61) 

— =" g, 2 an 3g, + W(m—1)sS = 0. 
Diese Differentialgleichung kann noch etwas einfacher geschrieben 
werden, wenn man eine von den Herren Frobenius und Stickelberger 
(in der oben citirten Abhandlung) eingefiihrte Bezeichnung benutzt. 


Es sei naimlich D das durch die aie 
| (62) D(g) = 189, 52 + g.? $2 


definirte panorama dann erhilt man aus Gleichung ig 


2 

“ (61a) [6(4s°—g, s—g,) <2 = S 4 112(3—2n)s? —(3 — 4n)g2) 4 

3 — 4nD(S) + 6n(n—1) eéiakedl 
C- In etwas anderer Form findet sich diese fundamentale Differential- 
c, gleichung bereits in meiner zweiten Abhandlung iiber die Transforma- 


tion der elliptischen Functionen (S. 209, Gl. (15)). Dort ist aber die 
Function S durch eine Function 


Lea Qe S 
ersetzt, welche in dem oben angedeuteten Sinne in Bezug auf s, 9,, 95 


eine homogene Function O' Ordnung ist. Dem entsprechend sind 
It dort auch die Gréssen q, 7,, y,; durch die Gleichungen 


S= QQ, Jo= 8x2, 9,3 = O73, 72° — 217.2 = 1 
eingefiihrt, damit die vorkommenden Grdssen siimmtlich von der 
(es Ordnung sind, so dass man es thatsichlich nur mit zwei Verinder- 
| lichen g und y, zu thun hat. Diese Modification ist aber deshalb eine 
unwesentliche, weil 


(63) D(h) = D(Q**) = Dg,’ —279;") = 9, 
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so dass bei Benutzung des Operationssymbols D die Grésse Q wie eine 
Constante behandelt werden darf. — 

Ist ferner F eine homogene Function 0‘ Ordnung von g, und g,, 
so findet man ausserdem 


dF 


” dF : 
(64) D(F) = 187, y dy, _ 72° Q* dys; \ 


Wenn man also die Gleichung (61a) mit Q*-* multiplicirt, so geht 
sie in die Form iiber, welche ich in Abh. 2 mitgetheilt habe, namlich in 


> < eL © € 9 , 9 oL 
6(4¢3—y.9—7,) a + [12(3—2n)q? — (3—4n) 7] % 


(61 b) aL , 
— T2ny, + 6n(n—1)qL=0. 


Nachher haben auch die Herren Frobenius und Stickelberger 
am Schluss ihrer oben citirten Abhandlung die entsprechende Differen- 
tialgleichung fiir die Function B = f—*S angegeben und schliesslich 
hat auch Herr Klein neuerdings (vergl. die wiederholt genannte Ab- 


X, (u) 


handlung) gefunden, dass seine Function @ =- , welche fiir a= 0, 


p=1, q=0, p =0, g¢ =—1 gleich S wird, auch dann noch der 
Gleichung (61) geniigt, wenn @ einen der Werthe 0,1, 2,..."—1 
hat. Dabei beschriinkt sich aber Herr Klein auf den Fall, wo » un- 
gerade ist. Im Uebrigen ist die Function @ nur scheinbar allgemeiner 
als S, weil S eine Function der Grésse @ ist, welche noch die beiden 
beliebigen Zahlen p und q enthilt, wihrend bei den Herren Frobenius, 
Stickelberger und Klein nur der Fall @9 = @, @ = @ in Frage 
kommt. 


§ 9. 
Darstellung der Gréssen G,, G,,... G,, als rationale Functionen von /- 


Die Gleichung (61a) gilt fiir alle Werthe von s; daher miissen in 
der Entwickelung nach Potenzen von s die einzelnen Coefficienten 
gleich Null sein. 

Unterscheidet man zunichst zwei Faille, je nachdem n ungerade 
oder gerade ist, so wird nach Gleichung (17a) fir n = 2m + 1 


(64) S=— f3(s™@—G,s™-'+.--- + Gin) =>\- 1)*f*G, s*-¢. 

a=0 
Hierbei ist natiirlich G, = 1, wihrend die Gréssen G, welche in den 
folgenden Formeln mit negativem Index auftreten, gleich Null zu 
setzen sind. Indem man diese Entwickelung von S in die Gleichung 
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(61a) einftihrt und den Coefficienten von (—1)*s"-*+' gleich Null setzt, 
erhalt man 


24 a(2a+ 1)G,48n D(Ga1) + (n-— 2a+3) [(n+6a—6)9,Ge-2 
+ 3(n—2a+5)g, Ga_s}] + 24nG.i1D(Igf) =9. 
Fiir @ = 1 ergiebt sich hieraus 


(66) 3G, + nDilg f) =9, 


(65) 


und wenn man dies in die vorige Gleichung einsetzt, 
24a(2a-+-1)G,—72G, Ga_1+8nD(Ge-r) 
+ (n—2a-4-3) [(n+6a—6)9 Gas+3(n—20-+5)g9, Ges] =0. 


So findet man fiir a = 2,3, 4,... bez. die Gleichungen 


(66a){ 


240G, — 12G,? + 8nD(G,) + (n—1)(n+6)9,=0, 
504G, — 72G,G, + 8nD(G,) + (n—3)[(n-+ 12)9,G, 
+ 3(n—1)93)=0, 
864G, — 72G,G, + 8nD(G,) + (n—5)[(n+18)9,G, 
+3(n—3)9,G,)=90, 


(67) 





{ . 
Fiir n = 2m-+ 2 wird nach Gleichung (17b) 


(68) S = fV's— ei (s"— Gs" +--+ Gm) 
=e Vs—a>( -1)* f3G,s"-*. 
a=0 


Wenn man diesen Ausdruck in die Gleichung (61a) einsetzt, so hat 
man zu beachten, dass wegen der Gleichung 4e,° — g,e, — g; = 9 

. 18 gy €, + 92" 
(69) D (ez) = Te? a = 6e,? — 92 

= 

wird. Indem man dann die Gleichung (61a) mit 4(s—e,)* multiplicirt, 
nach Potenzen von s entwickelt und den Coefficienten von — s™+* gleich 
Null setzt, erhalt man zunichst 


(70) 3(2G,+e) + 2nD(g f) =0. 


Setzt man jetzt den Coefficienten von (—1)*s"—-*+ gleich Null, so 
wird mit Riicksicht auf Gleichung (70) 
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24a(2a+-1)G.+24(—3G,+4a(e—1)e,]Go1 
+|— 144e,G, +24 (n+ 2a? —5a)e,?+ (n?+4an—120?—Tn 
+30 a—18)9,] Ga» 
(71) + [(—712e,7G,+2(n?+4an— 120? —5n+48a—54)g,e 
+3(n?—4en+4a*+ 10n— 16a+ 12) g,]G._; 
+(n—2a+6) {[(n+ 6a—15)g,¢,?+6(n —2a+-5)9,e,] Ga 
+3(n—2a-+8)95 ¢2? Gas) 
+ 8n[(D(Ga-1)+2e, D(G.-2) + €2? D(Ga_s)] = 0. 
Hieraus findet man fiir « = 2, 3,4,... 
240G, —72G,?+48e, G,+8nD(G,) 
+(n—2)[24e? + (n-+3)9,] = 0, 
504 G, —72G, G,+ %e,G,+8n D(G,) 
(72) +(n—4[24e2G, + (n +9) 9,4, +3(n—2)g,] = 0, 
864G,—72G,G,+ 144aG, + 8nD(G,) 
+(n —6)[24e,? G,+ (n+ 15) 9,G, +3(n—4)9,G,] = 0, 








Man kann aber auch beide Fille vereinigen, indem man 
(73) S? = f6(se—1 — B, oe Bs eee By-1) 
setzt, wobei also fiir n= 2m+1 

B,=2G6,, B,=—2G6,+G,7, B, =2G,+ 2G,G,,... 
wird, wahrend fiir » = 2m + 2 

B,=26,+a, B,=2G,4+ G?+ 2aG,, 

B, = 2G, + 2G6,G, + a(2G4,+ G,?) 
ist: Dadurch gehen die Gleichungen (66), (67) und ebenso die Glei- 
chungen (70), (72) tiber in 

3B,+2nD(ig f) =0, 
120 B, — 48 B,?+4nD(B,)+ (n—1)(n+6)g, = 0, 
252 B, — 84 B, B,+12B,3+4nD(B,)+(n?+ 7n—21)g, B, 
(74) +3(n?—4n+3)9, =0, 
432 B, — 108 B, B, —48 B,?+ 60 B? B, — 12 B,*+4nD(B,) 
+ (n? + 9n—48) 9, B, +39, B,?+3(n?—6n+9)g, B, =0, 


pete 





Noch einfacher werden diese Differentialgleichungen, wenn man 


die Gréssen G,, G,,...; B,, B,,..., die ja in dem oben angegebenen 
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Sinne homogene Functionen von g, und g, sind, durch andere Gréssen 
ersetzt, so dass man es nur mit homogenen Functionen 0'* Grades 
von g, und g, zu thun hat; d. h. es werden dann alle Gréssen Func- 
tionen einer eingigen Veranderlichen 


—$ oder = $i 
Zu diesem Zwecke setze man 
3 
(15) Qen-sftmn (9) aT, TG — OT, 


und bezeichne der Kiirze wegen die Ableitungen nach y, durch Accente. 
Dadurech gehen z. B. die Gleichungen (66) und (67) tiber in 


Tr, +2ny,0 =0, 
2407, + 144,07,’ +(n— 1)(n+6)y,7=0, 
50417, + 144ny, 1,’ + (n — 3) [(n+ 12)y,7, +3(n— 1) 7,7] =0, 
8641, -+ 144ny,1,’ ee ee ee +3(n—3 estes 


24e(2a-+1)Pg F tpaek Pine 2a0-+3)!(n+-6a—6)y,F e-? 
+3(n—2a+5)y,F.—s]=0. 





Diese Gleichungen, welche sich iibrigens schon in Abh. 2 finden, 
besitzen den Vorzug, dass sie linear und homogen sind in Bezug auf 
die 4 Gréssen [., Fe—1, Tas, Fos. Daraus folgt dann auch, dass 
[. eine lineare, homogene Function von [, f’,’.,.., F@ ist. Beachtet 
man jetzt noch, dass [, gleich Null ist, sobald @ grésser wird als m, 
so liefert die Darstellung von [41 eine lineare, homogene Differential- 
gleichung (m-+-1) Ordnung fiir die Grosse T. 

In den folgenden Abschnitten wird nun noch gezeigt werden, dass 
immer eine Gleichung zwischen f, g, und g, besteht, welche hier kurz 
die f-Gleichung genannt werden mége. Aus dieser f-Gleichung findet 
man also D(ig f) und somit ist es durch Benutzung der vorstehenden 
Differentialgleichungen leicht moéglich, G,, G,,... oder B,, B,,... 
als rationale Functionen von f, g, und g, darzustellen. 


§ 10. 


Berechnung der Invarianten go, gs der transformirten Function ?w. 
Es ist fiir jeden Werth von » 


1 1 , 
eS 


pu ut se gnu + a5 Gout +: 
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Andererseits ist 
n—1 
ou =gu-+ >Ie( u — — =) — » (72*)| 
a1 
n—1 
=u?+ |x 92+ EP 9” (42° u? 
+|% 93 + +e os )| «+ 


g u=6¢?u — +9 9” u = 12095 u — 189, eu — 12g, 





Da nun 


ist, so folgt aus den beiden Entwickelungen von gu 


n—1 
gi— 60 >’ 9? (22*) — Gn—6) g,, 


e=1 
n—1 a 

— 140 5} 9 (258) — 219, 5 (222) — 14m — 1890, 
e=1 a1 


hierbei ist aber 


S'o( aS )=B,, >'p?(*2*) = B? — 2B, 


a=! es 








Se (=2°)— By? — 3B,B, + 3B, 


folglich wird 
(17) j= — 120B, + 60B, — (Gn—6)g,, 


(78) gs; = 420B, — 420B, B, + 140B,3 — 21g, B, — (14n—15)g,. 


Da in dem vorigen Paragraphen angegeben wurde, wie man die Gréssen 
B,, B,, B, findet, so folgt jetzt aus den Gleichungen (77) und (78) 


auch die Berechnung von gz und gs. 


Man kann aber fiir gz und g; Formeln geben, welche fiir die 
numerische Berechnung noch geeigneter sind. Aus den Gleichungen 


(74) folgt nimlich 
3B, = nD (ig f—) = nf? D(f-*). 
3n D(B,) = — 9B,? + n?f? D?(f-), 


also 


120 B, —_— 60 B,? + (n?+ 5n—6)g, + + n? f? D? (f-*) om 0, 
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oder 
(77 a) G2 — n? g, = <n? f? D*(f-2). 

Ferner folgt aus Gleichung (77) 
_ f* D (f-* gz) =840 B, —840B, B,-+280 B,— 42g, B,—(28n—30) 93> 
deshalb geht Gleichung (78) tiber in 
(78 a) 9s = ss f° D (fm). 


Eine andere Form dieser Gleichungen (77a) und (78a) findet man, 
indem man 


2n 
f= = (2-2 
setzt; dann wird nach Gleichung (64) 
my 2 d , 
D(f-*) = 187, Qe>+# FF — 187, Q+8, 


_ a F 
D*(f-*) = 3247, Bats Sgt) 


gz — ng, = 432? y, QSE-? d(ys8) 
» dy, 


(77 b) ya —=ntt (78 + 492 SED). 
2 
Ferner ist 
f*g2—= QO" 72, D(f—*g2) = 187, Q"++ ys’, 
folglich wird rs Waryees 
gs = ny, OQ y2’, 
oder 
(78 b) Cys = ny, Q!' 72. 
Wendet man diejenigen Bezeichnungen an, welche Herr Klein (Math. 
Annalen, Bd. XIV, 8. 111—172) benutzt, so hat man zu setzen 


=I, wy=—I-1, WHI, =I —1, CanGu 


und erhalt dadurch aus Gleichung (78b) die bereits bekannte Differen- 
tialgleichung 


2 1 
3 z 
: af. oad 
(79) ities te * ak mi. 


ae ae 
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Abschnitt IT. 


Verhalten der Grésse Q(a, o’) bei einer linearen Transformation 
der Perioden. 


§ 11. 


Feststellung der Aufgabe. 
eG. #) 
—— mu 
Q" (@, @) 
erhalten, welche den 7'(n) verschiedenen Transformationen »'** Grades 
entsprechen, ist es nur ndthig, der Grésse 2@ alle diejenigen Werthe 
zu ertheilen, welche nach § 5 die 7'(m) verschiedenen Transformationen 
liefern. 
Indem man nun beachtet, dass sich 


Q*(@, a) = A(a, ow’) = g,* — 279," 


Um die verschiedenen Werthe der Hiilfsgrisse f = 


gar nicht iindert, wenn man das primitive Periodenpaar 2@, 2@' mit 
dem iiquivalenten Periodenpaar 


203 =2pa+2qa’'", 20 —2p'o0+2qa (pd —pq=+1) 
vertauscht, findet man, dass 


(80) Q(w, @)—=e (2 1.) Q(@, «’) 
sein muss, wobei e(2 2), oder kiirzer 9, eine 24° Wurzel der Ein- 


heit ist. Diese 24° Wurzel der Einheit bildet ein Analogon zu den 
8'ee Wurzeln der Einheit, welche bei der linearen Transformation der 
Q-Functionen auftreten. 

Man kann sie sogar auf die Bestimmung der letzteren zuriick- 
fiihren, indem man die 24’ Wurzel aus A mit der 8' Wurzel aus 
dieser Grésse durch Transformation dritter Ordnung in Verbindung 
setzt, wie dies bereits Jacobi in seinen Fundamenten gethan hat 
(s. Band I der ges. Werke, Seite 237). 

Wenn ich trotzdem hier noch ausfiihrlich ein Verfahren fir die 
Lésung dieser Aufgabe angebe, welches dem auf die 0-Function be- 
ziiglichen Hermite’schen nachgebildet ist*), und welches ich bereits 
vor 5 Jahren den Herren Weierstrass und Klein mitgetheilt habe, 
so geschieht dies, um das Verstaéndniss der vorliegenden Unter- 
suchungen von dem Studium anderer umfangreicher Abhandlungen 
unabhiangig zu machen, namentlich aber, um die Resultate in derjenigen 


*) Liouville’s Journal, ser. 2, t. III, p. 26—36. 
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Form zu gewinnen, in welcher sie spiiter von mir verwendet werden. 
Vielleicht bieten auch die Betrachtungen, welche zu meinen Resultaten 
fihren, an und fiir sich einiges Interesse.*) 


§ 12. 
Definition der Function (vw). 


Um das Verfahren von Herrn Hermite nachzubilden, werde eine 
Function ®(w) benutzt, welche durch ihre Kigenschaften den 0-Fune- 
tionen sehr nahe steht. Diese Function werde definirt durch die 
Gleichung 

; + © (6241) 
(81) o(w)—= (7) S’(— 1th * cos (6441) S™)™), 

I=—ex 
welche ich bereits in Abh. 1, Gleichung (27) angegeben habe. Dort 
findet sich auch schon in Gleichung (31) die Relation 





1 3 u? 
24 2a 
(82) D(u) = Ae “" 6,uG,u6,u. 
Hierdurch ist die Beziehung von ®(w) zu den Functionen 
6,u = en" o(@-+ u) = etnu o(@ — u) 
' 6@ co ° 
‘ " a “4 6(@" — 
(83) 6,u =e" ™ oo F*) ety 7 =, 
6@ 6@ 
6,u = e-tu oh +*) =etiu pn» Ai = 
: 6@ 6@ 


gegeben. Von der Richtigkeit der Relation (82) kann man sich ent- 
weder dadurch tiberzeugen, dass man die Werthe von wu aufsucht, fiir 
welche ®(w) verschwindet, oder man kann auch die drei Gleichungen 


1 
nu 


cay V/e.—e, le 6,u 
(84) 


1 


=h* (ete) | Pa—ne nati ey +i, 
9=1 


*) In der That ist auch von anderer Seite in neuerer Zeit der in Rede 
stehenden 24'" Einheitswurzel besonderes Interesse zugewandt worden. Herr 
Weber giebt in seiner oben citirten Abhandlung eine Bestimmung auf rein arith- 
metischem Wege, wihrend Herr Molien (Berichte der k. siichs, Ges. ad, Wiss. 
vom 12. Jan, 1885) die sogenannte Cauchy’sche Methode benutzt. In der Note 
des Herrn Molien finden sich auch noch weitere Literaturnachweise. 

o' ni 
**) h hat hier den tiblichen Werth e “ ; dem entsprechend sei in dem 
uni 
Folgenden z =e?” 


Mathematische Annalen, XXVI. 27 
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nu 


1 
3 _ aw cy 
r (€) Ve,—ee *° 6,u— | ] (1—A*) (1? 12?) (1h), 


v= 1 


(84) 


2 ; a nu wo 
(2) Ve,—e,e *” 6,u— [] (1—h?*) (1—h?*—1 2?) (1 —h?*—! 2-2) 





mit einander multipliciren. Mit Riicksicht darauf, dass 


1 
V2 Ve, —e, Ve, —e, Veys—e, = A= @ 
ist, erhalt man dann 


wt ate 
(85) 2(°) @e *” 6,u6,uG,u 


1 e) 
= h* (e+e) | | (1—A?*)3 (1 -+-h? 2?) (1h? 2—*) (1 —h4—224) (1—ht-22-4), 
v=1 


Dividirt man diese Gleichung durch 


3 1 
ey on  afe\'.t 24 nes 
(2) @ = 2(2)'# [Ja—wy, 
so wird 
__ 3yw 


(86) Qe *” 6,u6,u6,u 

I 

1 

2 z1 = 

=(2) ste h® ] J tne (hp 02) hr 2-9) (1 hAr-tg') (1—h*2-4), 
v=1 

Der Kiirze wegen mége der Ausdruck auf der rechten Seite dieser 
Gleichung mit F(z) bezeichnet werden. Es ist dann F(z) eine un- 
gerade Function von z, welche sich nicht aindert, wenn man ¢ mit 
z— vertauscht. Indem man F(z) nach steigenden und fallenden Potenzen 
von z entwickelt, kann man schreiben 


+a 
F(z) — >a pot, 


Zur Bestimmung der Coefficienten a, bildet man F'(hz) und findet 
durch einige einfache Zwischenrechnungen 

(87) F(e) = — b's F(he), 

oder , 


+a 


+e 5 
Dae asi Da, hemes geet ME: Gin—3 h2™—2 g20+1 , 
—o —@ 


—_—s 











Dar: 
(88) 


(89) 


Set 


sO 


De 
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Daraus folgt 
(88) An = — A,_3h?*-*, 

Da sich F(z) nicht aindert, wenn man ¢ mit g-' vertauscht, so wird 
2) (89) F(z)= >in (g2mtt + g-2m—1) 2 >'0, cos (2n+ 1) a 

s=0 n=0 


Setzt man nun 
1 9 25 


2ay—= Gh", 2a,—ch”, 2a,—c,h®, 
so wird nach Gleichung (88) 
(64+1) (6443)? 
2 asa —_ (— 1) Co h - ’ 2 dsa+s = (— 1)*¢, h oJ ’ 
(62+5) 
2 dsa+e == (-- 1) Cy h i 
Deshalb be die Gleichung (89) iiber in 
(6a+1) 


Fo=a SA 1yhr ™ eos ((6 4-41) © *) 


© (6248) 
(90) +e, >)(—1h ™ cos((64+3) % 
4=0 
(62-45) 





+4 3 1fh __ cos((64-+5) ™ >). 











4). Dabei ist 

(644-5)? 

12 

= > (—1)*h cos ((6 4+5)= “= ) 
n (64a—1" 
” = — —1%h = cos((6a— 
ne Fs (— 1h ™ eoa((64—1) 35) 

(6417 

‘anita > Ih ™  cos((64-+1) 2% 


A4a=-1 


ferner findet man aus der era: 


(64-41) 


(86a) F@) = Q=(% , re ya 


Aa=—@ 


fiir die Gréssen ¢,, c,, ¢, die Werthe 


= zt 
a\? i =} 
¢) = (=) ? Fy Ot ie 
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folglich ist 





(64+1)? 


i +e 
Fe) =(3) Di 1Fh * cos (64 +1) $5) 


Damit ist die Richtigkeit der Relation (82) bewiesen. 
Beachtet man noch, dass 




















_ = 
6, U6,U6,u = — > ~Puoru, 
so wird 
3yu? 
= , eo 
(91) D(u|@, o') = O(u) = — — Qe ™ g'ucru*). 
§ 13. 


Lineare Transformation der Function (u| a, o’). 


Vertauscht man die primitiven Perioden 2@, 2@' mit den 
aquivalenten 
20 =2po+2qa, 20'=—=2pa0+20, (pq —yq=—+1), 
so andern sich die Functionen g’u und ow bekanntlich gar nicht; es 
wird also nach Gleichung (80) 
oe 


O(u|o, D') = — 1 0 (2° 1.) Qe 20 gp ueu, 
2 P,@ 


wobei 
n=pyn+aqn, 
7 1 , ’ 
a A= (n(po + qa’) — (pn+qy') o] = 


qui 
208 


ist. Man erhilt also 


sf 4 
(uj o, a’) = o( 4? q Je? 7 ou @, @') 


(92) weer 
=o (Bt )e** ou) o, 05, 
_ Sqwai uni 

oder, wenn man mit 2e ‘°° *” multiplicirt, 


*) Im Anschlusse an diese Formel und seine eigenen neueren Entwickelungen 
bemerkt mir Herr Klein, dass man setzen kann: 
P(u|o, wo’) 
3nu* 


= 2%.9.6™ (at.-+9,( 25 = 88 a) — aPigmtngf 2 — 89 1): 


2 2@ 















(93) 


werd 


dani 
p(w 


hier: 


und 


(96 


(ab; 
iibr 
mal 
(97 
wo 
wil 
dw 


(98 


. 
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_ 3quni uni 


uni 
(93) 2e ** * oul a, a’) =o (% te * ou) 0, o). 








p,q 
Der Kiirze wegen mégen jetzt folgende Bezeichnungen eingefiihrt 
werden : 
3qu* 64 (64+ 1)? 
vimayen — et (FE < wy Se 
(94) 
3quv 61+ 1 (64+ 1)? 0’ 
He.) — sat (Skt )u “+ on 7 
dann wird 


p(u-+ 2@,4) = g(u,4 —g) + 64—4qg7 + 9+ Gt+1)( — 1). 
Da nun g und qg nicht gleichzeitig gerade sein diirfen, so folgt 
hieraus 
p(u + 2, 4) = p(w, 4— gq) + q (mod. 2), 


p(u + 2ne, 4) = p(u, 4 — nq) + nq (mod. 2). 
Dies giebt 
(95) eX ip (u+2 na, A) a (— 1)"9 eri (u,A—ngq) ; 


und 


Ebenso findet man 
), (96) etiw(ut2nw,d) — (— 1)r emi (u,d+ngq), 


8 i 
Macht man jetzt noch die Voraussetzung, dass q positiv ist, da 


(abgesehen von dem besonders zu behandelnden Falle gq = 0) alle 
iibrigen Fiille auf diesen zuriickgefiihrt werden kénnen, und setzt 
man dann 

(97) A=uq+y, 

wo w alle ganzzahligen Werthe von — oo bis + oo annehmen midge, 
wihrend v nur die Werthe 0, 1, 2, ...q—1 durchliuft, so wird 
durch Anwendung von Gleichung (95) und (96) 


1 +a 
> (— 1) exip(u, a) ¥ (— 1) >) etivetue, ”, 


4=—a v=0 2. 


> (— 1) em iw(u,) -5 (— 1)’ Ss e%iw (ut2uo,»), 
_ 


4=—a “=—o@ 





(98) 


Durch diese Relationen kann man die Gleichung (93) umformen. 
Setzt man nimlich zunichst fir O(u|@,@’) und O(u | @, w’) ihre 
Werthe nach Gleichung (81) ein, so wird 


1 +o 
a — 1) Seti 2) 4. exiw(u,a) 
adel ge een + on 


1 © (6A+-1)?w' wi / Gaunt (6442) uni 
a kid 2 Pp» 4.) >> a i ~ Po ( 20 i ve) 
—(=) (et) >| ly e e +e ; 














L. Kyererr, 


oder 


1 qi +o 
bs 4 2 ; ; 9 , 
‘ > (— 1) ee [et P(u—2 ne, ») + et vrtine,*) 
wade ) _ 


(99) a 
1 +2 (6A+1)°w' ai / 3huni (34+) uni 
a \2 P, 4.) 1)4 “2e ( o = “e | 
= , , — e ée . e 
(=) o( 42 PAS + 
=—— @ 
Nun ist 
ro @ +o 
[et (u—2 ue, %) oa emi (ut2Qu @,%)] du -{ [7 Pius») ert ¥(,»)} du 
0 L=——@ —o@ 
und 
2@ 
"Shunt 2a fir 1—0, 
e™* du= { 
0 , 420; 


0 


20 
_ BAH)uni 
2a . 
f: °° du=0; 


0 


deshalb folgt aus Gleichung (99) durch Integration zwischen den Grenzen 
( und 2@ 


+ a 


>> 
( = =) ha (— 1)" f [er + ex Pius) dus 
(100) aoun — = 


i 1 
ae t. 2 Pp)» 1.) Ry 
@) e (3 q ane. 
Nun ist nach Cauchy bekanntlich 


+o 1 
; P u®—2abu-+-e re 2 
(101) Jee tadute dy = ebte(2), 


—D 


by 
wenn die reellen Theile von a* und von (=) positiv sind. Diese Be- 


dingung ist erfillt, wenn man 


« 2 " a \2 , . 
Sens 3qut Sed = ts ©} 1 (61+ 1? @' xt 


400” 20 25 ) 7 (oo Ro 





setzt und der Einfachheit wegen annimmt, dass @ reell und @ = ia 
ist; es ist dies eine Beschriinkung, die auf den Werth von @ gar 
keinen Einfluss hat, Es wird dann namlich 















(10! 
und 
(10 


Set 


Wi 
ni 


di 





lu 
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~ 4@%(p+qi)  4a*(p? + q@)’ 
@ xt nt . a 
B+ om + EE (p— 264 +1) + Gd+ VAI, 
so dass die Gleichung (101) iibergeht in 


aR ays 3qnt — 39%(4 + Pi) 


+ 
(102) J es 


—oa 


£ [p—262+1) +6241F9'] / gay \t 
“B8qi J? 


und dem entsprechend ist 


+2 1 
+ 2 " 
(103) fert¥™ duh ¢ jay PHO DHOHHI (oo yt 
oy, “Bqi 
—@ 


Setzt man dies in die Gleichung (100) ein, so ev>#]t man 


pri q—l (6¥-+1)*¢ 2é 


‘G yay noi (= re cos sot) 5) 


2 “(2 1) 20 
oder, wenn man die Bestimmung iiber die Vorzeichen gehdérig be- 
riicksichtigt, 


p,q . (p—3q) ai g—1 (6941)? q' ai wee 
104 ( ? ‘) = ae 12g Ss i v 12q Oval , 
(104) @\n’ g Vac ° Pa (— 1)"e cos (57 n) 


Ist gq = 0, so muss p=-+ 1, g —-+ 1 sein. Dieser Fall muss, 
wie schon vorhin erwihnt wurde, besonders behandelt werden. Zu- 
nichst sei 

p=+1, d=+1, abso T=, BD’ =pa+a’, 
dann ist 





3A 64+ 1) (p'o+ a’ 
p(w, 4) =+ Za * + = + ite ors), 
i 6A4+1P% (pota 
w(u, a) = —_ 225° — + \ yee *). 





Deshalb wird fiir alle Werthe von 4, die von 0 verschieden sind, 
20 p ni ‘ni 1 
fein du=0 und Joins du=2e" kh” @ 
0 
Dagegen ist fiir alle Werthe von A 


20 


J eriwnd du — 0, 


0 
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Wenn man also die Gleichung (99) zwischen den Grenzen 0 und 
2 integrirt, so erhailt man 


pnmi i 


1 
(2) 2ae7 7? — oh® 20 ( =) 


oder 
‘1,0\ 3H 
’ 12 

(208) ° 9" I ) a 

In ahnlicher Weise findet man 

; (p' +6) ni 

. - J 0 oa 

C99} e ( P; _i)=6 ; 


§ 14. 
Zurickfihrung auf Gauss’sche Summen. 


Aus der Gleichung (104) erkennt man noch nicht unmittelbar, 
dass g eine 24'° Wurzel der Einheit ist; deshalb soll jetzt eine Um- 
formung des Ausdruckes fiir @ vorgenommen werden, welche auf 
Gauss’sche Summen fiihrt. 

Der Kiirze wegen sei 


(107 Fi aa l6r4 12 q' +12¥ ¢4+129-+4 2} 
) (v) = 


? 


ae 
se [(6 »+-1)* q'— 12 vq—12 »— 2) 


(108) Gi(v) =e 
dann geht Gleichung (104) iiber in 


? 


7 (p—3q)ai q-1 
' P,4q 1 i2 — — 
104 a) 0 ( , )=- Dein (F(v) + G(v)}. 
\ vd) ~ Vag a! 2 


Nun wird aber 


° (6 +1) 943 ¥q'-+¢+1] e 4 *[(6-+1)q'-+3uq'-+9+1) 


(109) F(u+v)=—F (ue '(v)e ‘ 


vati } : i : 
a ((6-+1)9'-+3 vq'—q—1] PR (6r+1)9'-+3 4 9'—g—1) 


(110) G(u+-v)—G(u)e * =Gi(v)e * 


Fiir uw = q folgt hieraus, weil (g + 1) (g’ + 1) immer eine gerade Zahl 
sein muss, 

(111) Fiv+qg=Fi(v), Giv+q=G(r). 

In Gleichung (104a) darf also v ein beliebiges Restsystem von qg durch- 
laufen. 


Jetzt sind je nach den Werthen von q und q’ vier Hauptfille zu 
unterscheiden. 











also 


ode 


als 


(11 
Set 
(11 
so 
da 
di 
ge 


(1 
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nd I. Hauptfall: q=3€ +1. 
Wenn g = 3§ + 1 ist, so wird 
ad ni 
G(E—v)=— Five *, 
also 
= —1 
S (Fw) + G(v)] = D> (Fo) + @& — »), 
v==0 = 
oder 
—1 = ni —1 ons ni —1 
roy +eo—A+e*) Sree tvs S Fey, 
v=0 v=0 v=0 
also 
(p—5q)ai g—1 
P, ~ dae A 
(112) Q (2 q Va e = F(v). 
Setzt man jetzt in herkémmlicher Weise 
‘I, 
n—1 29 mani 
n- R a 
e (113) ae = 9m, n],*) 
so sind schon von Gauss in seiner Abhandlung: Swmmatio quarun- 
darum serierum singularium (ges. Werke, Bd. 2, S. 11) die Werthe 
dieser Summen angegeben. Auf solche Gauss’sche Summen kann 
—1 
man nun F(v) zurickfiihren, doch muss man unterscheiden, ob g 
v—0 
gerade oder ungerade ist. 
I. Ist q=6a-+ 1, so setze man 
(114) w= a(p +1) (q+ 1)=2a3e + 1)(p+ 0, 
so dass w sicher eine durch 4 theilbare Zahl ist. Es wird dann 
6u+l=—@(p+1)—p», 
7 (6ut+tld+at+1l—aqlet+Dag—pr+)] 
=a?’ —-)rtat)@+th)—g_, 
1) also : , 
(6u+1I¢+¢+1=— aq (mod. 29). 
hl Deshalb ist 
YEG utt)a'to+l+39q') ¥{3¥q'—gq') wi 
e? emis q : 
. oder, wenn man mit 
| *) Dieser Ausdruck g[m, 1] ist nicht zu verwechseln mit der in Gleichung 
a (94) definirten Function g(w,4), welche in dem Folgenden gar nicht mehr be- 
nutzt wird. 








L. Kieperr. 


vine) ag’ mi 
q 


l=e 


multiplicirt , 


i : 2 (3 @-+-2) 9’? wi 
= ((64-+1) q’+-¢+143 99’) as 


(115) e =e : 
Deshalb wird nach Gleichung (109) 


28 a+2)q' v* ni 


(116) Fu+r)—Fu)e * =Flu)r, 
wo 
2Sat2%q'mi gt 
ree!) Sree giGet+2 eal 
v—0 


ist. Dies giebt 
—t1 q—1 
Fv) = >» Fut) =F g3e4+2¢,4) 
r=0 v=0 
und nach Gleichung (112) 
(p—5q) ai 
6a 1 1 , 12 
(117 2, © j= 3a +2 e ™ FPF 
) o (3 q yq Viet 2a, a) ts () 
ma 





7 p[(3a +2) q', gle 


Da 7 p((3« + 2) q,q) bekannt ist, so bleibt nur noch E zu 
q 


berechnen tibrig. Hierbei ist aber zu beachten, dass man EF um ein 

Vielfaches von 24 vermehren oder vermindern kann, ohne dass sich 

@ aindert. Dies soll benutzt werden, d. h. es soll ein mdglichst ein- 

facher Ausdruck gesucht werden, der zu FE modulo 24 congruent ist. 
Nach Gleichung (114) wird 


_— Bet 1g +1—3eql(p +) +r)+-6e+)DG+), 
und weil 6uq durch 24q theilbar ist, 


E =~ [p— 5q+ (64+ 18g + 12mg + 124 4 QI 


q 
=F [p—da +24 12e{3e+1)¢+1 +4) 
=7_(pt+d—5q42 +4 12uBe + 1) @ +1), 


oder da 

28e+1)—q+1, 66=—(@—1)(p+1), P—1=— aBe+)), 
=F lpt+¢—5q+24 6n¢ + 1)) 

=F lpt+¢—5a4+24+(—1 (od +et+a +), 
















also 


(11 


mai 
Set 
so 


(6, 


un 
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also 


E=q(p+q¢ + 2)—5. 


(q(p+¢ +2)—5) 4 
,6a+41 tate tay 
8s) (Fg + )=aolBat2 age” 


Dies giebt 


I. Ist q=6a— 2, so miissen p und q’ ungerade sein, so dass 
man setzen kann 


ptl=2a, ¢q+1=-2d. 
Setzt man hier 
usa(2a—1), also 64+1—2aq—p, 








so wird 
(64+1)¢+9q+1=—q(2aq'+1—p)=a(1—p)= qq (1—?’)) (mod. 29) 
und whe 
Ht eutia'tetitseq] 2 * *4i¢_gp'48) 
(119) e* =e ‘ 
Deshalb wird nach Gleichung (109) 
1st e—ap'+8) 
(120) Fuutv)=F(uje * = Flu)”, 
wo 
_ (g—gp'+8)q'ni —1 . 2g—1 ' 
, de Sr at Sel ote +3)020 
eln v=0 v=0 
ich ist. Dies giebt 
in- as oe 
- F(v) = dD) Fut +) =+ Flu) oq — av +3) @, 24) 
v=0 v=0 
und 
», 6a —2 1 (een 
(%° j=. —~(a—ar+3)q,2q)e “" Fw) 
(121) Pid 2Vq Eni 
1 , “R 
=e = —qp+3)qd,2q]e° . 
7; pla — ap + 3) ¥, 24) 
Dabei wird , 
E=~[p—5q+ Gut Ui g + 12uq + 124 + 2 
1 , , 
1), —_ (\w— 14+ 20g — p+ Gu + 1) gq Gag'+ 2 — p)] 


=2a—7+ H+ 1) ag +2 —p’) 
= 2a —7+4 2aq +2—p' + 4a(q—1) (ag’+ 1) — 2ap'(q—). 


Nun ist aber 





L. Kreperr, 


4a(q — 1) (ag + 1) = 12a(2a — 1) (2ad — a+ 1) 
= 24a*d(2a— 1) — 12a(a—1) (2a—1) 
ein Vielfaches von 24, so dass 
E=4ad —5—p’ — 2ap(q—1)=p+q —3 — py — }). 
Dies giebt also 
(p-+q'—3—p p'(q—1)]ai 


, 6a —2 — a 
(122) o (2 a, \-a% 9 [(a—p'a+3)q,2Q]¢ " 


IJ. Hauptfall. q—3§ —1. 


Hier wird 
G(—§ — v) = F(v) e*, 
also 
> 0) + Ge) — 5 Fo) + et —( 4") Sry, 
also 
(p—q) wi 
‘Pp ° 3& —I 12q 

(123) 0 (Fro \— i S re) Fv 


Wie beim ersten Hauptfalle, so muss man auch hier unterscheiden, 
ob q ungerade oder gerade ist. 

II*. Ist q = 6a — 1, so findet man ganz aihnlich wie im Falle 
I*, indem man »w = «(p+ 1)(q —1) setzt, 


>. 2(3 a+1)q' xi 
S r= S re+n—Fw > ’ 
v—0 


v=0 _ 


= F(u) p[(3«+1)¢,4), 
und da 
(p—q) mi [9 (p-+9'+2)—1] wi 
F(u)e 12q —- 12 
wird, so erhalt man 
‘p 6a — Seta 
(124) ela )-7 py Ve+ 8 )q, ale 


Il*. Ist q¢=6a + 2, so miissen wieder p und q ungerade sein, 
so dass man setzen kann 
pti=-2a, ¢d+1—22. 
Giebt man hier der Grésse w den Werth — a(2« + 1), so findet 
man ahnlich wie im Falle I» 


1 1 
Y r ’ ‘ , , 
S F() = >’ Ft») = > F(u) ola—v'¢ + 3) g, 24) 


r= r*=—0 


















un¢ 


(12 


fol 





-1) 


Ii 


lle 


in, 


det 
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und deshalb 


p, 6a+2 


1 |—p—¢'—3+ p+) 
25) = — ay. € ’ 12 
025) (Fg) = yz Pla a-+8)9' 2416 


Ill. Hauptfall. q=—3&, ¢ =3y —1. 

Da q und q’ nicht gleichzeitig gerade sein diirfen, so ist 

(q-+1) (+1) =0 (mod. 6), (q¢+1) (q—1) = — 2 (mod.6), 
folglich wird nach Gleichung (109) 


2a 


F(v+t) =F), Guv+t)—e * GQ), 


S Fe -3 5 Fw, 


also 


—l 2ni 4ni ae | 
aw = (146 > +e *) Sema 
o=0 vr=—0 
Daher erhalt man 
- (p—3q) ni —1 
26 p, 38 i af aT 
(126) e (3 35 _ 1) re > Fe 


Aus der Gleichung pq — p'q = + 1 folgt nun, dass hier p + 1 
durch 3 theilbar sein muss; es sei also 


p+1=—36. 
Ili. Ist q=6a-+ 3, so setze man 
w= 2a(a + 1), 
wodurch man erreicht, dass w durch 4 theilbar ist. Jetzt wird 
bu+l=—fg(2e+1)—p, 64+1¢+9+1=a79 (mod. 29). 
Daraus folgt ' 


"HE eutia'tetitsvg) «= LEP ievtg) $F ios) 
e? ase ¢ ame ! << rr", 


wo 


(a+) q' at 2(a+1)q' wi - 
tone. * Oe wear ’ S or ole + Ig, 20+ 1] 


v=0 
Man erhalt daher nach Gleichung (109) 


F(u + v) = F(u) yen = F(u) vr’ 


und 









L. Kigeerr. 


(p~8q) mi 
.< 3 . : : 
r eo = Veuei pl(a+1)q,2a+1) Flue “7 
(127) Eni 
12 
“FT pl(a+1)q,2a+1Je”. 
Dabei ist 


E=~ (p— 39+ ut iP ¢ + 12uq + 12p + 2 
(p+ +2—39)+—"(Be+Ig+ath 


(p+q+2—39)+ ts (a+ 1)(q’+1)+ 12uaq'+1+ep). 
Da nun w durch 4 theilbar ist und 
12 (a1) —=24Ga(a?+ 2e+1)—=— 36+ £q(4e?+6e+ 1) 


wird, so ist modulo 24 


E=—(p+¢+2—39) + me (@ +1) (¢ +1) 


7 @td +2—3q — 36q — 36) + 6 +1) (4a? + 6a + 1) 
=— p —3 + n(120? + 18a + 3) 
=—p —3+ 'n(6a + 3) = ong — p’ — 3. 

Man erhilt also 


(nSq—p'—3)ni 


3t—1,60-+43 
(128) e(°§ s. 3yti)= Wet pl(a+l)q,2e+ je ® 


Til. Ist q=6a, so muss q ungerade sein. Deshalb ist g’+ 1 
durch 6 theilbar und ebenso p+ 1; man setze daher 


p+i=—6o, ¢+1=—6r. 
Ferner sei u—=—6, also 
6u+l=——p, 6u+1)¢+q4+1=(1—p')q=(1—p) aq (mod.2q). 
Daraus folgt 


i ’ . n vq’ ni ' 
PH" U6 M+) g +e 899) A AE rte 4 e-'o+8) 
e == ¢ =e g = v3, 
wobei 
Seat = 
=2 8! (9q—2ap'+1) Ge Sata = nt 
T=e q =e ? 
2a—1 4a—1 


1 


a rr = + @[(2a — 2ap' + 1)q,, 4a}. 









und 


die: 


(12 


fol 


als 
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ni 


Nach Gleichung (109) erhalt man also 
F(u + v) = F(u) 











und 
66—1, 6a 1 . P 4 ; (p—8 9) ai 
0 (°° Gr —1) = appz PIRa—2ap +1) q, 4a] Fue * 
1 Eni 
ei eeitiion , , , a 
Waz 7 (2@e—2ap'+1)¢q, 4a]e 
Dabei ist 


1 ‘ 2 9° 6 6 
E=— ([p—3q+ Gut 1d + 124g + 12p + 2| 
1 , ¢ G 
=| (p—3a+ va — 2pq — 2q— 2p) 
= pp — 2p —5; 
dies giebt also 
ee —1, 6a ) 
. 6c¢—1 
(129) sie (p'—2 p—5)ni 


1 ’ ’ a ae 
sa 9a—? 1 
1) Vix gy [(2 « ap + 1)q, 4ale 


IV. Hauptfall: q=—3&, g —=3n+1. 


Hier ist 
, (q+ 1) (¢ + 1) =2 (mod. 6), (@ + 1) (¢ — 1) = 0 (mod. 6), 
folglich wird nach Gleichung (109) 


2ni 


Fv+t)—e* Fv), Gv+)—G(v), 


Feoya(14e! +e’° F(v) =0, 


v=0 = 


> G(v) = 3 S G(v). 


v=0 


also 


Daher erhalt man 
3% ; (p—8q)mi §-1 
‘ P,: a ae 
(130) @\n', 3n+ 1) Vi’ = G(v). 

Die Rechnungen werden daher in diesem Falle denen des vorigen 
Falles ganz ahnlich, man hat nur F(v) mit G(v) zu vertauschen und 
statt der Gleichung (109) die Gleichung (110) passend zu verwenden. 
Dadurch erhilt man die beiden Formeln 








L. Krererr, 


CHE STH) 


(—ub ote’ 3)i 


1 


= Vesa Pe +d, 2a4+ ie * 


1 


und 
66+1, 6a 
, a 
(132) Adhd ) (pp'—2p—1) mi 
= x p[(2e—2ap'+1)q,4ale * 
§ 15. 
Tabellen. 


Es erscheint zweckmiissig, die gefundenen Resultate in einer 
Tabelle zusammenzustellen. Es mége dabei ausdriicklich hervorgehoben 
werden, dass die Darstellung von @ auf sehr verechiodene. Weise 
moglich ist, und dass es vermuthlich noch einfachere Ausdriicke fiir g 
giebt. Die folgende Tabelle ist aber fiir die vorliegenden Zwecke voll- 
kommen ausreichend. 


[q (p-+9q'+2)—5]ai 


‘p, 6a 1 l ; : 
oly q . )- yz V@er2)q,qe “ , 
(Gleichung (118)), 
(—p—a'—3+-pp'(q+1)) ai 
6a 2 rPpar ha 
e (3 q * )= 7 - p[a—p' 9q+3)q’, 2g]e * { 


(Gleichung (125)), 


(nO q—p’ —3) ni 


3f—-1,6a+3 
o ( P, a) V20 7 —— p[(a+1)q’, 2a+ lle . 


(Gleichung (128)), 


(133) 


3€-+1, 6a+3 1 ’ — i—airte’ —hee 
o( v.30) pee p[(a+1) 7’, 2a+1]e 


(Gleichung (131)), 
. (p-+q'—3—pp' (q—1)) 2i 
Pp, Ga—-2\ 14 er > a ae 
ty q )= aq 21a Pat8)q, 29)¢ ’ 
(Gleichung (122)), 

; (a(p-+q'+2)—1) 24 

6a —1 i , > SP 
(Ck a" ')-zzeleetneme F 
(Gleichung (124)), 














son 


(1! 








i 








66—1, 6a 
e Yr; ‘6r—1 


189) } 66+1,6 
a 
o( ’ 
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421 





(pp'—2p—5) ai 





2ap'+1)q,4eje “  , 
*(Gleichang (129)), 


(pp'—2 p—1)ni 


pi 6e+1)— Waa -p((2a—2ap+l)q,4ale "  , 
(Gleichung (132)). 


Hieraus mégen noch die Fille q = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 be- 
sonders ausgerechnet und in eine T'abelle zusammengestellt werden. 


(134) 


o(): a as 


‘D, 5 me 
e( 5k+1) ~ © 


‘ 5 
134 ? 
_—s (3 oka) —* 


e vee 


je a 





Pani 
12 
’ 


ni . 
12 (p+q'—3) 


ni ° 
sa (P+q'—11) 


ni A 
4g (P +9 —18) 


? 


ni 
tg’ —27 
60 (p+9 ) 


? 


= Bp (P+a'—15) 


? 


zs (p-++-q'—38) 


? 


pts’ —15) 
? 


—(p'+-6) at 
— 1,0 ) PR 
Q 4 ?,—1 = ’ 
‘D 2 = pta'—6) 
Q ( : :) =e 
P,q 4 
ni : 
p 3 3g (Pa) 
ri ( ; =e 
p, 3k+2 ’ 


5 (p-+-9’—15) 
o ( : 405 = 

5 60 (? +a'—3) 
e ( , aaa at , 

6 Fy (Pte +2) 
e S ATE py , 


? 


+ 
0G 1a40) = 


Die Abs welche die 18 verschiedenen Werthe von g in den 
Gleichungen (134a) haben, ist so iibereinstimmend, dass die Frage 
nahe liegt, ob sich die Gleichungen nicht alle durch eine einzige dar- 


stellen lassen. 


p=hq 


Mathematische Annalen. XXVI. 


Dies ist in der That méglich, denn setzt man 


+7, qd =kq+t, 
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wo r,¢ positiv und kleiner als q sein sollen, so haben die Gleichungen 
(134a) simmtlich die Form 


(7 q ,) = (** +r,q Ba (i-+-k-++-r-+-t—9—2) 
, =e 
"lp, @7~° pi kq+t : 


Ich habe aber noch nicht gepriift, wie weit die Giiltigkeit dieser 
einfachen Formel reicht. 


Abschnitt IV. 


Theorie der /-Gleichung, wenn » eine von 2 und 3 verschiedene 
Primzahl ist. 
§ 16, 


Beweis, dass in dem vorliegenden Falle /? einer Gleichung (n + 1) 
Grades geniigt. 


Ist m = 2m +- 1 eine Primzahl von der Form 6/1 + 1 und g eine 
primitive Wurzel von », so wird nach Gleichung (44) 


(36) ¢-+—(—1] J [> Ce*)— 22) =v] [7 (o@22)), 


wo ® 








batt - + 6" 800 — 5 9 


F(p)= bi 49% —9I2? — Is ut 


ist. Die Grosse f* ist somit eine symmetrische und deshalb auch cykli- 


sche Funktion von 
o(*), 5 »(298), 9 (2m «3 


Daraus folgt nach den Ausfiihrungen in § 3, dass f-? die Wurzel einer 
Gleichung (m+ 1)'*" Grades ist, deren Coefficienten rationale Func- 
tionen von g, und g, sind. Der Nenner in F'(@) ist 


49° — 9.9 — 9, = 9"; 


der Nenner in f~ wird daher gleich f J 9 (222) , und dieses Pro- 
a=1 
duct ist nach Gleichung (46) gleich f-*. Der Nenner, welcher in 


f-? = (— wv] [7 (» @£")) 











auft 
hebe 
r* 

meti 
Dar 
cien 
soge 


ist. 


80 


wi 


9 





gen 


pser 


ene 


jin 


ine 


cli- 











Zur Theorie der elliptischen Functionen, 


423 


auftritt, muss sich also gegen entsprechende Factoren im Zihler fort- 
heben, so dass die ganzen symmetrischen Functionen der n + 1 Gréssen 
f-? unter Anwendung der angedeuteten Relationen sogar ganze sym- 
metrische Functionen der Theilwerthe des reducirten Systems werden. 
Daraus kann man also nach Satz IV in § 2 schliessen, dass die Coeffi- 
cienten der Gleichung (m + 1)'" Grades, von welcher f-® abhingt, 
sogar ganze rationale Functionen von g, und g, sind. 


> 
§ 17. 


Die » +1 Wurzeln der fGleichung. Jacobi’sche Relationen. 


Um die » + 1 Wurzeln der /-Gleichung zu erhalten, beachte man, 
dass f? eine cyklische Function der m Theilwerthe n'*" Grades 


go —1 
20 29m 29a) B 
e (72), » 22%), » C2), ---» (22-8) 
ist. Setzt man jetzt fiir @ die n +1 Werthe 
wo, @', + 240, w,+ 48@, --- w + 24 (n—1)o, 





so wird das vollstiindige System der Theilwerthe n‘ Grades erschdpft. 
Bezeichnet man also die » + 1 Wurzeln der f-Gleichung mit 


fe, fs fe? ? oe ee 
so ist nach Gleichung (35) 


Q (*, o’) 2n¥ 
036) fam eteray (2) va [J EER, 


wobei h den Werth e° hat. Vertauscht man jetzt G2) mit 
rm) Crises), so geht f, in f, tiber. Nun ist aber 
9 (u|@, o') = 9 (u| a’ + 24re, — 2), 


weil sich gu gar nicht andert, wenn man die primitiven Perioden 
2@, 2@' durch die aquivalenten Perioden 2p@ + 2qq’, 2p'a + 2q' a 
ersetzt, Hs a also f,, in f, tiber, weun man 


» ( =< | 0, a’) mit. ¢ (Fetire 


vertauscht, d. h. man hat in f, die Gréssen w' + 24ra@, —@ an die 
Stelle von @, w’ zu setzen. Dadurch erhilt man also 


q (CtEr, -«) 





| a + 24ra@, — o) 








i Q" (@-+24ra@, —a) 
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fiir r= 0,1,2,...m—1. Aus der Tabelle (134a) findet man 


(24r—3)zi ni ni 
wey 4 Et ee ys t, O ) = 4 
af RO be any? (1g) = 
folglich ist 
Q(24r@ + w', —@) =e : Q(@, a’), 
_ i » 
Q(=tere, —o)=e : Ao, Shae) 
und 
(n—1) ni o'+224ro mni —n*+1 @ ay ery 
Hi G(o,StMTM) me mew (tr tr 
4 n 2 /@\m, ln i—-h"¢ 
137 rec = — y/ r ~ a 
( ) f, e Q" (@, o’ e (*) : . I] (1—n? ”)” 
2 ni 


wobei ee” ist. 
Dieses Resultat stimmt mit Gleichung (9) in Abh. 1 tiberein; auch 
zeigt die hier benutzte Herleitung recht deutlich, wesshalb es zweck- 


miissig ist, die Gréssen Q (0, ot) und nicht etwa @ (o, £98) 
einzufiihren. 
Setzt man 


n=—(2)"s “TT —}er)s 


| 


und entwickelt die Gréssen 
Wig Whos iq, «s « Met 

nach Potenzen von h, so findet man, wie schon in Abb, 1 gezeigt 
wurde, die nach Jacobi benannten Relationen, niimlich die wt 
Relationen 

(2t-+ m) xi 
ft fit  ft--thase § fo Vn, 
fot eh fi ter f+: +--+ em fi = 0, 


wo # ein beliebiger Nichtrest von mn ist. In thnlicher Weise findet 
man auch die Gleichungen 


(138) { 


RS FR Fee Regn sce: 


(139) fe 4 e738 fe " Pe Py 7 gage 1,=0Q. 











man 
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(141 


Da | 
Fun 
folg 
gan. 
Pot 
Exy 


lieg 


unt 


ist 


lie 







uch 
ck- 


y °) 








Zur Theorie der elliptischen Functionen. 


§ 18. 
Herstellung der /-Gleichung. 


Schon in § 5 der Abhandlung 1 ist ausfiihrlich angegeben, wie 
man die f-Gleichung wirklich herstellen kann, Sie hat die Form 


(140) f2nt? + gif?" + Gof??? + +++ + Gap = 0, 


und es folgt zunachst aus der Productentwickelung der Gréssen f, wie 
sie durch die Gleichungen (136) und (137) gegeben ist, 


(141) Sai — wd ig {2 = >. = (— 1) = as 
A my 


Da f-* einer Gleichung genitigt, deren Coefficienten ganze rationale 
Functionen von g, und g, sind, so miissen, wie aus Gleichung (141) 
folgt, die Coefficienten g,,g,,... in der Gleichung fir f? gleichfalls 
ganze rationale Functionen von g, und g, sein, dividirt durch eine 
Potenz von A, deren Exponent eine ganze Zahl ist. Nennt man diesen 
Exponenten, wenn er bei gq auftritt, «,, so wird «, zwischen 


an 
12 12 
liegen, weil 


und 


nth® Jor pparype 


vl 


[> = 
ry a 


i [oer 


2s 7 
pear 7,o" ; [(.-" “4 
y=1 


[seam (— 1°" — a(n—1) @ 


7 2. [Te — h?”)Re 


v=1 











«(n—1) 
12 
liegen aber mehrere ganze Zahlen dazwischen, so darf man fiir a, die 

groésste nehmen. 
Um nun auch den Zahler von g,. zu bestimmen, muss man zuniichst 
beriicksichtigen, dass die Dimension von 


. : . n . : 
ist. Liegt zwischen und > keine ganze Zahl, so ist ge = 0, 
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w 
(=. o) 
92» G3, A*=(g.5—27g,)™, f? = oe, _) Qae 
bez. gleich 
1— 1— 
2, 3, 6a,, — i, — « 


ist. Daraus folgt, dass der Zihler von gq eine ganze homogene Func- 


tion @,, der Gréssen g,, g, sein muss, deren Grad «, durch die 
Gleichung 


(142) a, = 6a, — "—* «& 


bestimmt wird. Homogen ist die Function in dem Sinne, dass man 
die Dimension von g, und g, beriicksichtigt. 

Dieser Grad a, ist eine verhiltnissmissig kleine Zahl, sie muss 
nimlich nach den tiber a, getroffenen Bestimmungen kleiner sein als 


<. Kennt man «,, so ist die Function ,, bis auf einige Zahlencoef- 
ficienten vollstindig bestimmt, Es ist nimlich, wenn man mit ¢,, ¢,,... 
Zahlencoefficienten bezeichnet, 
G, == (), 
und es hat 
G, die Form ¢,, 
W, 5, » €)9o, 
»” ee 19s) 
G, » so af, 
OG, » » 9293) 
G, » » 92> + C937, 
G, ,, » ©9293, 
G » » © 9o" + C9093", 
9» 1» &9o° Js + Cy93°, 


Um auch noch diese Zahlencoefficienten c,, c,,... zu finden, beachte 
man, dass die Summe 


f+ e+ HE +f) 


welche mit s, bezeichnet werden mége, dieselbe Form hat wie g.. Den 
Ziahler von s, kann man aber leicht nach Potenzen von h entwickeln, 
indem man die Reihen 
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[Ja qin a1 ie ip ne pai... 
aaa _1 +2 (64+-1)? 
(143) : =h * S)(-17h ® 
A=—@ 
| [a= (2a)—H, (2a) h? + H, (2c) h'— H,(2a)h9+--- 
v=! 


benutzt. Wie man die Gréssen H, (2a) einzeln berechnen kann, ist 
in Abh. 3 gezeigt worden. 

Man kann aber auch s, als Function von g, und g, betrachten 
und den Zihler nach Potenzen von h? entwickeln durch Anwendung 
der Reihen 


g.—= (=) [5 +20(h? + 94 28194 TBH + 126K" + I, 


os = (2) [4g — 1 P4384 244094 105TH + 3126814 «..) | 


(144) 


Durch Vergleichung dieser beiden Entwickelungen findet man leicht 


die unbestimmten Coefficienten, welche in g, oder in sq auftreten. 
Natiirlich braucht man bei dieser Reihenentwickelung nur so viele 
Glieder zu beriicksichtigen, als unbestimmte Coefficienten in s, ent- 
halten sind, d. h. man braucht nur x Glieder, wenn a, die Form 
6x+1 hat, und +1 Glieder, wenn @, eine der Formen 6x, 6x+2, 
6x%+3, 6x%+4, 6x+5 hat. 

Kennt man die Gréssen s,, so findet man mit Hiilfe der Newton’ 
schen Formeln auch die Gréssen gq. 

Im Uebrigen sei hier auf § 5 in Abh. 1 verwiesen. 


§ 19. 
Beispiele fiir » = 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29. Definition der Z-Gleichung. 


Das soeben angedeutete Verfahren wurde bereits in Abhandlung 1 
dazu verwendet, um die f-Gleichungen fiir m = 5, 7, 11, 13, 17, 19 
wirklich zu bilden. In Abhandlung 3 wurde dann noch eine Um- 
formung der f-Gleichung vorgenommen, die aus den Substitutionen 


L=Q"ys, + Shae oe a? or 
hervorgeht. Dabei ist 


1 > 
en ahi (ey a [Tom = 00,0 


eindeutig definirt. Die Gleichung fiir Z, welche man hierdurch erhiilt, 
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midge L-Gleichung genannt werden. Sie lisst sich einfacher schreiben 
als die f-Gleichung, weil die Coefficienten ganze rationale Functionen 
von y, und y, sind, wahrend in der f-Gleichung Potenzen von A als 
Nenner auftreten. 

In Abhandlung 3 wurde die Z-Gleichung ftir n = 23 angegeben 
und in der vorliegenden Mittheilung mége noch die L-Gleichung fir 
n = 29 hinzugefiigt werden; der Vollstindigkeit wegen sollen hier die 
L-Gleichungen fiir alle Primzahlen von der Form 6] -+- 1 bis n = 29 (151 
Platz finden. 

Man erhilt fiir n = 5 


fir n 








(145) L? + 10L° — 127,17? +5=0; 
fir n= 7 
(146) L%+4 1424 6315 + 70L4 + 216y,L2? —1 =0; ie 
fir n = 11 
can) + 11(—90L'?+ 40.12 y, L8+ 15.216 y, 1542. 144y,2 L") 
+ 12y, .216y,L? — 11 = 0; 
fir n = 13 
L® + 13(2 L425 144 196. L22+ 1064. L” + 4180 L'8 
- + 12086 L'* + 25660 L"+4 39182 L'2+ 41 140L 
(148) 427272 L8+.9604 L* +1165 L4) 
+ (746— 1728 y,3) L?-+13 = 0; (le 
fir » = 17 
L* + 17[10L%+42.12y, L°+ 751 L* +4184. 12 y, 12 
+ 25740 L'8+-17.144y,? L'°4 8780. 12y, L" 
(149) + 323903 L'?— 1474. 144y,?L'° 4.99128. 12y,L8 
+ (—592310-+ 20. 1728 y,°) L°+. 481.144 y,? L4] 
+ (994 — 1728 y,%)12 y,L? + 17 = 0; 
fir n = 19 
L* + 19[—4 L**+ 138.5? — 2996 L?8—2.216y,L% 4+-41035L%4 
+ 237 .216 y, L*?—359 820 L?°—7410. 216 y, L"® 
+ 1743935 L'64 85414.216y, L" 7 
(150) } +(—4798430-+ 13 216? y,*) L'? — 317802. 216y, L"” . 
+ (16921266 + 306 . 216? y,2) L§+ 148629. 216 y, L’ I 
+ (422140 + 185.216?y,?) L‘] | 
+ (1474+ 216? y,”) 216y, L? — 19 = 0; 
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fir n = 23 
LS + 23[684 18° — 208. 12y, L8°-4138.216 y, L476. 122y,228 
—2.12y,.216y, L2°-+ 3826738 L! 
— 2631456.12y, L® +3151 332.216 y, L'8 
+5454584. 122y,2'642732 604,12 y,.216y,L" 
+ (643643. 123 y,3 — 3224219652) L"2 





(161) 481332. 122y,2.216y,L' 
4 (5814. 124," 4343305200. 12y,) L* 
4.(235 .12%y,3.216y, — 20169438.216y,) L° 
4 (5. 125y,5-+ 123292, 122y,2) L*) 
4. (124y,4. 216 y,—502.12y,.216y,) L? — 23 = 0; 
fiir n = 29 


L® 4 29[—14L—7. 12y, L*° 42941 L'843752.12y, 14 
— 430920 L"?-+ 549. 12% y,2 L — 746.900. 12 y, LS 
+. 39119722 L**—293314.12?y,? L4488455352. 12y, L® 
+ (— 18009. 12%y,3 —2125 900 852) L% 
+ 63392 927.12%y,2L8+ (2.124 y,4—6278577 146,12y,) L?° 
+ (6163 164. 125y,3-++ 65739634 658) L4 
— 4804765 196. 122 y,2 L2 
+ (182139. 12*y,4 + 112526 262.488. 12y,) L% 
(152) + (— 464.606 062. 12%y,3-+ 2343582470520) L'8 
+ (110.125 y,5-++ 93035050963. 12272) L' 
+ (30009954. 124y,4-+4+ 2 992511028940.12y,) L" 
+ (11381036 076 . 125 y,3-+ 42359297 252609) L'? 
+ (—125917.125y,5+4 355 288039 406. 122 y,2) L" 
+ (51 644991 .124y,4-4 1791596244808. 12y,) LS 
+ (126. 12% y,°—417 739329. 123,31 1466 253 058 066). 
+ (8470. 125y,5-+ 29 673801 . 122y,2) L‘] 
4 (— 127 y,7-+ 1788. 124y,4 — 403643. 12y,) L? + 29 = 0. 





Man kann die Richtigkeit dieser Gleichungen dadurch priifen, dass 
man fiir die absoluten Invarianten y, und y, solehe Werthe annimmt, bei 
denen complexe Multiplication stattfindet. Dann zerfillt die L-Glei- 
chung, wie bei einer anderen Gelegenheit gezeigt werden soll, in 
Factoren. Ist z. B. y, =O und n=—4/1-+ 1, so lisst sich von der 
linken Seite der Z-Gleichung ein quadratischer Factor L* + aL? + b 
absondern, dessen Coefficienten a und b ohne weitliufige Rechnung 
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bestimmt werden kénnen. Der andere Factor 4/'e® Grades ist ein voll- 
stindiges Quadrat. Ist y, — 0 und n = 6/1-+ 1, so list sich gleich- 
falls von der linken Seite der Z-Gleichung ein solcher quadratischer 
Factor Z*-+ aL* + 6 absondern. Der andere Factor 6/'" Grades ist 
ein vollstiindiger Cubus. Aehnliches findet bei anderen singuldren 
Invarianten statt. 


Dieser Umstand liefert nicht nur eine niitzliche Controle, sondern 
er dient auch dazu, die langwierigen Rechnungen wesentlich abzukiirzen, 

Eine eingehendere Untersuchung dieser interessanten Beziehungen, 
welche bei Herstellung der Gleichungen (145) bis (152) bereits vor- 
treffliche Dienste geleistet haben, bleibt einer spiiteren Abhandlung 
vorbehalten. 

§ 20. 
Berechnung der Gréssen G,, G,, G, fir n = 5 und n = 7. 


Fiir » = 5 wird nach den Auseinandersetzungen in § 4 
€ | (a) / % 2 
(153) (ult, B’) = ew ou(g?u — G,eu+ G,), 


wobei man nach cen in § 9 gegebenen Methoden G, und G, leicht 
als Functionen von f darstellen kann; man braucht nur die Gleichungen 
(66) und (67) oder die Gleichurgen (76) anzuwenden. Die Rechnung 
selbst bietet, nachdem die Z-Gleichung bekannt ist, keine theoretischen 
Schwierigkeiten mehr; und zwar findet man 
ase) 8AGi— = walt AP — 298 — Toh + 57 
12G, = Af! + 9 + Tf-*. 

Fiir » = 7 wird in ihnlicher Weise 
(155) 6 (u | — 7) = "67 u(p'u— G,g?u+ G,gu—G,), 
wobei 

129,G, = A®f' + 13A?f* + 47Af? — 54g, + 14f-, 
(156) | 1242" @, = — 39,097" — 399,4%/% — A*f* — 1509, Af? 

— 6A + 819,? — 1329,f— + 7f-4, 
144G, = Af" + 13A°f* + 59Af? — 189, + T4f-. 


§ 21. 


Berechnung der Invarianten g,, gs und y2, 73 der transformirten 
Function fiir « —5 und fiir » = 7. 


Die Werthe der Invarianten g2, gs der transformirten Function 
sind nach den Gleichungen (77a) und (78a) 


a—=ng,+— nf? Df), go—” f*D (f*w)- 
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Ist » = 5, so wird 
A’f'? + 10Af® — 129,f? +5—0, 


also 


ae 18 gs 
P(N) =p year — tat 


= sg AP +H AF +9Of+29;°f— Spf), 


D(f-*) = eq (A +H AP +IO+29;'F —59.f-), 





D*(/-*) = (15 Af?—189,f—+ 195f-). 
Dies giebt 
(157) gz — gp = 20(Af*+ 13f-*) und L* y, — y, = 20(L*+ 13L-). 
Setzt man der Kiirze wegen 


PF, = Af" + SAf*t — 29, 


so folgt hieraus 


F, D(f-*g2) = — 189,(85Af-* — 2g9,f—8 + 2605f—") , 
oder 
F, (93 — gs) = — 4209,(Af'+31f-), 
(158) i 
L*), — 7, = ——h (14+ 31 L~) 





 DO45L'— ey, 


Fiir » = 7 ist die f-Gleichung 
A‘fi6 + 14A5f" + 63A?2/8 + TOAS! + 2169,f? — 7 = 0. 
Hier sei 
28 F, = 8A‘'f'4 + 84A3/'o + 252A?f* + 140Af? + 2169, 
= — 28(A*f! + 9A?f® + 15Af? + 54g, — 2f-), 
dann wird : 


D(f-*) = Pe = aie (AP +13 Af +47 A — 54g f+ 14/4), 


D?(f-) = ae (3A3f8+ 37 A?f4+ 1054+ 729,f-*+ 14f-*). 
Daraus folgt 


gx — 499, — “FH (QA%f" + 111 A2/* + 315 Af? + 216g, + 42f—), 


489, = + (— 4A*f'° — 36A?/* — 60 Af? — 2169, + 8f-), 
also 
(159) g:—g.= oa (A®f" 4+ 15A2f* + BLAS? + 10f ~). 
Hieraus ergiebt sich dann nach einigen Zwischenrechnungen 
(160) 3 (gs — g,) = 7(A3f" + 43A2f6 + 467Af? + 1634f-*). 
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In dem Falle, wo die Z-Gleichung die Grésse y, uur in der ersten 
Potenz, die Grésse y, aber gar nicht enthalt, wie das bei n = 5 ein- 
tritt, kann man 2 noch einfacher berechnen. Es ist niamlich z. B. 
fiir n = 5 
(161) LY + 102% — 12y,L?+5=0. 

Eine Wurzel dieser Gleichung ist 
oF: «) 
= - 
7 EF, @) 
und y, sei die absolute Invariante der ihr entsprechenden transfor- 


mirten Function. Wendet man auf diese nochmals eine Transformation 
5’ Grades an, so erhalt man die Gleichung 


(161 a) L? + 102° — 127,07 +5=0, 

welche nach Gleichung (137) unter anderen auch die Wurzel 
_ of, ¢ 
L, = (¢ >) 





oS.) 


hat. Nun wird aber ganz allgemein 


Q(2, 2) =) mY] [a — i) =n Qo, &), 
folglich wird hier cas 
Byini f 
In thnlicher Weise findet man zu jeder Wurzel L? der Gleichung 
(161) eine zugehérige Wurzel LZ? der Gleichung (161a), so dass 
L? T? =5 
wird. Durch diese Beziehung geht die Gleichung (161a) tiber in 
15625 + 1250 L° — 60y, ZL’ + 5L" = 0, 
oder in Uebereinstimmung mit Gleichung (157) in 


LS 2 — y, = 20(L4 + 13L-). 


In dem Falle, wo die L-Gleichung die Grésse y, nur in der ersten 
Potenz, die Grosse y, aber gar nicht enthilt, wie das bei n = 7 ein- 
tritt, kann man y, einfacher berechnen. Es ist z. B. fiir n =—7 
(162) ~ZL'*+ 142" + 6305 + T0L4 4+ 216y,L? —7T=0, 


-und zu jeder Wurzel L£? dieser Gleichung gibt es eine Wurzel L? der 
Gleichung 
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(62a) L' + 142+ 6305 + 7004 4+ 216y,L2? —7=—0, 
so dass 
PL? =—i7 
wird. Dies giebt dann die Gleichung 
+ 14. 7L4+ 63.7408 + 170. 2 L' — 216, . TL" —7L* =0, 
oder in Uebereinstimmung mit Gleichung (160) 
3(y,L'? — ys) = 1(L" + 43 LS + 467 L? + 1634L-%). 


Abschnitt V. 
Theorie der /-Gleichung, wenn n eine zusammengesetzte Zahl 
von der Form 6/-+- 1 ist. 
§ 22. 
Wiederholte Transformation. 


Sind a und 6b zwei Primzahlen, und hat 
n=ab 
die Form 6/-+- 1, so werde zuniichst eine Transformation a‘ Grades 
ausgefiihrt, wenn a>b ist. Die zugehérige L-Gleichung hat dann 


die Wurzeln 
(fF. @) 


Ee, a)’ 
a—1 24re@+ oa’ 
~ °F elo, Sts 
L? = L*(o, “°F *) = (— 1) \ 


a 
Q?(@, w) : 

wor =0, 1, 2,...a@— 120 setzen ist.*) Wahlt man nun eine dieser 

Wurzeln heraus, bezeichnet die primitiven Perioden der zugehdrigen 

transformirten Fonction gu mit 2a, 20 , _berechnet nach § 10 die 

zugehérigen Invarianten g,, gs odde Yo, 73 und fihrt eine zweite 

Transformation, aber vom b'" Grade aus, so sind 


r(.a)- Sed 


g (@, a @ y 


ne 1(2, «)— 








- 248 - @ 
T* (a ates *) =(— ye (= 4 8 wo a) 
Q° (o, 3) 
wos = 0, 1, 2,---b— 1 ist, die b-+ 1 Wurzeln der neuen L-Gleichung, 
bei der aber die Coefficienten ganze rationale Functionen von Yo. Ys Sind. 





? 


*) 72 (o, are. +a’ sei gleichbedeutend mit L? (rere — o). 
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Es’ werden dann 
@ F e(., o’) 
L(° ’ a’) L’ re a’) Bo ar * 
= i CS, ? a’), 
I7(*, a)T? (<, —— = (4. sro tee 
Q* (a, — 
un 7? =, Meter), 


(163) 7 


=! g( 2 ets) 
to, eet ent * @ » Meet?) 4 by? ams "ora. sal 
—1(4, rete), 





ab 
Q? (a, a) a 


aa ED : 24(r-+as)o+@ 
ab 


L (0, rot=) L (0, 24 irtehete). =(— 


simmtlich zur Transformation ab‘ Grades gehéren; nur in dem Falle, 
wo a = b ist, giebt 


a—1 . a—1 


B(2,2)—C no und (2; Met! (nt 


keine eigentliche Transformation vom Grade a?, sondern die ganz- 
zahlige Multiplication mit a. Diese a + 1 Gréssen L? sind dann also 
auszunehmen, so dass die Anzahl der von einander verschiedenen 
Gréssen L? bei der Transformation ab‘ Grades gleich 


(@+ 1) 6+) 


wird, wenn a > b ist, und gleich 


a(a +1), 
wenn a = b ist. 

Diese Zahlen (a + 1) (b+ 1) oder a(a+ 1) geben auch den Grad 
der Gleichung an, welcher die zur Transformation ab' Grades ge- 
hérigen Gréssen L? geniigen. Die wirkliche Bildung der L-Gleichung 
kann hier nimlich in folgender Weise ausgefiihrt werden. 

Es sei S,(@, @) definirt durch die Gleichung 


8.6, #) (6, @)[T(F,0) 4 S12(3, + * y), 





2 2 O(a, 24(r-+-a8)o+o' 
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dann wird 
S (o,@) = L*«(@, @) G(y2, 7s). 
Dabei ist G(y2, ys) eine ganze rationale Function der Invarianten 72 
und 73, welche zu g(u|@,@) gehdren. Da aber Yo, ?3 Yationale 
Functionen von L?(@,@') sind, so ist S,(@, @) eine rationale Func- 
tion von L2(@, @) und y,, 73. Bildet man jetzt 
2. = TS8.(o, w), 
wo sich die Summe auf alle a+ 1 Werthepaare von @, @’ bezieht, 


so erhilt man eine symmetrische Function der a + 1 Gréssen L?(@, w’)s 
also eine rationale Function von y, und y,. 

Andererseits. geht aber aus der Bildung von &, hervor, dass 2, 
die Summe der at Potenzen der (a + 1) (b+ 1) Gréssen L? ist, 
welche zur Transformation ab'" Grades gehéren. 

Diese (a + 1) (6 + 1) Gréssen L* geniigen also einer Gleichung 
(a + 1) (6 + 1) Grades, deren Coefficienten mit Htlfe der Newton’- 
schen Formeln jetzt ohne Schwierigkeit gefunden werden kénnen. 

Natiirlich kann man zu dieser Gleichung auch dadurch gelangen, 


dass man aus der Gleichung (a + 1)" Grades fiir L?( - . a’) und 
aus der Gleichung (6 + 1)" Grades fiir 


(So) — “eae *) 
ab? rey 
_ L(G.) 
die Grosse L? (<, a’) eliminirt, nachdem man fiir y, und y3 ihre 
Werthe als rationale Functionen von L? (, «) eingesetzt hat. 


In dem Falle, wo a=b ist, sondert sich der Factor (ZL? 4+- a)*¥ ab, 
so dass fiir Z* nur eine Gleichung von a(a + 1)'" Grade itibrig bleibt. 


Das beschriebene Verfahren kann man beliebig fortsetzen und 
dadurch die Transformation fiir jeden zusammengesetzten Transforma- 
tionsgrad auf den Fall zuriickfiihren, wo dieser Grad eine Primzahl ist. 

Man findet dadurch auch unmittelbar, dass bei einer Transforma- 
tion n'" Grades, wo 

n= abhor... 
und a, b, c,... von einander verschiedene Primzahlen von der Form 
61+ 1 sind, die Anzahl der méglichen Transformationen gleich 


Ton)—n(t G+) 0+2)- 


ist, und dass diese Zahl auch den Grad der zugehérigen L-Gleichung 
angiebt. (Man vergleiche hiermit die Auseinandersetzungen in § 5.) 
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Es braucht wohl kaum erwiihnt zu werden, dass auch hier die 
L-Gleichung nur der Kiirze wegen statt der /-Gleichung benutzt ist, 
in welche sie durch die Substitutionen 


or g 9 
L = Q" 'f, it aes Q ’ = Qi 
iibergeht. 
§ 23. 
Reduction der /-Gleichung, wenn » ein Quadrat von der Form 6/ +- 1 ist. 
Die f-Gleichung, oder, was auf dasselbe hinauskommt, die L-Glei- 
chung reducirt sich wesentlich, wenn » ein Quadrat von der Form 
6/-+ 1 ist. Es lisst sich dann niimlich zeigen, dass nicht nur /°, 
sondern schon f selbst die Wurzel einer Gleichung 7'(n)' Grades ist, 
deren Coefficienten rationale Functionen von g, und g, sind. 
Ks sei zuniichst » gleich a? und a = 2r + 1 eine Primzahl; ferner 
sei g in Bezug auf den Modul n eine primitive Wurzel, so ral 
g* + 1(mod.a), g* — 1 (mod. a), 
g?**==-+ 1 (mod.n), g** = — 1 (mod. n) 
wird. Bildet man jetzt den Ausdruck 


ere 2g'a\ _ , (= wil, , (28 2q'o 4q'@ ) 
ts ( n ) : n ) ir: ” )- (“4 
=6 g’ 9 go ) = g’ (- 29’@ ) 
( n a 
so wird nach Gleichung (47) y gleich +- f, denn die Grossen (#8) 


— 9 (4¢2 ) sind identisch mit den Grdssen e(? ae) —9 (+= 


(164) 


y= 


R 
=) 
ile” 


bei denen @ den Factor a nicht enthiilt, wihrend die Gréssen g 


4g’ @ : er . 20@ 4008 
— 9 ( A ) mit den iibrigen Differenzen g ( -- )- o( ~ ) 
a 


% 


. ° of 2° 
tibereinstimmen. Ebenso sind, abgesehen vom Vorzeichen, ¢ ( _ 


a 


und 9 (2°) mit den Gréssen ¢’ (#42) identisch, je nachdem 
durch a theilbar ist oder nicht. 

Da nun g(2u), p(gu), g(au), vow rationale Functionen von 
gu sind, und da im Nenner von y die Anzahl der Factoren gleich 
at +t gleich (a + 1)r gleich 2r(t + 1) immer gerade ist, so ist y 
sicher eine rationale Function von ¢ (= yj also 


9 F (eC): 
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Ausserdem wird aber wegen der Congruenzen (164) 
5) ( 4g°°@ *) (22) so) 
wa — 4 => q 
° n 8 n 5 n ” n 
>) 7 ‘ry ; 
ad \W 
. n / n 
20° “4g ® 26 40 
si a ” a ae R Ae a 
ist. ( 29° ) a =) 
\ yw 
é a a 


~~ 


rlei- 
s = ‘ ; 20 _., 29H 
orm Ks iindert sich daher y gar nicht, wenn man mit g vertauscht, 
ss d. h. y, und deshalb auch f, ist eine cyklische Function von 
St 
? 


20 290 29H 2¢°*—' a 
» nj? ® n x n ee n " 
‘ner 


Damit ist bewiesen, dass in diesem Falle nicht nur f*, sondern 
schon f selbst einer Gleichung geniigt, deren Coefficienten rationale 
Functionen von g, und g, sind. Man kann diesen Satz auch so fassen: 
Ist » =a? und a eine Primzahl von der Form 6/-+ 1, so geniigt 
nicht nur L?, sondern schon JL selbst einer Gleichung a(a + 1) 
Grades, deren Coefficienten ganze rationale Functionen von y, und 
yY, sind. 

Diesen Satz kann man noch in dem Sinne verallgemeinern, dass 
n auch das Quadrat einer beliebig zusammengesetzten Zahl von der 


*) Form 6/-+- 1 sein darf; nur ist dann der Grad der betreffenden Glei- 
chung 7'(n). Ist z. B. 
2f2 
), n=a'b’, 
at so kann man zuerst eine Transformation vom Grade a? und dann eine 
me Transformation vom Grade b? vornehmen. Dadurech erhilt man zuerst 
*) eine Gleichung a(a + 1)'*" Grades zwischen 
L (4, @) 
*) ’ 4 \qr @)>. Yaa V5 
ee : or i , 
a sodann eine Gleichung b(b + 1)'" Grades zwischen 
HG ve) R 
yon et ho — J? Yo» V3) 
@ 
ich ( : 
ty +h rationale Functi L(2., a’ ind 
Wo 7, Y; noch rationale Functionen von a? ®), Yor Ys sind. 


Eliminirt man aus diesen beiden Gleichungen L(4 +) a’) , so erhilt 
man eine Gleichung a(a + 1) b(b + 1)!" Grades fiir (2, a’), wenn 


Mathematische Annalen, XXVI. 29 
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a > bist. Dagegen reducirt sich der Grad der Gleichung auf a3(a+ 1), 
wenn a = b ist. 
In thnlicher Weise findet man durch wiederholte Transformation 
den Satz, auch wenn 
n = a2 b26 cy . 


und von der Form 6/1 + 1 ist. 


§ 24, 


Die a(a+ 1) Wurzeln der (-Gleichung, wenn » das Quadrat einer 
Primzahl ist und die Form 6/ + 1 hat. 


Beschriinken wir uns jetzt auf den Fall, wo n das Quadrat einer 
Primzah] a@ ist und die Form 6/7-+ 1 hat; so lassen sich die Wurzeln 
der f-Gleichung sehr leicht angeben, wenn man von den Untersuchungen 
in Abschnitt IT Gebrauch macht. 

Setzt man nimlich 


o , n—l 
3 e(“ * =(*) af] 1 — a*** 
Q"(@, w) = a ~a—aryi 2 


so wird f, nach den Angaben des vorigen Paragraphen eine rationale 


(166) f, =f (2, o) 


n 


Function von ¢ ( “2 ), welche in f,,, tibergeht, wenn man die primi- 
tiven Perioden 2@, 2@° mit den fiquivalenten Perioden 

48(r + as)o + 20’, —2@ 
vertauscht, wobei r und s die Werthe 0, 1, 2, ...a—1, (also r+as 
die Werthe 0, 1, 2, ...%— 1) durehlaufen. Dies giebt die » Wurzeln 


24( ‘ i 
o( 24(r-+as)a+oa —o) 


n 





(167) fe OR +aso+o', — a] 


Nun ist aber nach Tabelle (134a) 


0 (: a an ot om 
P>@ 
also 
ni . ni 
o (24(" + 48), )= as ‘wa e( 0, y= Pee 
‘ —1,0 : —1,0 
folglich wird 
ni 


Q[24(rtas)o+ a’, —al]—e * Q(a, a’), 
o( Metetete aad t Ge, Meters), 


n 











so 


wo 
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1), Da nun ausserdem » — 1 = a? — 1 sicher durch 8 theilbar ist, 
so wird 
‘ion 24 ~ 
ra Q(o, (r nen Sete) = a 44 z Mer-basye 
(168) f,,s= OSs. : =(3 ) h n es” [pee : 
Q" (a, =) % Go ‘ 
Qn i ° 
wobei ¢ =e” ist. Die noch tibrigen a — 1 Wurzeln f,, f., ... fo 
der f-Gleichung erhilt man aus f., indem man die primitiven Perioden 
2a, 2@° mit den iiquivalenten Perioden 
r (169) 20 = 48t@ + 2aa’, 203' =2p a+ 2q'a 

vertauscht. Dabei durchliuft ¢ die Werthe 1,2, ...a@— 1, wiihrend 
ner die ganzen Zahlen p und q’ fiir jeden Werth von ¢ aus der diophan- 
eln tischen Gleichung 
sen (170) 24tq —ap =+1 

bestimmt werden. Dadurch erhilt man 

24t , , os 

q(*tetee | yot+qo) 

(171 = is 
, " . ‘ Q"(24to+a0', po+qo') 

Jetzt ist aber 

m SE ns sila er a 
ale Q(24ta+aa,pa+gqa)=—eo v Q(@, a’), 
mi- 24¢ -_ pina 24ta +a 
o( 2 as vo+qe) = e(y 1 3) @ (3, nik *). 
Dies giebt 
i 2to+aw 

as a7) f= eel ee oe oy uw. =) 
eln ‘ bagi vy, Q" (a, @) : 


oder, wenn man der Kiirze wegen den Factor < “) mit @ be- 
? 


zeichnet, 
= —n+1 


ni 
eo ‘ 13 (49-9) —nr/@ ~ 42 “TL. —h?"¢ 24aty 
(173) fie Q (2)* Yah | Gere, Gan ‘ 


Diese Darstellung der Wurzeln hat den Vorzug, dass sie simmt- 
lich denselben Nenner haben, und dass sich die Zihler nach Potenzen 
von hk entwickeln lassen. Da man nun die Coefficienten der f-Gleichung 
ihrer Form nach genau angeben kann, so ist es durch Ausfiihrung dieser 
Entwickelungen mit Hiilfe der Newton’schen Formeln mdglich, die 
f-Gleichung selbst vollistindig herzustellen. Wenn auch die wieder- 
holte Transformation schneller zum Ziele fiihrt, so liegt in diesem 
Umstande doch eine werthvolle Methode, die Richtigkeit der gefun- 
denen Resultate zu prifen. 

29" 
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§ 25. 
Die Transformation 25°" Grades. 


Die Untersuchungen der vorhergehenden Paragraphen sollen zu- 
niachst auf den Fall m = 25 angewendet werden. Nach Gleichung 
(166) ist die erste Wurzel der f-Gleichung hier 


Q 7 ¢ 2 Ov 
(174) f.= (Ss 4 —(=)"5 5] ae 


weitere 25 Wurzeln liefert die Gleichung (168), niimlich 


24(r+5s)a+ oa" _ 52 
175 ; Q(o, 25 ) (2)*) 25 ent “TT _ 5 ei +5 s)y 
(Lid) hs= Q8 (a, w) {| ¢ 7 ‘ 


v=1 
Die vier noch tibrigen Wurzeln sind nach Gleichung (173) zu bilden, 
wobei zuerst der Factor g zu bestimmen ist. Nach Tabelle (134a) wird 


5ai 


ni 
_ 24, 9] DP Ty (aq'—3) 
fir ¢=—1 ¢ (i9” i) =e ‘ e ie = e-3ti — — :. 
48,5 = = ' 
” t=—2 e (j9: =e ’ e a) 8 == ¢ l4ni — ao Le 


‘ 72, 5 WT 2 {aq —3) ios 
” t#=—3 QO 43°3) 6 ; e @ * =e? mi =-+ y. 
l4ni 


ni . 
‘96, / = = (aq'— 3) 
” t= 4 ¢ (49° 1) =e 12 , e” o-* | ee . 


Bezeichnet man also der Kiirze wegen Q(@, @') mit Q, so wird 


e7,—— e(2, setts). (Z ): Ven® ef] (1 — 2 gt20r) | 
1 


f= + O(G, ES") — + (5)? Yon! [Ja vr") 
(176) oi 








¢*7,=—Q(2, Sot Se) _ _() Yoh! Be [Ju—im 


Die L-Gleichung fiir n = 25 findet man iibrigens am schnellsten wohl 
in folgender Weise. Es sei 








Q™f,—+ Q(2 sot Te). dp ee «| a — 2 2300») 
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our. ¢e"®) o(5@) 
be ea) Eee ae Te 
Dann ist nach Gleichung (145) 

(177) xvi? + 102° — 12y,2°7+5=—0, 

und wenn man die Transformation wiederholt , 


xz’ + 102° — 12y,2°+5=—0, 
oder 


(178) L'? + 1026 L§ — 12y.a'° L? + 5a'!? = 0. 
Nun ist aber nach Gleichung (157) 
you" = 202° + ya? + 260, 
so dass Gleichung (178) iibergeht in 
(178a) L'? + 102° L* — 12(20a°+ y,a2* + 260) L? + 52" = 0. 
Jetzt lisst sich aber die linke Seite dieser Gleichung in die Kactoren 
I? -5, D'+514+ 15 L' + 250? + 251 — 2, 

DL’ — 514+ 1508 — 251? + 251 + 2x 

zerlegen. Durch die Entwickelung nach Potenzen von h kann man 


hierbei noch zeigen, dass von diesen drei Factoren nur der mittelste 
verschwindet, folglich wird 


(179) = D'+50'+ 15D + 250? + 2510. 
Setzt man diesen Werth von 2° in die Gleichung (177) oder in die 
daraus hervorgehende Gleichung 
(177 a) 1728 y,* : (216y,)? : 1 = (a? + 102% + 5) 
: (w!? + 2246 + 125) (x'? + 42° — 1)?: a 
ein, so wird in Uebereinstimmung mit der von Herrn Gierster an- 
gegebenen Formel 
1728 y,? : (216 y,)? : 1 = (L"+ 100° +55 LS + 200 L? + 525 L* 
+ 1010 L'+ 1425 L4+ 1400 L8 + 875 L? + 250 LZ +-5)8 
:(2?+2L-+5)(L'"+ 140%+41040'°4-520L"'+-1925L" 
+5504 L® + 12411 L$ + 22176 L7+- 33760 L* 
+ 26999 L4 + 14696 L'+ 4616 L? + 490 L — 5)? 
:(25+5L'+ 1525+ 25 L°+ 250), 


(180) 
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+ 325391 355 L'S + 696975 750 L7 

+ 1332883725 L'®+- 2274011260 L' 
+ 3453611025 L'4+ 4651924950 L' 
+ 5527 353375 L'? +5749995000 L"! 
(181) +5184 120315 L'®+ 3995803 150 L® 
+ 2584554 825 L§ + 1367125500 L7 
+ 569806000 L*} 

+ (884232000 — 125 y,) Ls 

-+- (186 153 750 — 5-123 y,3) LA 

++ (22292 500 — 15-12% y,%) L3 

+ (1003 125 — 25-123 y,3) L? 

+ (18 750 — 25.12 y,%) L125 = 0. 





L® +.5[6 L® +93 L8+ 980 L?? +7830 L2°+ 50256 135 
+. 268 400 L244 1220 700 L?3 + 4.804 125 122 
+ 16546750 L?! + 50280063 L2°-+ 135548 760 L" 





Wesentlich einfacher werden diese Gleichungen, wenn man L+-1=—M 
als Verinderliche einfiihrt. Dadurch geht nimlich Gleichung (179) 


iiber in 
(179 a) v= M°>+5M°+5M—11, 
und daraus folgt 


(180a) 





:(M>45M34+5M~— 11). 


§ 26. 
Die Transformation 49°" Grades. 
Fiir n = 49 ist 
: e(=. o') 24 n®8" 
(182)  # po Q%(o, @ ) =(- yal I ! ai 50 } 


dann liefert die Gleichung (168) weiter die 49 Wurzeln 


Q(«, 24(r-+7s)o+o’ 
(183) fx —- 





1728 y,3:(216 y3)?: 1 = (M" +10 M8435 M*— 12 M5+-50M! 
—60M*+25 M2 — 60 M+ 16) 
:(M2+ 4)(M44+3M?2+1)?(M°+10M 
+35 M*—18M>+50M4— 
+25 M?—90M +76)? 


90 M* 


49 =(* oy con na eta 
Q* (a, @’) 









Die : 
und | 


fi 


Dai 


(is 








M 
9) 


[4 


[3 








fiir t=1 
» t=2 
»» tad 
»» tumd 
, tamd 
t=6 


”? 


Daraus folgt 


lad f 


(184) 


OM fs 





Die sechs noch iibrigen Wurzeln sind nach Gleichung (173) zu bilden, 
und zwar wird nach Tabelle (134a) 


Q’h=+ieG, 
Qf=—ieG, 
—+i0G, 
Q"4,=—ie(%, 


Q"f.=—i (2, 
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3mi i 67 ni 
~—— => (aqg’ —3) ae an 
o( 46)—e a 
ini ni 532i 
"79 7 7 @ —3) 
o( iya)—e" : ‘ gre © =—i, 
96,7 ier 9 7 
e( a3) =e en g"=e * =+i, 
120,7\ "s Far-9 ~*~ 
eCivi)=e' , ae e"=e * =i, 
144, 7 cs a ee _ > 
Cia?" en ee 
1 
= +iQ(t, Met) — 4 i(2) Vie] Pua 
v=1 


; eo 
sotto’) _ 4 i(2) vine] [a 2” g386r ); 
et 


Bett<) 4 y Vths “To h2r g604 ), 


=1 
sotto). +i(2 “ Vth & TT 1—h?* <7" ), 
v=1 
atte as z a3, 85 (l— Jr2¥ g840v " 
)——i(Z) Vinee | [wre ) 


144 ot? =) 


—i( “)' vine] [a 1—h2 ¢1008), 


v=1 


Mit Hiilfe der Newton’schen Formeln kénnte man jetzt die L-Glei- 


chung bilden. 
benutzt werden. 


Ks _ soll 
Es sei 





aber lieber die wiederholte Transformation 
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._ 0G) ee) __ eee), 
Be Te Oa 8 Sa 8 em => 
. (@, @ ) e(=, «’) x 
dann ist nach Gleichung (146) ’ The 


(185) ‘w!® 4 14a? 4+ 6325 + 102! + 216y,2? 7 =0, 


und wenn man die Transformation wiederholt, 


z+ 142" + 632° + 702 4+ 2167327 —7 = 0, 


oder 
(186) L'® + 1444 L'? + 6328 LS + Wx? LA + 216 ysa4 L2—T2'* = 0, den 
Nun ist aber nach Gleichung (160) Bezi 


. Wu 
3y3a'4 = T(x" +-4525+ 467 «+ 1634) + 3,27, ratic 
so dass Gleichung (186) iibergeht in 


(186a) L'°4-14a'L'2+ 6325 184 702'? LD! aH, 
a 
+504 (2'?-4+ 4348+ 467 2+ 1634) L?+4-216y, 2 L?@—Ta—0, 


folg 
Jetzt liisst sich aber die linke Seite dieser Gleichung in die Factoren 
(+7, L74+7L1'+21 L'+49L!+7 (e'+21) L'+7 (52!+ 49) L? 
+49(2!+ 7) L —2%, 
Li —7 184-21 L'— 49 L4+-7(a2!+ 21) L3—7 (5a'+ 49) L? = 
+49(2'+7)L+<2% 
zerlegen. Die Entwickelung nach Potenzen von h zeigt, dass von 
diesen drei Factoren nur der zweite verschwinden kann. Man erhiilt als 
also die Gleichung 
(187) L'+7L'+21 D'+ 49 2'4+ 147 3+-343 [24-343 L (1 
+7(L3+512+7L)24—as=0. da 
Um die Elimination von x zu vereinfachen, bringt man die Gleichung ‘st 
(185) auf die Form ; 
(185a) 1728 y,3: (216y,)? : 1 = (a+ 132'+ 49) (a8+52!+ 1) 
(a! 1422463 484 702!—7)? : at. fo 
wi 
Eliminirt man aus den Gleichungen (187) und (185a) die Grosse z', P 
so erhilt man die Z-Gleichung fiir n = 49. h: 


Auch hier tritt eine wesentliche Vereinfachung ein, wenn man 
L+1=M als Veriinderliche einfiihrt. Dadurch geht niimlich die 
Gleichung (187) iiber in 
(87a) M’+ 14 M!+ 56M* + 70M? — 28M — 113 (189) 

+ 7(M?4+2M?—3)24—a* = 0. 
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ie Abschnitt VI. 
Theorie der f-Gleichung, wenn » eine zusammengesetzte Zahl 
von der Form 6/ + 2 ist. 


§ 27. 
Die Transformation zweiten Grades. 


Wenn n die Factoren 2 oder 3 besitzt, so modificiren sich die in 
0. den beiden vorhergehenden Paragraphen fiir » = 61 + 1 angegebenen 
Beziehungen in dem Sinne, dass erst eine héhere Potenz von f die 
Wurzel einer Gleichung JZ'(n)'" Grades wird, deren Coefficienten 
rationale Functionen von g, und g, sind. 
Schon fiir » = 2 wird nicht mehr die Hiilfsgrésse f*, sondern erst 
f* die Wurzel einer Gleichung 3'** Grades von der verlangten Kigen- 
schaft. Um in diesem Falle die /-Gleichung zu bilden, kann man das 
folgende Verfahren einschlagen. 


on Nach Gleichung (32) wird fiir n = 2 
oy es 
fi =—Gh,o=—e “6a, 


oder, wenn man Gleichung (1) auf Seite 25 der Formelsammlung des 
Herrn Schwarz benutzt, 


f2 oii = 1 <a — - 
™ . j/(e.—&) (€;— €)” 
lt also 
(oo : 

(188) i“ ws. *) sa 

“y 2 Q%@, @) ~~ @%—e@)(—a) Qe” 

aa 

Q'2 oiiea Q'"* (a, @ ) = 4(e, _ €) (e, 7 €3) (€, - ae €3) 

ig 


ist. Ferner wird 
4 (€, — €) (¢, — €) = 12e,? — g, = 1290 — H, 


folglich ist f.$ eine rationale Function von gq@, die in f,° tibergeht, 
wenn man die primitiven Perioden 2a, 2° mit den iiquivalenten 


’ Perioden 6r@ + 2a’, — 2@ vertauscht, wobei r die Werthe 0 und 1 
hat. Daraus folgt 
n 
ie (@ a’ 
A tne ee 
(189) f= —Qee, 0) Q*@,e) GaGa OF? 
(30+a : 30+" 
Q ( 2 “9 o) Q (0, 2 ) 1 _ —4(4—%) ; 


i s Q"° (3 a+ @,— @) * ge (a, @) vid (€p — €s) (€g—€) Wi Q' 
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Die f-Gleichung wird daher fiir n = 2 
(190) Af** — 129,f§+16—0 oder L*4 — 12y, 15+ 16=0. 
Ferner wird nach Gleichung (14b), (15b) und (17b) 


“= oa , 
gu= o(u =) a’) = gu + o(u — 0) — vo, 


(191) = put 4) (4) 


pu— & 


| a 


- eu 


Gu = o(u eo’ )==e° 6, UGUw. 


w 


Dabei ist, wie aus den Gleichungen (188) und (74) folgt, 
pans — 129, R 
(192) (€, — €) (e, —¢) = f°, lee 
Da B, und B, in diesem Falle gleich Null sind, so findet man aus 
den Gleichungen (77) und (78) ohne Weiteres 


92 = 60¢,? — 49,, Js = 149,e, + 229,, 


oder, wenn man den Werth von e, einsetzt, 


g 20f-8. J — 3369, f, ° 
i go = 20 8 de — gd. == ~* 
(194) (9 92 te » Js 93 Afi — 49 


_ 189, (#9, Af—24+89/7f>%). 
§ 28. 
Die fGleichung, wenn » eine zusammengesetzte Zahl von der Form 
61 + 2 ist. 


Hat n die Form 61 +- 2, so gelten ihnliche Schliisse, wie in § 22; 
da hier aber bei der wiederholten Transformation auch die Trans- 
formation zweiten Grades verwendet werden muss, so ist es hier von 
vornherein zu erwarten , dass nicht f?, sondern im Allgemeinen erst f* 
die Wurzel einer Gleichung vom Grade 7'(n) wird, deren Coefficienten 
rationale Functionen von g, und g, sind. Dieser Umstand macht es 
zweifelhaft, ob bei geradem n die Grosse f iiberhaupt als Hiilfsgrésse 
zweckmissig zu verwenden ist; denn die Rechnungen werden nicht 
einfach genug. 

Kine weitergehende Untersuchung, welche einer spiteren Abhand- 
lung vorbehalten bleibt, zeigt, dass fiir n—2 und fir n=—4 die 
Grosse f selbst noch als die einfachste Hiilfsgrésse zu betrachten ist, 
dass man aber fiir m = 8, 10, 14, 16,... andere Hiilfsgréssen einfiihren 
muss, durch welche sich B,, B,, ... und die Invarianten gs, g; der 
transformirten Function rational ausdriicken lassen. 
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Wenn also in dem folgenden Paragraphen ausser der Transforma- 


tion 4'°" Grades auch noch die vom 8'* Grade gegeben wird, so soll 


dabei ausdriicklich hervorgehoben werden, dass dem Verfasser bereits 
eine weit einfachere Methode fiir die Transformation 8'*" Grades bekannt 
ist. Man wird vielmehr aus dem hier folgenden Beispiel, das zu einer 
L-Gleichung vom 96'* Grade fiir n=8 fiihrt, erkennen, wie wiinschens- 
werth in den hier besprochenen Fiillen die Einfiihrung einer zweck- 
miissigeren Hiilfsgrésse ist. 


§ 29. 
Die L-Gleichungen fiir » — 4 und n = 8. 
Ks sei 
L’ > «’) =2, L* (<, @’) =y, LS (2, a’) = 8, 

dann ist nach Gleichung (190) 

wv —12y,7¢+16=0, oder 12y,47— 2° + 16. 
Fihrt man jetzt noch eine zweite Transformation zweiten Grades aus, 
so wird 

c=% und 2 —12y,2+4+16=0, 
oder 7 
y> — 1L2y,ay+ 1623 =0. 
Nun wird aber nach Gleichung (194) 
720 = yx + 20, 
also 
y® — 12(y,4-+20)y + 162° = (y— 16) (y’?+ 16y—12y,%+ 16) = 0. 
Dies giebt 
(195) 12y,4 = y*? + 16y + 16, oder 2 = y*? + I6y, 
und wenn man aus diesen beiden Gleichungen « eliminirt, 
(196) y® + 48y° + 816y! + 5632y + (13056 — 1728 y,5) y? 
+ (12288 — 16.1728 y,*) y + 4096 =0, 


oder 

(196a) 1728 y.3:(216 y,)?:1 = (y?4- 16y + 16)*:(y’ + 24y?+ 120y— 64)? 
:(y? + 16y). 

Noch einfacher lisst sich diese Gleichung schreiben, wenn man 

y +8 = 7 als Veriinderliche einfiihrt; es wird dann 

(196 b) 1728 y,5 : (21675)? : 1 = (y*—48)* : (y3— 72m)? : (4? — 64). 


Dies ist die L-Gleichung fiir n = 4. 
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Fiibrt man jetzt nochmals eine Transformation zweiten Grades 
aus und setzt 





so erhilt man in Analogie zu den Gleichungen (195) 

(197) x—=y + 16y, oder y> = xe? + 16222, 

und wenn man mit Hiilfe der Gleichungen (195) «x eliminirt, 

(198) 37, (y’+ 16y-+ 16)2? + 4(y?+ 16y-+4 16)?2 — 367,743 = 0. 
Eliminirt man schliesslich noch y aus den bereits aufgestellten Glei- 


chungen und setzt = L‘, so erhilt man fiir die Transformation 8' 
Grades die L-Gleichung 


1% —27. 15 y, LS — 2"?.71 L72— 2835505 y,2 L 
+ (2, 495 y, +2". 81 y,4) 156 
+ (2', 190311 +2". 1115829 y,3) L's 
+ (2?3_175095y,2 +2". 8505 y,°) L 
+-(2'S. 116635995 7, —2"*. 43565769 y,* — 2"! 2187 y,7) L3? 
+ (2?5.4498517 — 2%. 3597399 y,3 + 221.559 143 y,") L2! 
+ (2. 3505815 y,2-+4+ 22.5 998.455 y,> — 2.6 561 p,8) L'® 
+ (— 2%. 75 y, + 2°8.8 829 y,! 2 2187 y,7) 54+ 230. 


(199) 





Absch:.itt VII. 
Theorie der /-Gleichung, wenn » durch die Zahl 3 theilbar ist. 
§ 30. 
Die Transformation dritten Grades. 
Auch bei der Transformation dritten Grades ist nicht mehr [?, 
sondern erst f® eine rationale Function von e(*2) und deshalb die 


Wurzel einer algebraischen Gleichung vierten Grades. 
Es ist nimlich nach Gleichung (46) 


i(--r- 
2 


. ri ® : : 
Bezeichnet man also der Kiirze wegen 9 ( ;) mit g, so wird 


(200) f° = 49° — 99 — gs. 
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Nun folgt aber aus Gleichung (1) 


46(3u) | Pug” ul. 
ow |gug uy}? 
j 20. , ; 
und da 6(3u) verschwindet, wenn w= 3 ist, so ist g eine Warzel 


der Gleichung 


‘ — os cal 1 
(201) ye” — gp” * = 1294 — 69,9? — 129g,9 — 492 = 0, 


welche in Bezug auf g vom vierten Grade ist. Man kann daher die 
f-Gleichung fiir » = 3 finden, indem man ¢ aus den Gleichungen (200) 
und (201) eliminirt. 

Kine kiirzere Methode besteht darin, dass man die verschiedenen 
Wurzeln der /-Gleichung und ihre Entwickelung nach Potenzen von h 
beriicksichtigt. Dadurch kann man sehr leicht die unbestimmten Zahlen- 
coefficienten der f-Gleichung berechnen. Aus 


Qs = : o’) 
(202) _ aS 
© VY" (@, @) 


erhilt man dabei durch Vertauschung der primitiven Perioden 2a, 
2’ mit den iiquivalenten Perioden 16r@ + 2@', — 2@ die 3 anderen 


Wurzeln 
8r 3 P 8r , 
Q°( rete . —w’) Q'(o, Sret*) 
Q"(8rat+a’, ear log Q"(@,@) ” 
(vgl.dic Tabelle (134 a)) 


wobei » die Werthe 0, 1, 2 hat. Da man jetzt auch weiss, dass die 
f-Gleichung die Form 


A?f?! + aAf'? + bgsf® — 27 =0 


(203) 5° a 


haben muss, so findet man durch Kntwickelung der Wurzeln nach 
Potenzen von h und durch Anwendung der Newton’schen Formeln 


a=18, b=—216. 
Die /-Gleichung fiir n = 3 ist -daher 
(204) A?f*! + 18Af" + 2169,f° — 27 = 0. 
Jetzt wird nach Gleichung (14a) 
pu — put p(v—22) + o(v+ 22) — 26, 


ou =e” 6 u(gu — G,). 


(205) 


Man braucht also nur noch die Gréssen G,, g,, g, auszurechnen. 
Setzt man der Kiirze wegen 








L, Krererr, 


P, = A°f" + 9Af* + 54g, — — 9(Af* + 189, — 3F-); 
so wird nach Gleichung (66) 

¢ wo 6 . 

(206) G, = °# = 1 (aft — 189, + 9f-9), 

Da hier G, und G, gleich 0 sind, so folgt unmittelbar aus den Glei- 
chungen (77) und (78) 


9. = — 120B, + 60B,? — 9g, = 120G,? — 9g, 
(207) \9, = 420 B, — 420B, B, + 140B,3 — 21g, B, — 27g, 
= 280G,3 — 429,G, — 279,, 


oder 


(207a) F, (9, — g.) = 1809, (Af®+ 3f-*), 9s —_o ; (Af*+39f-°). 


§ 31. 


Theorie der /-Gleichung, wenn » die Form 6/ + 3 hat. 


Auch fiir » = 6/1 + 3 gelten ahnliche Schlisse wie in § 22; du 
aber hier bei der wiederholten Transformation auch die Transformation 
dritten Grades verwendet werden muss, so wird im Allgemeinen erst 
f® die Wurzel einer Gleichung vom Grade 7'(n) mit rationalen Coeffi- 
cienten sein. Man wird also wiederum darauf hingewiesen, noch andere 
Hiilfsgréssen in die 'Transformationstheorie einzufiihren, um einfachere 
Gleichungen zu erhalten. 

Kine Reduction tritt aber auch bei Benutzung der Grosse / ein, 
wenn x» = 6/-+ 3 ein vollstiindiges Quadrat ist; dann wird nimlich 
schon f* einer Gleichung vom Grade 7'(n) mit rationalen Coefficienten 
geniigen. 

Der Nachweis dieses interessanten Satzes ist nur fiir » = 9 nothig, 
weil der Satz fiir alle Quadrate von der Form 6/-+ 1 schon in § 24 
bewiesen ist, wo gezeigt wurde, dass sogar schon / die angegebene 
Eigenschaft besitzt. Durch wiederholte Transformation ergiebt sich 
daher auch die Richtigkeit des Satzes fiir alle Quadratzahlen von der 
Form 9*(6/-+ 1), sobald der Satz fiir » = 9 bewiesen ist. Dieser 
Beweis kann leicht, wie folgt, gefiihrt werden. 

Es wird nach Gleichung (46) fir n = 9 


s (2) y (42) 9 4%) f 6 
. . -—— 4 an 4) 

5 9 /3 9/7" \9 5 9 
ane (se) ” (8%) F ten (a 
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aves (0) y (82) y cae , aa) 
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Daraus folgt, dass f* eine cyklische Function der Gréssen ¢ (=), 
Q (= » # ( * ) ist, so dass also nach Satz V in § 3 f* die Wurzel 


einer Gleichung 12'* Grades mit rationalen Coefficienten sein muss. 





















§ 32. 
Die f-Gleichung fir » — 9. 


Nach den Angaben des soeben bewiesenen Satzes ist es jetzt 
leicht, die f-Gleichung fiir » = 9 zu bilden. Zuniichst ist 


> : ¢ 3 : o’) o \4 i 1—h'8” 
(208) i = Qo, «) -=(*) 3 UT aSry A 
Indem man die primitiven Perioden 2@, 2@' mit den diquivalenten 
Perioden 16(r + 3s)@ + 2a’, — 2@ vertauscht und die Tabelle (134 a) 
passend verwendet, erhilt man hieraus 
8(r+3s)o+a' 8(r+3s)o+a’ 
o(etsiete) g(y tetnnte 


_ Ina Q'(8(7 + 38)@+0', —o) Q°(@, a’) 
(209) _ 0 r+3s 2 2¥ 


—-" es | [pees 
= | — & Ff FW, ° 
(2) h = 


= (1- 2”)? 
Dabei haben 7 und s die Werthe 0, 1, 2, so dass f,,, im Ganzen 
9 Werthe hat. Um die beiden noch fehlenden Werthe von f zu be- 
stimmen, vertausche man in Gleichung (208) die primitiven Perioden 
2, 2e' mit den fiquivalenten Perioden 16¢@ + 6a’, 10@ + 2(3 — t)a@’, 
wo ¢ die Werthe 1 und 2 hat. Nun ist nach Tabelle (134a) 


- 8,3 at * F 16,3 ss 
fir ¢= 1 o(579) =<", fiir ¢ = 2? e(si)=e> 
folglich wird 

8 a ; owe o 8e-+380 

; Q( ot @ . 50-+20) ( 0 :) war (Fe ) 
ae Q(80+30, ba+20) © ; all 

160+ 30’ . : rt oe 

e(- TS , 50+’) ( 0, 3) ny (> — 


n= Q(l6a+3o0', 50+) =@\—1,3 ~ @(@, «) ’ 
oder 
8a+30’ 2 
a - ee. Je See! ys ? 1—h*” <**” 
a TOT ‘cy ‘LT (1a)? 
(210) 


e(% 16o+30 


a | : 
pnp 9) (ey yan of ee 


A, (1—h? Ba 
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Mit Hiilfe dieser Entwickelungen und durch Anwendung der 
Newton’schen Formeln kann man jetzt die einzelnen Coefficienten der 
f-Gleichung bilden. Einfacher kommt man jedoch auch hier durch 
wiederholte Transformation zum Ziele. Der Kiirze wegen soll nicht 
die f-Gleichung, sondern die Z-Gleichung gebildet werden. Es sei also 


@ ’ @ , @o ° 
o(4 , «) L @(2, w’) = Q°( = ow’) 1 
C= — 3 == — . t= — — = 
Q(@,a@') * Qi(@,@) ’ e(> , w’) 7 


dann wird nach Gleichung (204) 

(211) a> + 182'+ 216y,2*° — 27 = 0, 

und wenn man noch eine zweite Transformation dritten Grades aus- 
fiihrt, 


a + 18z' + 2167;2* — 27 = 0 
oder 


(212) L* + 182! L? + 2167325 L§ — 2723 = 0. 
Nach Gleichung (207a) wird aber 
3y3a° = Tx! + 3y,2? + 273, 
so dass Gleichung (212) iibergeht in 
L*4 4 182! L? 4+ 72 (Txt + 3,02 + 273) L® — 2728 = 0. 
Die linke Seite dieser Gleichung zerfillt nun in die Factoren 
[6+ 27, 19+92°4+27Bh'—2, DY —916+270L% 4 2". 


Die Entwickelung nach Potenzen von h zeigt, dass nur der mittelste 
dieser Factoren verschwindet, es wird also 


(213) a = 194 905 + 2713 = (L3 + 3)3 — 27. 


Wenn man diesen Werth von «* in die Gleichung (211) oder in die 
daraus hergeleitete Gleichung 


(21la) 1728y,3 : (216y,)? : 1 = (a*+4-27) (x! + 3)3: (a+ 182'—27)?: a! 


einsetzt, so erhilt man 


1728 y,3 : (216y,)?: l= (L9 + 3)3 (19 + 9L® 4+ 2713 4 3) 
(214) : (D418 D4 135 L'2-+.504 194-891 £64486 L3—27)? 
:(L94+9L5427 L'). 


Setzt man L' + 3 = M, so geht diese Gleichung iiber in 
(214a) 1728y,°: (216 y,)?: 1—M*( > —24); :( M*—36 M3-+-216)? :( M3—27). 


Von Interesse ist hierbei die Bedeutung der Ausdriicke L* und 
L§+ 925+ 27. Nach Gleichung (30) ist nimlich 
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d a. 
Jer et = 1"(2, a) = Qpr(2,a)—Qre * a? (72), 
rch , 
a femme (2,0) 07 ($0) 
Jso ar a , 
more * ot(2a) 00 (42) (8) (29), 
folglich wird nach Gleichung (213) 
ine 
Be ! : : i. o' (22) 
(216) L' wai, 2 + OL" + he ol (8), (42) > 9 *) 
mse Ferner ist 
a—2 ie is = 
2° .2@ 2" .6@ > 
[ Iv ( y ) ~# ( 9 )| ae “ ( ze ) ? 
8yo 
TI 2 am Cw to | e” o (=°) 
IT \»( gree Sosied, ( 9 ) eae 2 (2) o (22) 0° x" } 


ste L' + 913 + 27 = 





lie § 33. 
Theorie der /-Gleichung, wenn » die Form 6/ hat. 


Die Transformation 6'°" Grades kann dadurch ausgefiihrt werden, 
dass man die Transformation 3'° Grades mit der Transformation 2'" 
Grades combinirt. Setzt man also 


; AE) os ae 


C= ——— . Oa ; L= H- = LY, 
Q (@, a) : @ i Q (@, @) 
o(F«) 


so wird nach den Gleichungen (190) und (204) 
rd (218) a4 +4 182!2 + 216y,2° —27=—9, y™4 — 12y,y8+ 16 =0, 


wobei nach Gleichung (207a) 
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3 ¥2(— 372" + Btyyet — 129a*) 
es 5 3 (al® + 18 y,a'? — 32°) 


wird. Dieser Werth ist in die Gleichung 
L* — 12y,2"L5 + 16274 = 0 


einzusetzen und dann x zu eliminiren. Dadurch erhalt man eine 
Gleichung 12%" Grades fiir Z*4. Es hat aber keinen Zweck, diese 
Gleichung wirklich zu bilden, weil sie nicht einfach genug wird. Im 
Gegentheil zeigt sich auch hier wieder die Nothwendigkeit, andere 
Hiilfsgréssen neben f in die Transformationstheorie einzufiihren. 


Die Schwierigkeiten, welche schon bei der Transformation 6' 
Grades auftreten, kehren natiirlich in erhdhtem Masse bei der Trans- 
formation 6p'" Grades wieder. 

Diese Schwierigkeiten lassen sich aber, wie schon in der Ein- 
leitung hervorgehoben wurde, beseitigen durch die Benutzung von 
Ausdriicken, welche ahnlich gebildet sind wie die Grésse f, und deren 
Eigenschaften deshalb auch mit den hier entwickelten Untersuchungen 
in naher Beziehung stehen. Die eingehendere Behandlung dieses Gegen- 
standes muss aber einer spiiteren Mittheilung vorbehalten bleiben. 


Hannover, im April 1885.*) 


* 


) Die Citate, welche sich auf die Abhandlung: ,,Ueber die elliptischen 
Normalecurven von der nien Ordnung und zugehdrige Modulfunctionen nter Stufe' 
von Herrn Klein beziehen, sind wihrend des Druckes hinzugefiigt. 
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Neue Untersuchungen im Gebiete der elliptischen Functionen. 
Von 


F. Kier in Leipzig. 


Vor nun anderthalb Jahren richtete ich im Anschluss an meine 
Vorlesungen die Uebungen meines Seminars auf die Theorie der 
elliptischen Functionen, insbesondere der elliptischen Modulfunctionen, 
um so eine Reihe von Problemen, die mir von meiner friiheren Be- 
schiftigung mit der genannten Theorie her geliufig waren, zur Bear- 
beitung und gleichformigen Erledigung zu bringen. Von den Unter- 
suchungen, welche aus diesem Anlasse entstanden sind, haben einige 
wenige in den Mathematischen Annalen Aufnahme gefunden (vergl. 
Morera: Ueber einige Bildungsgesetze in der Theorie der Theilung 
und der Transformation der elliptischen Functionen (Bd. 25) und zwei 
Aufsiitze von Pick in Bd. 25 und 26: Ueber die complexe Multipli- 
cation der elliptischen Functionen); die anderen sind in den Schriften 
der k. siichsischen Gesellschaft der Wissenschaften erschienen oder 
werden binnen kurzem als Dissertationen verdffentlicht werden. Es ist 
Gefahr vorhanden, dass diese letzteren Arbeiten der Beachtung des 
mathematischen Publicums mehr oder minder entgehen, und es schien 
mir also zweckmiissig, an gegenwirtiger Stelle ein zusammenhingen- 
des Reférat iiber dieselben zu erstatten. — 

Ich will dabei den Gesammtstoff von vorneherein auf zwei Ab- 
schnitte vertheilen. — Einmal nimlich bandelte es sich um die weitere 
Durchfiihrung jenes Programms einer reinen Theorie der elliptischen 
Modulfunctionen, welches sich aus meinen Untersuchungen in den 
Biinden 14 und 15 dieser Annalen entwickelt hat, andererseits aber 
um die Aufgabe, die betreffenden Ueberlegungen mit der eigentlichen 
Theorie der elliptischen Functionen, insbesondere mit den Fundamental: 
formeln, wie sie Weierstrass in seinen Vorlesungen zu geben pflegt, 
in Verbindung zu bringen. 

In ersterer Hinsicht muss ich voranstellen, dass in der Note 
»Zur Theorie der elliptischen Modulfunctionen*, welche ich im December 
30* 





456 F. Kuew, 
1879 der Miinchener Akademie vorlegte*) und auf die ich mich wieder- 
holt zu beziehen habe, nur ein Theil des in Rede stehenden Programms 
niedergelegt ist. Ich beschriinke mich dort durchaus auf Modulfune- 
tionen im engeren Sinne, d. h. auf Functionen des Periodenverhiilt- 
nisses @, wihrend die weitergehende Untersuchung durchaus verlangt, 
Modulformen, d. bh. homogene Funetionen der Perioden ,, @, in 
Betracht zu ziehen. Man kann sich das Verhiiltniss etwa in der 
Weise vorstellen , dass die Riemann’schen Methoden, welche ich damals 
voranstellte, (die Construction und Discussion der Fundameutalpoly- 
gone etc.) die zuerst erforderliche Vorarbeit Jeisten, wahrend die feinere 
Ausbildung der Betrachtungen und die Durchfiihrung auch in com- 
plicirten Fiillen der formentheoretischen Behandlung vorbehalten bleiben 
muss, — beide beherrschend aber die gruppentheoretische Auffassung 
(die Stufeneintheilung etc.) das oberste Eintheilungsprincip abgiebt. 
Ich méchte mit Ricksicht hierauf insbesondere auf die Hurwitz’ sche 
Abhandlung im 18. Bande der Mathematischen Annalen verweisen 
(Grundziige einer independenten Theorie der elliptischen Modulfunc- 
tionen etc.) Man beachte namentlich, wie dort (in § 9 des ersten 
Theiles) der Uebergang von der Modulfunction der ersten Stufe, die 
ich J nenne, zu den Modulformen derselben Stufe, d. bh. zu g, und 


93, gefunden wird, indem =~ als Durchgangspunkt dient. 


Die ersten Arbeiten, iiber welche ich nunmehr zu berichten habe, 
machen iibrigens von dem Begriffe der Modulform nur beiliaufigen 
Gebrauch und basiren dementsprechend in der Hauptsache auf der 
Discussion algebraischer Functionen im Riemann’schen Sinne. 

Ich referire zuniichst iiber die Untersuchungen von Hrn. Fricke **), 
Bekanntlich ergiebt die Betrachtung der Kreisbogendreiecke der w-Ebene 
und der aus ihnen gebildeten Fundamentalpolygone, dass fiir n=3, 4,5 
sich simmtliche Modulfunctionen der zugehdrigen Stufe rational je 
durch einen Hauptmodul darstellen lassen, welcher, wenn man J als 
gegeben ansieht, beziehungsweise mit einer der durch die reguliren 
Kérper definirten Irrationalititen, nimlich der Tetraeder-, Oktaeder- 
und Ikosaeder-Irrationalitit, coincidirt. Denselben Ansatz habe ich 
dann in meinen friiheren Arbeiten auch noch fiir die Fille nm =7 und 
n = 11 in Anwendung gebracht, wobei sich aber eine steigende Com- 
plication einstellte, so dass die Leistungsfihigkeit der Methode auf 
kleine Stufenzahlen beschriinkt erscheint. Um so wiinschenswerther 
musste es sein, die kleinen Werthe von nun auch simmtlich in dem 


*) Dieselbe ist in Bd. 17 dieser Annalen wieder abgedruckt. 

**) Siehe meine noch dfter zu nennende Notiz in den Berichten der k. siichs. 
Ges. d. Wiss. vom 2. Miirz 1885: ,,Neue Untersuchungen tiber elliptische Modul- 
functionen der niedersten Stufen“. 
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angedeuteten Sinne discutirt zu sehen. Dies ist, was Herr Fricke fiir 
n= 6, 8, 16 und neuerdings auch bei » = 10 ausgefiihrt hat.*) Es 
handelt sich dabei selbstverstiindlicherweise in jedem Falle um Definition 
soleher einfachster algebraischer Functionen der Invariante J, durch 
welche sich alle anderen Functionen derselben Stufe rational darstellen 
lassen. Herr Fricke hat dabei seine Aufgabe so gefasst, dass er es 
unternahm, alle Moduln der genannten Stufen, welche in der aus- 
gedehnten hierher gehdérigen Litteratur als wesentlich vorkommen, 
explicit auf die Fundamentalgréssen zuriickzufiibren. So finden sich 
hier in die modernen Anschauungen eingeordnet insbesondere jene 
Relationen iiber dritte und fiinfte Theilwerthe der Thetafunctionen, 
welche man im Anschlusse au den Gaussischen Nachlass neuerdings 
vielfach behandelt hat. 

Ich wende mich ferner zu den Untersuchungen der Herren Fried- 
rich und Fiedler**). Dieselben beziehen sich auf die Theorie der 
Modulargleichungen in dem allgemeinen Sinne, wie ich dieselbe in 
meiner soeben genannten Miinchener Note skizzirt habe, und kniipfen 
an eine dort gegebene Bemerkung an, vermége deren bei zweckmiissiger 
Wahl der zu Grunde zu legenden Moduln Ueberlegungen invarianten- 
theoretischer Natur bei Aufstellung der Modulargleichungen am Platze 
sind. Herr Friedrich hat in diesem Sinne die Modulargleichungen der 
reguliren Kérper behandelt. Es seien A, a, 0,4 die Benennungen fiir 
Doppelverhialtniss, Tetraeder-, Oktaeder- und Ikosaeder -Irrationalitit: 
mit 4’, a’, 0’, y' bezeichnen wir die transformirten Werthe. Die linke 
Seite der Modulargleichung muss dann eine solche ganze rationale 
Function von 4 und 2’, ete., sein, dass sie bei gewissen linearen Sub- 
stitutionen, denen 4 und d’ simultan zu unterwerfen sind, bis auf einen 
Factor ungeindert bleibt. Hieraus nun leitet man durch rein alge- 
braische Ueberlegungen ab, dass die linke Seite der Modulargleichung 
eine ganze Function einiger charakteristischer Verbindungen von 
4, 4’ ete. sein wird, wodurch die wirkliche Berechnung der Modular- 
gleichungen auch bei héheren Transformationsgraden auf die Aus- 
werthung relativ weniger Zahlencoefficienten zuriickgefiihrt ist. Herr 
Friedrich giebt — unter Beschrinkung auf solche Transformationsgrade, 
welche beziebungsweise zu 2, 3, 4,5 relativ prim sind — fir 4, a, 0, y 
die Durchfiihrung dieser Theorie und als Beleg jeweils eine Zahl aus- 
gerechneter Beispiele. Dabei liegt ein interessanter Vergleichspunkt 
in dem Umstande, dass die Modulargleichungen fiir 4, 4’ in den Fallen 
n = 3 und nm =5 schon in Jacobi’s Fundamenten auftreten, wo sie 





*) Die betreffenden Resultate soilen im Zusammenhange in der demniichst 
erscheinenden Dissertation d. Verf. verdffentlicht werden. 

**) Vergl. wieder die schon genannte Note in den Berichten d. k. siichs. 
Ges, d. W. oder auch die beziiglichen, demniichst erscheinenden Dissertationen. 
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,non sine calculo prolixo“ abgeleitet werden (wie Jacobi dies selbst 
ausdriickt), wiihrend jetzt die empirische Berechnung je eines Zahlen- 
coefficienten geniigt. — Ganz iihnliche Bemerkungen sind hinsichtlich 
der Arbeit des Herrn Fiedler am Platze. Es handelt sich bei Herrn 
Fiedler nicht um Modulargleichungen im engeren Sinne, sondern um 
Modularcorrespondenzen und zwar insbesondere um diejenigen, welche 
zwischen « = )/A, y =j/1 —A einerseits und den transformirten 
Werthen dieser Gréssen, die x’, y’ heissen mégen, bestehen. In meiner 
wiederholt genannten Miinchener Note hatte ich die Frage offen ge- 
lassen, wie man eine solche Correspondenz in jedem Falle algebraisch 
vollstindig darzustellen habe, so dass hier in der Theorie eine wesent- 
liche Liicke blieb, welche erst durch die neveren Untersuchungen von 
Herrn Hurwitz ausgefiillt worden ist*). An letztere Untersuchungen 
ankniipfend leitet Herr Fiedler den Satz ab, dass im Falle des von 
ihm betrachteten Modulsystems zur Darstellung der Modularcorrespon- 
denz ausser den selbstverstiindlichen Relationen «3+ yS=1, 2 5+-y'*=1 
immer eine Gleichung geniigt, sobald der Transformationsgrad » (den 
Herr Fiedler der Einfachheit halber durchweg als ungerad voraussetzt) 
entweder selbst von der Gestalt 8x-+-7 ist oder einen in ungerader Potenz 
vorkommenden Primfactor von der Gestalt 8x + 7 hat. Er entwickelt 
ferner, dass man diese eine Gleichung immer so auswihlen kann, dass 
sie bei gewissen terniren linearen Substitutionen, denen einerseits a, y, 
audererseits (und zwar gleichzeitig) z, y zu unterwerfen sind, un- 
geindert erhalten bleibt, und zeigt endlich, dass in Folge der genannten 
Kigenschaft die linke Seite der Gleichung als ganze Function bestimmter, 
aus #, y, x,y zusammengesetzter Ausdriicke sich aufbauen lisst. Die 
einfachste hierher gehérige Gleichung ist die bekannte, welche G iitz- 
laff fiir den 7' Transformationsgrad gab: 
cy+ay =1; 

Herr Fiedler steigt mit den von ihm durchgerechneten Beispielen bis 
zu den Transformationsgraden 55, 71, 79 auf, ohne dabei iibermiissig 
lange numerische Rechnungen zu gebrauchen. 

Dem Gegensatze entsprechend, der soeben zwischen Modulfunc- 
tionen und Modulformen gefunden wurde, treten an Seite der Modular- 
gleichungen die Multiplicatorgleichungen. Unter einem Multiplicator 
verstehe ich iiberhaupt einen Quotienten, dessen Ziahler der transfor- 
mirte Werth einer Modulform ist, wiahrend der Nenner durch den 
anfiinglichen Werth der Modulform gegeben wird. Der Multiplicator 
ist also zuniichst Modulfunction und dementsprechend stellen sich die 
Coefficienten der Multiplicatorgleichung zuvérderst ebenfalls als Modul- 


*) Siehe insbesondere dessen Mittheilung in den Gittinger Nachrichten von 
1883: ,,Zur Theorie der Modulargleichungen. 
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functionen dar. Wenn wir dann aber hinterher mit einer geeigneten 
Potenz der im Nenner des Multiplicators stehenden Modulform herauf- 
multipliciren, so verwandelt sich die Multiplicatorgleichung in eine 
solehe, welche den transformirien Werth einer Modulform von den ge- 
gebenenen Werthen irgendwelcher anderer Modulformen abhidngig macht. 
Eben hierin nun erblicke ich die innere Bedeutung der Multiplicator- 
gleichungen. 

Dem Gesagten zufolge giebt es so viele Multiplicatorgleichungen, 
als es Modulformen giebt, fiir die eine Transformationstheorie existirt. 
Die Jacobi’schen Multiplicatorgleichungen, sowie die anderen, die ich 
Multiplicatorgleichungen erster Stufe nenne*), sind nur die ersten ein- 
fachen Beispiele. 

Herr Biedermann**) hat nun insbesondere diejenigen Multipli- 
catorgleichungen untersucht, welche durch Betrachtung der Theilwerthe 
der Weierstrass’schen 6-Function erwachsen. Ich verstehe unter letzteren, 
wenn s eine beliebig gegebene Zahl bezeichnet, die folgenden Gréssen: 


— (Ante ne) (Ae, + oe oo) 


~ ae Aa ++ ut eg 
G,,,(@, @) = — e -g(tertees | @;, @,); 


wo dann, unter » den Transformationsgrad, unter a, b,c, d vier ganze 
Zahlen von der Determinante ad — be =n verstanden, als Wurzeln 
der Multiplicatorgleichung die folgenden Quotienten genommen werden 
miissen : 

eo (am, + bas, Cw, + dag) 

~— ©, ,(@1y @2) ae Se 
Indem Herr Biedermann die Zahl s insbesondere gleich 2, 3, 4 setzt 
und dann, der Einfachheit halber, den Transformationsgrad zu 2, 
bez. zu 3, relativ prim nimmt, bestimmt er mit Hiilfe der zugehérigen 
in der w-Ebene gelegenen Fundamentalpolygone die Form der ent- 
stehenden Multiplicatorgleichungen und ist dadurch in der Lage, fiir 
niedere Transformationsgrade die Schlussformeln fast ohne Rechnung 
hinzuschreiben. Die Bedeutung dieser Untersuchungen soll wieder 
nicht nur in der Erledigung eines einzelnen Falles beruhen, sondern 
in dem methodischen Fortschritte, der mit ihnen fir alle ahnlichen 
Probleme, insbesondere auch fiir die Theorie der Jacobi’schen Multipli- 
catorgleichungen, gegeben erscheint. — 

Indem ich mich nunmehr zum zweiten Theile meines Referates 


*) Vergl. die wiederholt genannte Abhandlung von Hurwitz in Bd. 18 
dieser Annalen, sowie die einschliigigen Arbeiten von Kiepert, insbesondere 
die hier unmittelbar vorausgehende zusammenfassende Darstellung des Letzteren. 

**) Berichte der k. siichs, Ges. d, Wiss. vom 4. Mai 1885. (Der Inhalt dieser 
Note soll wieder in einer Dissertation besonders ausgefiihrt werden). 
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wende, gedenke ich zuniichst der Untersuchungen des Herrn Nimsch. 
Die Perioden @,, @,, 4;, 4 der elliptischen Integrale erster und zweiter 
Gattung lassen sich bekanntlich, wie Herr Bruns zuerst hervorhob*), 
aus den Invarianten g,, g, durch hypergeometrische Reihen berechnen. 
Inzwischen fehlte es bislang an einer zusammenhiingenden Darstellung 
der Theorie unter Heranziehung derjenigen Anschauungen, welche 
Riemann der Theorie der hypergeometrischen Functionen zu Grunde 
gelegt hat**). Eben hier hat Herr Nimsch eingesetzt und den Gegen- 
stand su weit geférdert, dass seine Untersuchungen, die demniichst 
(als Dissertation) publicirt werden sollen, mit einer Tabelle numerischer 
Werthe abschliessen. 

Ich erwiihne ferner die Untersuchungen von Herrn Molien***), 
Die achte Einheitswurzel, welche in der Theorie der unendlich vielen 
Formen der Function’9 auftritt, kann bekanntlich vom Weierstrass’- 
schen Standpunkte aus auf die Aenderungen zuriickgefiihrt werden, 
welche die achte Wurzel aus der Discriminente A = g,* — 279,” bei 


° . ° - . 1. e 
linearer Transformation der Perioden erfihrt. Statt A wird man 


dann lieber gleich 7/A in Betracht ziehen, welches in gewissem Sinne 
die eigentliche fundamentale Grésse ist, die freilich ihrerseits (wie 
Jacobi gelegentlich in den Fundamenten bemerkt) durch Heranziehen 
einer Transformation dritter Ordnung auf die 9-Function und also 


wieder auf }A zuriickgefiihrt werden kann. Herr Molien hat nun den 


Factor, um welchen sich *//A bei linearer Transformation der Perioden 
iindert, in der Weise bestimmt, dass er von der Euler’schen Reihen- 
entwickelung fiir TT(1 —q®") ausging und auf diese das Cauchy’sche 
Verfahren der Reihenvergleichung anwandte+). Die Gestalt, welche 
Herr Molien den Schlussformeln giebt, entspricht genau derjenigen, 
welche Stephen Smith bei der Transformation der 0-Functionen zur 
Geltung bringt}}) und die in mancher Hinsicht der von Hermite ge- 


*) Ueber die Perioden der elliptischen Integrale erster und zweiter Gattung 
(Dorpater Festschrift 1875); vergl. auch meine Darstellung in Bd. 14 dieser Annalen, 
p. 124—126 daselbst. 

**) Beitrdgezur Theorie der durch die Gaussische Reihe darstellbaren F'unctionen. 
Es ist iibrigens bemerkenswerth, dass Riemann in dieser Abhandlung (cf. pag, 72 
der Werke) unter den rationalen Transformationen, welche unter Umstiinden 
eine gegebene P-Function in eine neue P-Function iiberfiihren, bereits folgende 
angiebt: y = -. S22 Fr 
27 «=2#t(1— x) 
hiltnisse 4 zur absoluten Invariante J = y entspricht, so dass man annehmen 
darf, Riemann habe die Abhingigkeit der w,, @, von J ihrem Wesen nach sehr 
wohl gekannt. 
***) Berichte d. k. siichs. Ges. d. W. vom 12. Januar 1885. 
+) Cauchy im Bulletin de la Société Philomatique von 1817. 
++) Reports of the British Association for the Advancement of Science, 
Bd. 35 (1865): Report VI on the Theory of Numbers (cf. insbesondere p. 329). 


, die genau dem Uebergange vom Doppelver- 
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wihlten Form vorzuziehen sein diirfte. Ich will tibrigens nicht un- 
erwihnt lassen, dass eben die Aenderungen von ‘//A in neuerer Zeit 
auch von anderer Seite untersucht worden sind, so von Hrn. Weber 
im 6 Bande der Acta Mathematica auf arithmetischem Wege und 
von Herrn Kiepert in dem hier vorausgehenden Aufsatze vermége der 
Hermite’schen Methode. *) 

Herr Engel hat eine andere Specialfrage zur Beantwortung ge- 
bracht**), Abel bemerkt in seinem Précis d'une théorie des fonctions 
elliptiques, dass zwischen den n'** Theilwerthen der von ihm betrach- 
teten elliptischen Functionen lineare Identitiiten bestehen, deren Coef- 
ficienten n° Einheitswurzeln sind, eine Behauptung, welche dann spiater 
von den Herren Sylow und Kronecker ausfiihrlich begriindet und 
weiter verfolgt worden ist***). Man wird fragen, was aus diesen Re- 
lationen wird, wenn man durchweg die Weierstrass’schen Functionen 
p(w), p(w) einfiihrt. Man kénnte hier Complicationen erwarten ; indess 
sind die Formeln, welche Herr Engel findet, ebenso einfach wie die 
friiheren, auf die alteren Functionen beziiglichen. Schreiben wir der 
Kiirze halber pau, pa, fiir p(4er pm), p (epee) und « fir 
2iz 
e” , so lauten die von Herrn Engel gefundenen Relationen fiir 
2—n 0, 1,...,4— 1): 


n—l 2a n—1 2au 

cau e “p 
> Z -== 0, > — t= 0. ines 
4=0 ap A4=0 an 


Ich habe nunmehr iiber meine eigene Abhandlung Bericht zu 
erstatten, die»unter dem Titel: Ueber die elliptischen Normalcurven 
ne” Ordnung und zugehirige Moduln der n' Stufe im 14’ Bande der 
Abhandlungen der k. sichs. Gesellschaft der Wissenschaften erschienen 
ist (Mai 1885) und die insofern hierher zu rechnen ist, als dieselbe 


*) Vom Standpunkte einer reinen Theorie der elliptischen Functionen aus 
liegt die Schwierigkeit (oder das Charakteristische) der in Rede stehenden Unter- 


suchungen darin, dass Va und Va keine eindeutigen Functionen von a, , @, sind, 
sondern nur wnverzweigte Functionen der Gréssen, welche erst durch eine will- 
kiirliche Festsetzung (durch Ziehen eines Querschnittes im Gebiete der a, w,) 


ares 
zu eindeutigen Functionen gemacht werden kénnen. Bei V A ist es noch anders 
und es kann also die elegante Behandlung, welche Herr Hurwitz in seiner dfter 
genannten Abhandlung (Bd, 18 der Annalen, siehe insbesondere p. 564—566 


daselbst) der Va zu Theil werden lisst, nicht ohne Weiteres auf die anderen 
Wurzeln iibertragen werden. 

**) Berichte der k. siichs. Ges, d. Wiss. vom 31. Juli 1884. 

***) Sylow in den Verhandlungen der Akademie von Christiania, 1864 und 
1871, Kronecker in den Berliner Monatsberichten, 1875 und 1876. 
30** 
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aus Seminarvortrigen entstand, die ich im Winter 1884—85 gehalten 
habe*), Es handelt sich in derselben um eine Wiederaufnahme derjenigen 
Ideen, die ich in einer der Miinchener Akademie vorgelegten Note vom 
Juli 1880 skizzirt habe**) und die Herr Bianchi sodann fiir »n=3 und 
n = 5 eingehend verfolgt hat***), Die elliptische Normalcurve n'** Ord- 
nung d. h. die Curve n'" Ordnuaz vom Geschlecht 1 des Raumes von 
(n —1) Dimensionen, ist dabei nur das Gegenbild fiir das planmiissige 
Operiren mit solcken n-gliedrigen 6-Producten, deren Residuensumme der- 
selben Constanten gleich ist (so dass der Quotient irgend zweier Producte 
doppeltperiodisch ist). Indem ich die Curve auf verschiedene Coordi- 
natensysteme beziehe, werden charakteristische Gleichungen derselben 
und in-den Coefficienten dieser Gleichungen ausgezeichnete Modul- 
functionen gewonnen. Der Uebergang von einem Coordinatensysteme 
zum anderen liisst sodann. einfache Beziehungen zwischen den ein- 
gefitihrten Modulsystemen erkennen. Es kann hier nicht die Absicht 
sein, tiber die Einzelheiten der betreffenden Untersuchungen, welche 
im Princip die ganze Transformationstheorie der elliptischen Functionen 
umfassen, Bericht zu erstatten. Ich bemerke also nur, erstlich, dass 
ich mich auf ungerade n beschriinke, sodann, dass die Modulformen 
n'* Stufe (mw ungerade) z,, Ag, deren Eigenart ich bereits in einer 
vorlaiufigen Note in Band 17 dieser Annalen zur Sprache brachte7) 
and deren Interesse darin ruht, dass sie sich fiir » = 3, 5, 7,11 an 
jene einfachsten Gréssen anschliessen, deren Existenz die functionen- 
theoretische Methode ergeben hatte, nunmehr in gleichférmiger und 
sozusagen nothwendiger Weise gewonnen werden, wobei sich zugleich 
die Mittel darbieten, um andere Gréssen der Theilungs- und Trans- 
formationstheorie (z. B, die Theilwerthe p,,, pz, ) mit.ihnen in Ver- 
bindung zu setzen. Hier benutze ich denn auch jene Theilwerthe der 
6-Function, deren Definition soeben gegeben wurde, und die, fiir un- 
gerade s, Modulformen von der Stufe s? sind. 

Eine naheliegende Aufgabe, betreffs.derer ich in Band 17 der 
Aunalen bereits einige Andeutungen machte++), die ich aber in meiner 





*) Siehe auch meine vorliiufige Mittheilung in den Berichten der k. siichs. 
Ges. d. Wiss. vom 14. November 1884: Zur Theorie der elliptischen Functionen 
ner Stufe. 
**) Ueber unendlich viele Normalformen des elliptischen Integrals erster 
Gattung (wieder abgedruckt in Band 17 dieser Annalen). 
***) Ueber die Normalformen dritter ‘wnd fiinfter Stufe des elliptischen Inte- 
grals erster Gattung, Band 17 der Math. Annalen. 
+) Ueber gewisse Theilwerthe der O-F'unction. 
+7) Indem ich niimlich die ,,Curven“ der 2,, A, in Betracht zog, ihre Ord- 


nung bestimmte etc. Siehe meine vorgenannte Note: Ueber gewisse Theilwerthe 
der 4-Function. 








Abha 
sammn 
studi 
die . 
diese 


erscl 
prob 
diirf 
ist € 
plies 
chu 
unte 
The 
dins 
Ged 





r- 


ye 








Untersuchungen iiber elliptische Functionen. 


463 


Abhandlung nicht weiter in Betracht gezogen habe, ist die, den Zu- 
sammenhang der z,, A, mit der Invariante J, bez. g,, g, gemauer zu 
studiren. Es geschieht dies vielleicht am zweckwiissigsten derart, dass 
die Ansiitze verallgemeinert werden, die ich in den Banden 14, 15 
dieser Annalen fiir » = 5, 7, 11 gegeben habe. Die Moduln 2, ete. 
erscheinen dann schliesslich als die Lésungen bestimmter Formen- 
probleme*), deren Coefficienten sich aus g,,g, aufbauen. Inzwischen 
diirfte eine Durchfiihrung dieses Gedankens schwierig sein. Einfacher 
ist es jedenfalls, zuniichst die Grésse A, von g,, g, durch die Multi- 
plicatorgleichung erster Stufe abhiingig zu machen (wegen dieser Glei- 
chung siehe oben), dann A, zu adjungiren und zuzusehen, wie sich 
unter dieser Voraussetzung die z,, bez. die A, berechnen, was der 
Theorie zufolge durch Wurzelzeichen gelingen muss. In zwei neuer- 
dings erschienenen Noten hat Herr Morera den hiermit bezeichneten 
Gedanken wenigstens in allgemeinen Ziigen durchgefiihrt**). 

Ich kann dieses Referat nicht schliessen, ohne die Untersuchungen 
wenigstens genannt zu haben, welche Herr Hurwitz im Zusammen- 
hange mit meinen eigenen Bestrebungen neuerdings ebenfalls in den 
Berichten der k. siichs. Ges. d. Wiss. veréffentlicht hat***). Die Zwecke, 
welche Herr Hurwitz bei ihnen verfolgt, sind durch die Titel der Arbeiten 
hinreichend angedeutet. Ich méchte aber ausdriicklich auf die Methode 
aufmerksam machen, deren sich der Verf. zur Erreichung seiner Ziel- 
punkte bedient, insofern dieselbe an sich hervorragendes Interesse 
beanspruchen diirfte. Dieselbe besteht darin, die diberall endlichen Inte- 
grale, welche zur »' Stufe gehéren, als Functionen von @ wirklich 
aufzustellen und eingehend zu discutiren. — 

Zum Schlusse will ich noch einer anderen Arbeit gedenken, die, 
aus meinen Seminariibungen hervorgegangen, allerdings nicht direct 
die Theorie der elliptischen Modulfunctionen aber doch die eng ver- 
wandte Lehre von den Irrationalitiiten der reguliiren Kérper betrifft. 
In seiner Dissertation+) entwickelt Herr Fischer vielseitige Methoden, 
um das Elementardreieck des Ikosaeders auf die anderen von den 


*) Wegen dieser Ausdrucksweise siehe meine Vorlesungen tiber das Ikosaeder ete, 
(Leipzig 1884), insbesondere p, 123—126 daselbst. 

**) Zur Transformation und Theilung der elliptischen Functionen, Berichte 
d. k. siichs, Ges. d, Wiss. vom 1. Juni 1885; Intorno alla risoluzione di certe 
equaziont modulari, Rendiconti del Istituto Lombardo, ser, 2, vol, 18, fasc. 13 
(1885). 

***) Berichte vom 15. Dec, 1884: Ueber Relationen zwischen Classenzahlen 
bindrer quadratischer Formen von negativer Determinante, sowie Berichte vom 
4, Mai 1885: Ueber die Classenzahlrelationen und Modularcorrespondenzen prim- 
zahliger Stufe. 

+) Conforme Abbildung sphiirischer Dreiecke auf einander mittelst algebraischer 
Functionen (Leipzig, 1885). 
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Symmetriebégen derselben Configuration umgrenzten sphirischen Drei- 
ecke conform abzubilden, was jedesmal mit Hiilfe algebraischer Func- 
tionen gelingen muss. Insbesondere ist es interessant, dass die alge- 
braischen Functionen in gewissen Fiillen rational werden, wo dann 
die Bestimmung der Coefficienten der rationalen Functionen in dhn- 
licher Weise durch Hiilfsmittel der Invariantentheorie abgekiirzt werden 
kann, wie dies in der Theorie der Modulargleichungen in den oben 
besprochenen Fallen gelang. 


Leipzig, den 17. September 1885. 























Ueber Collineationen und Correlationen, welche Flachen 
2. Grades oder cubische Raumcurven in sich selbst* 
transformiren. 


Von 
Rupotr Srurm in Miinster i./W. 


Seit den Aufsiitzen iiber quadratische Formen von Hermite im 
Journal fiir Mathematik Bd. 47 ist eine ziemlich umfangreiche Litte- 
ratur tiber die Transformation quadratischer Formen in sich selbst 
vermittelst linearer Substitutionen erschienen. *) 

Doch verfolgen die Verfasser mehr algebraische oder zahlentheore- 
tische Zwecke als geometrische. Am meisten findet die Geometrie 
Beriicksichtigung in den Abhandlungen der Herren Frahm und Voss, 
insbesondere bei letzterem, welcher alle auf die lineare Transformation 
einer Curve oder Fliiche 2. Grades in sich beziiglichen Hauptresultate 
ermittelt hat und bei dem auch der Correlation gleiche Riicksicht zu 
theil wird, waihrend sie sonst gegeniiber der Collineation stets zuriicktritt. 

Kine rein geometrische Behandlung hat — etwa abgesehen von 
den Specialfaillen der Polarcorrelation (in Bezug auf eine Basisfliche 
2. Grades) und des Nullsystems — die Transformation der Curven oder 
Flichen 2. Grades in sich selbst vermittelst Collineation oder Corre- 
lation noch nicht erfahren, und es diirfte daher eine von allem alge- 
braischen Apparate freie Untersuchung iiber diese Transformation nicht 
iiberfliissig sein.**) Der erste Theil der nachfolgenden Abhandlung 
unternimmt dieselbe fiir die Fldchen 2. Grades, indem fiir den ein- 
facheren Fall der Kegelschnitte eine Mittheilung der Resultate genii- 
gend erschien. 


*) Cayley, Journ. f. Math. Bd. 50; Philos, Mag. 4. Ser. Bd. 6; Bachmann, 
Journ. f. Math. Bd. 71, 76; Selling, ebenda Bd. 77; Rosanes, Bd. 80; Frobenius, 
Bd. 77, 82, 84; Frahm, Habilitationsschrift (iiber eine Classe von linearen Trans- 
formationen, Tiibingen 1873); Voss, zur Theorie der orthogonalen Substitutionen, 
Math. Ann. Bd. 13, 8. 320; gelegentliche Bemerkungen von F. Klein in verschie- 
denen Aufsiitzen. : 

**) Wenn im Folgenden bisweilen Coordinaten angewendet werden, so ge- 
schieht es nur, um die erhaltenen Resultate zu bestiitigen. 
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Es kommt darauf an, zu ermitteln, ob und welche Bedingungen 
nothwendig sind, damit eine Collineation oder Correlation eine Fliiche 
2. Grades in sich selbst transformirt, welches System dann die in sich 
transformirten Fliichen erzeugen. Daran schliesst sich die Aufsuchung 
involutorisch sich entsprechender Flichen, die auch Herr Voss auf- 
gefunden hat, und andere naheliegende Fragen. Die speciellen Fille 
der perspectiv- und der geschaart: involutorischen Collineation, der Polar- 
correlation und des Nullsystems werden besonders behandelt. 

Im zweiten Theile, der wenig Beziehungen zum ersten hat, wird 
dieselbe Frage hinsichtlich der cubischen Raumcurve behandelt, was 
wohl ein noch gar nicht in Angriff genommenes Problem sein diirfte. 


Erster Theil. 
L 


1. Eine Fliche 2. Grades A? sei gegeben; die beiden Ebenen 
E,€’ durchschneiden sie in den Kegelschnitten a’, a *; EH, E’ seien 
ihre Pole und F, F” zwei beliebige Punkte der Fliche. Wenn dann 
D, D’ die Schuitte von EF, EF" bez. mit E,E’, A, B die Schnitte 
von «a? mit der Polare von D, A’, B’ die von a’? mit der Polare von 
D' und E, E’ zwei beliebige Punkte bez. von a’, a’? sind, so wird 
durch die riiumlicke Collineation, in welcher den Punkten A, B, C, E, F 
die Punkte A’, B’, C’, E’, F’ entsprechen, die Flaiche 2? in sich selbst 
transformirt. Denn in dieser Collineation sind dann auch D, D’ ent- 
sprechend und weil in E, E’ sich A, B, C, D und A, B’, C’, D’ corre- 
spondiren, so thun es auch die Kegelschnitte a?, a ?*) und in Folge 
dessen auch die Tangentialkegel EKa*, E’a’?; die Fliche, welche der 
zum ersten Raume gerechneten I? im zweiten entspricht, muss also 
den Kegel E’q’? lings a? tangiren und durch F” gehen, weil YA? den 
Kegel Eq? lings a? beriihrt und durcs F’ geht; da aber Y* jeues auch 
thut und eine Fliche 2. Grades dadurch eindeutig bestimmt ist, so 
sind beide Flachen identisch. , 

Lassen wir C’ die Curve a? durchlaufen, sodann E’ alle még- 
lichen Lagen im Raume und f” alle méglichen Lagen auf A? ein- 
nehmen, so erhalten wir die co® Collineationen, durch welche die ge- 
gebene Fliche 2. Grades im sich selbst ijbergeht; wie die algebraischen 
Untersuchungen sie ergeben haben. 

Ersetzen wir die gestrichenen Elemente durch ihre in Bezug auf 


*) Staudt, Geometrie der Lage, Nr. 264; Reye, Geometrie der Lage, Abth. II, 
zweiter Vortrag. 
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%? polaren, so ergiebt sich dasselbe Resultat auch fiir die Correlationen 
(Reciprocititen). 

Nun giebt es oo° Flichen 2. Grades und oo! Collineationen oder 
Correlationen; also muss eine Collineation oder Correlation entweder 
eine endliche Zahl von Fliichen 2. Grades, oder, falls fiir die Trans- 
formation einer Fliiche 2. Grades in sich i Bedingungen nothwendig 
sind, wenn sie diese erfiillt, sofort oo Flichen in sich transformiren. 
Dies wird sich in den vier Fallen — denn bei Collineation wie Corre- 
lation haben wir je zwei Fille — verschiedenartig gestalten. 

2. Diese beiden Fille unterscheiden sich dadurch, dass bei dem 
einen jede der beiden Geradenschaaren einer in sich transformirten 
Fliiche 2. Grades in sich selbst, bei dem zweiten in die andere iiber- 
geht. Herr Klein hat wohl zuerst auf diese beiden Fille aufmerksam 
gemacht;*) bei Herrn Voss ergeben sie sich aus den eigenilichen und 
uneigentlichen orthogonalen Substitutionen. 

Es seien 9;, 92; 93> 941 Is» 9_ sechs Gerade der einen Schaar von 
M?,1,,...l, sechs Gerade aus der andern. 

Wir lassen den zum ersten Raum gerechneten Punkten: 


Irby, D1ls> Jolas Pols, Jabs 
die Punkte, bez. Ebenen: 

Ibis Isley Isbis Gobo» Iols, 
oder die Punkte, bez. Ebenen: 

9a 95> eGas boss Ls Ge 


im zweiten entsprechen**); dann entsprechen bei der dadurch fest- 
gelegten Collineation, resp. Correlation den Geraden g,, 92, 93, |, 15, ly 


im ersten Falle die Geraden g,,9;, 95, 4,,1,,1,, im zweiten aber die 
, Geraden 1,,1,, 3, 94,955 9g, also dort jede der beiden Schaaren sich 
) selbst, hier jede der andern. Liisst man jede der sechs letzteren Ge- 
) raden ihre oo' Lagen in ihrer Schaar einnehmen, so erhdlt man in 
1 allen vier Féillen oo® lineare Transformationen. 

) Sagen wir im ersten, bez. zweiten Falle: die Fldche werde auf die 


erste, bez. zweite Art in sich selbst transformirt. 

Y 3. Sowohl bei der Collineation, als bei der Correlation ergiebt 
; sich auf einer Fliiche 2. Grades %?, die durch dieselbe in sich trans- 
‘ formirt wird, eine eindeutige Punktbeziehung. Jedem Punkte X der 


" Fliche 2? als Punkt des ersten Raumes entspricht der ihm durch die 
Collineation im zweiten entsprechende X’, bez. der Beriihrungspunkt 
f X’ der Ebene &, welche dem X durch die Correlation correspondirt 


*) Math. Annalen Bd. 4 S, 412 und 622. 
i **) Staudt, Geometrie der Lage Nr. 329; Reye, Geometrie der Lage 2, Aufl. 
Abth. II §, 26. 
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(polar ist). Ist § die Beriihrungsebene von X, so entsprechen sich 
bei der Collineation auch & und &, bei der Correlation auch € und X’, 
Entsprechende Punkte der {? in der genannten Punktbeziehung 
durchlaufen gleichzeitig Kegelschnitte. Projicirt man deshalb ent- 
sprechende Punkte aus dem Punkte O —= Q von %?, so erhilt man 
zwei concentrische quadratisch verwandte Biindel. Es seien 0’, Q die 
dem Scheitel entsprechenden Punkte, g —h’, l= m’ die durch den 
Scheitel gehenden Geraden von %?, denen g’, h, I’, m entsprechen. Bei 
der Transformation erster Art gehédren g=h', g’, h zu der einen, 
1 =m’, l,m zur andern Schaar, bei der Transformation zweiter Art 
g=h, l,m aur einen, 1 =m, g’,h zur andern. Die Hauptstrahlen 
der beiden Biindel sind: 
91,00; hi, wm’, QO 

und ihnen sind bez, homolog bei der ersten Art die Hauptebenen: 

(m, QO’), (h’, QO) (hi, m); (1,0), (9, 9), (GY, 
bei der zweiten die Hauptebenen: 

(h’, QO), (m’, QO’), (hk, m’); (9,0), (1, OQ), (g, 2). 


Im ersten Falle liegt demnach keiner der Hauptstrahlen in seiner 
homologen Hauptebene. Im zweiten dagegen thun es g = h’, 1 =m’; 
wir erhalten so in den beiden durch den Scheitel gehenden Geraden 
von “? zwei sich selbst entsprechende Strahlen der beiden quadratisch 
verwandten Biindel. 

4. Zwei concentrische quadratisch verwandte Biindel haben 4 sich 
selbst entsprechende Strahleu.*) Zu diesen gehéren also im zweiten 
Falle die eben erwiihnten Strahlen, welche nicht zu sich selbst ent- 
sprechenden Punkten der eindeutigen Punktbeziehung auf Y° fahren: 
der Strahl g =’ verbindet den Punkt gg’ als Punkt von g’ und den 
Punkt hh’ als Punkt von h je mit seinem entsprechenden Punkt auf 
g, bez. h’; und iibniliches gilt fiir 1m’. Die beiden andern sich 
selbst entsprechenden Strahlen aber gehen nach sich selbst entsprechen- 
den Punkten der Punktbeziehung auf Y°, und im ersten Falle thun dies 
alle vier sich selbst entsprechenden Strahlen. 

Diese beiden Arten ,projectiver Figuren“ auf der Fliche 2. Grades 
und die unterscheidende Eigenschaft, dass die der ersten Art 4, die der 
zweiten nur 2 Coincidenzpunkte haben, hat vor einiger Zeit Herr 
Zeuthen*) gefunden. Er leitet die Coincidenzpunkte in folgender 
Weise ab. 

Bei zwei projectiven Figuren der ersten Art ist jede der beiden 
Regelschaaren in sich projectiv und enthilt demnach zwei sich selbst 


*) Reye, Zeitschr. fiir Math. Bd, 11 S. 300. 
**) Math. Ann. Bd. 18 8. 33, insb. § II, 
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entsprechende Geraden g,, g,, bez. 1l,,1,. Die 4 Eckpunkte des durch 
diese 4 Geraden gebildeten Vierseits sind die Coincidenzpunkte. 

Bei zwei projectiven Figuren der zweiten Art ist jede der beiden 
Regelschaaren in beiderlei Sinne zu der andern projectiv; dadurch 
wird in jeder von ihnen, z. B. der der /, eine Projectivitit hervor- 
gerufen, in der je zwei Gerade einander entsprechen, welche als Gerade 
des zweiten, bez. ersten Raumes (oder wenn man sich auf die Fiche 
beschriinken will, der zweiten, bez. ersten Figur) der niimlichen Ge- 
raden der andern Schaar entsprechen, insofern diese dem ersten oder 
zweiten Raume (Figur) zugerechnet wird. Seien 1,, 1, die Coincidenz- 
geraden dieser Projectivitiit und g,,g, die beiden Geraden der andern 
Schaar, denen sie folglich in beiderlei Sinne oder involutorisch ent- 
sprechen; so entspricht dann in dem durch diese 4 Geraden gebildeten 
windschiefen Vierseite jede der beiden Gegenecken g,l,, g,1, sich selbst, 
wiihrend die beiden anderen g,l,, g,l, sich gegenseitig und ewar in 
beiderlet Simne entsprechen. 


II. 


5. Wir miissen nun die beiden Fille der Collineation und Corre- 
lation getrennt behandeln. 

Bei einer Collineation, welche eine gegebene Fliiche 2. Grades auf 
die erste Art in sich selbst transformirt, seien die vier sich selbst eut- 
sprechenden Punkte g,l,, 9,l,, golo, gol, mit A, B,C, D_ bezeichnet. 
Sie sind natiirlich die Ecken des sich selbst entsprechenden Tetraeders 
der Collineation, das wir das Haupttetraeder der Collineation nennen 
wollen. *) 

Die sich selbst entsprechende Fliche geht durch eins ABCD der 
drei windschiefen Vierseite, welche von dessen Kanten gebildet werden. 

Liegt nun eine beliebige Collineation vor, so fragt es sich, ob 
dann eine sich selbst entsprechende Fliche 2. Grades vorhanden ist. 
Jeder Fliiche 2. Grades, welche durch eins der drei windschiefen Vier- 
seite der Kanten des Haupttetraeders gelegt ist, entspricht im andern 
Raume eine Fliiche durch das nimliche Vierseit, und wir erhalten so 
eine Projectivitit im Biischel durch dieses Vierseit. Die sich selbst 
entsprechenden Elemente derselben sind aber die beiden Kbenenpaare. 

Also wird durch eine beliebige Collineation keine allgemeine Fliche 
2. Grades auf die erste Art in sich selbst transformirt. 

6. Wenn aber eine allgemeine Fliche 2. Grades durch eine Colli- 
neation auf die erste Art in sich transformirt wird, so geschieht dies 
fiir alle Fliichen des Biischels, welcher dasjenige Kantenvierseit des Haupt- 


*) Mit einer leichten Modification der Bezeichnung des Herrn Reye: Geom. 
der Lage, Abth, ll S. 138 der 2. Aufl 








470 


Ruvoir Sturm, 


tetraeders zur Basis hat, durch das jene Fliche geht*); denn die obige 
Projectivitiit hat dann drei sich selbst entsprechende Elemente. 

Eine solche Collineation ist durch eine einfache Beziehung zwi- 
schen zwei der 6 Invarianten charakterisirt. Bekanntlich hat jedes 
der 6 Doppelverhiltnisse, welche auf allen Verbindungslinien entspre- 
chender Punkte einer riiumlichen Collineation durch diese Punkte und 
die Schnitte mit je zwei der vier Ebenen des Haupttetraeders A BCD 
gebildet werden, einen constanten Werth. Seien «a= BCD, B=CDA, 
y= DAB, d ABC diese 4 Ebenen und {,%, ©, D ihre Schnitte 
mit irgend einer Verbindungslinie X X’, so sind 

deg = (XX'UB), dey =(XX'UC), dys = (XX'UD) 
die 3 unabhiingigen von diesen Invarianten, die 3 tibrigen sind 
Apy = Aay : Aap, Aya = dad : days Abs — dap: dad: ) 

Sei nun %? eine durch eine Collineation auf die erste Art in 
sich transformirte Fliche 2. Grades, ABCD das auf ihr befindliche 
Kantenvierseit des Haupttetraeders und X, X’ seien irgend zwei auf 
ihr gelegene entsprechende Punkte; so ist: 


(X X'UB)=—CD(X, X’, CB, DA), (X X'D6)=AB(X,X,CB, DA); 


da aber ABCD und X, X’ auf derselben Fliiche 2, Grades YX? liegen, 
so ist: 
CD (X, X’, CB, DA) = AB(X, X’, CB, DA); 
also ist: 
(X X°UAB) = (X X’ DE); 
oder: 


dap = jy; 
oder wenn wir nur die unabhiingigen Invarianten benutzen wollen : 
dap» Aad = Aay- 
Also eine der 3 Bedingungen: 
(XXUB) = (XXDC), (XX AC) = (XX BD), 
(XX AD) = (XX' CH), 


*) Vgl. z. B. Frahm a. a. O. 8.5; Voss a. a. O. S. 353; Rosanes a. a. O. S. 67. 

**) Die Invarianz von (X X'%) z. B. sieht man synthetisch leicht in folgen- 
der Weise ein: Y Y’ sei zuniichst eine XX’ treffende Gerade; die Schnittlinien der 
Kbene (XX’, YY’) mit @,B seien a,b und %,, B, die Schnittpunkte von YY’ 
mit a, 8 oder a,b. Nun sind XX’, YY’,a,b Verbindungslinien entsprechender 
Punkte zweier projectiven Punktreihen auf X Y, X’Y’; demnach tangiren alle 
6 Geraden denselben Kegelschnitt und auch auf XX’, Y Y’ entstehen durch die 
vier andern projective Wiirfe, oder: (X X’'%8) = (Y Y’'%,%.). Sind XX’, YY’ 
windschief, so schaltet man eine beide treffende ZZ’ ein, denn solcher giebt es 
in dem Complexe aller Verbindungslivien entsprechender Punkte einfach unend- 
lich viele, 
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mit denen beziehlich: 
(XX'AD) = (XX'BE), (XX AB) —(XX'CD), 
(X X’AC) = (X X’DH) 
fiquivalent sind, hat eine Collineation zu erfiillen, damit sie eine all- 
gemeine F'liiche 2. Grades auf die erste Art in sich selbst transformire, 
und dann sofort einen ganzen Biischel. 
Ersichtlich folgt auch umgekehrt aus: 
(X X’AB) = (XX'DEC) 
CD (X, X’, CB, AD) = AB (X, X’, CB, AD), 
dass die durch ABCD und X gelegte Fliche 2. Grades auch X’ 
enthilt und daher sich selbst entspricht. 


oder 


Ill. 


7. Gehen wir zu dem Falle einer Collineation iiber, welche cine 
I'liiche 2. Grades X* auf die zweite Art in sich selbst transformirt- 
Die Punkte g,l,, glo, Golo, gol, (Nr. 4) seien mit A, LE, C, F' be- 
zeichnet. A und C entsprechen sich, wie gesagt, selbst; g, und l,, g, 
und 1,, EH und F’ entsprechen sich gegenseitig in beiderlei Sinn; es 
entsprechen demnach die Geraden AC, EF’ und die Ebenen g,1,, gol, 
welche Y%? in A, C tangiren, sich selbst; wihrend g,l,, g,l,, die in 
E, F tangiren, sich wiederum gegenseitig in beiderlei Sinne corre- 
spondiren. Auf der Geraden EF sind die beiden durch entsprechende 
Punkte gebildeten projectiven Punktreihen in Involution, da EK und F 
sich doppelt entsprechen; also entsprechen sich alle correspondirenden 
Penkte auf EF’ in beiderlei Sinne und dasselbe gilt dann fiir die 
Ebenen durch AC. Sind nun B, D die Doppelpunkte der Involution 
auf HF, so ist ABCD das Haupttetraeder. Liegt X in einer Ebene 
durch AC, so muss X’ in der zu jener gepaarten Ebene der Invo- 
lution liegen; da nun diese beiden Ebenen zu AC(B, D) oder 0, B 
harmonisch sind, so sind, wenn A, B, ©, D dieselbe Bedeutung haben, 
wie in Nr. 6, X, X’ zu D, B harmonisch. Mithin erhalten wir fiir 
die Collineation die Bedingung, dass die Invariante (X X°BD) den 
Werth — 1 hat. Aber sie muss noch eine zweite Bedingung erfiillen. 
Liegen X, X’ auf der sich selbst entsprechenden Fliche, so ist aihn- 
lich wie oben: 


AE (X, X’, AF, EC) = CF (X, X’, FA, CE), 
oder wenn &, § die Schnitte von XX’ mit AC (E, F’) sind: 
(XX' CE) = (XX FA), 
well EAF=>y, ECF= «a. 
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Folglich ist: (X X’G) = (X’ XAF); d. h. X, X’; A, C; CF 
sind jn Involution, und da nun nach Obigem AC(X, X') und AC(E, F) 
zu AC (B, D) oder 0,6 harmonisch sind, so sind X, X’ und &, ¥ 
und also auch %, © zu D, B harmonisch. Und als zweite Bedingung 
fiir die Collineation erhalten wir, dass auf allen Verbindungslinien X X ' 
entsprechender Punkte das bekanntlich*) constante Doppelverhiiltniss 
(AEBD) den Werth — 1 hat. 

Demnach fiihrt eine beliebige Collineation keine allgemeine Fliiche 
2. Grades auf die zweite Art in sich selbst iiber. 

8. Werden aber die beiden Bedingungen: 

(XX'SD)—=— 1, (ACBD) = — | 


erfillt (oder eins der fiinf analogen Paare von Bedingungen, die sich 
auf die andern Kanten des Haupttetraeders beziehen), so gehen sofort 
oo” Fliichen 2. Grades in sich selbst iiber, welche zugleich ein Netz und 
ein Gewebe bilden-**) 

Wegen der ersten Bedingung sind die Ebenen durch die Kante 
AC des Haupttetraeders, sowie die Punkte auf der Gegenkante BD 
involutorisch entsprechend. Sei nun FL, F’ ein belichiges Paar der 
Involution auf BD, so entsprechen sich AX und AF, CE und CF 
involutorisch, und wir haben nur noch zu beweisen, dass die durch 
das Vierseit AHCF und einen beliebigen Punkt X gelegte Fliche 
2. Grades auch X’ enthiilt; denn dann coincidirt sie mit der ent- 
sprechenden, die ja auch durch AECF geht. ©, § mégen dieselbe 
Bedeutung haben wie vorhin; so sind 8, D zu X, X’ harmonisch 
wegen der ersten Bedingung, zu , § wegen der Involution auf AC, 
zu %, © wegen der zweiten Bedingung; also sind XX’, © %, A in 
Involution, demnach: (X X'@)=(X X' FA) oder: A E(X, X’, A F, EC) 
= CF(X, X', FA, CE). 

Als Constituenten der verschiedenen Biischel (A HCI’) benutzt 
man je die beiden Ebenenpaare; das eine (EF'A, EI'C) oder (y, a) 
ist fest, das andere (ACE, ACJ’) erzeugt eine Involution, also einen 
Flichenbiischel 2. Ordnung; mithin entsteht durch die siimmtlichen 
Biischel ein Netz. Es ist zugleich ein Gewebe, constituirt durch das 
feste Punktepaar (A, C) und die Schaar der Punktepaare (Z, I’). 

9. Aus den beiden Bedingungen: 


(XX’'BD)=—=—1, (ACBD) = — 1 
folgt eine dritte, durch die wir also beliebig, cine von ihnen ersetzen kinnen. 
xy XB 
Wir setzen zur Abkirzung: re = ~e = b, ete.; dann 


ist 6 + ») = 0; ferner: 


*) Reye, Geometrie der Lage, Abth, II, 8. 138 der 2. Aufl. 
**) Voss, a. a. O. S. 353, 371. 
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7 A a—b c—d 
eee = c—b a-b’ 
oder: 
| 2 (ac + bd) + (a+ c) (6 + 0) = 9; 
also: 
ac+ bo=—0 
oder: 
ee dD. 
cf, ee 
d. h. 
(XX' AB) = — (XX'DE); 


was sich von der einzigen Bedingung des vorigen Falls (Nr. 6) nur 
durch das Minuszeichen unterscheidet. Diese bewirkte, dass die Pro- 
jectivitit der entsprechenden Flichen im Biischel (ABCD) in Iden- 
titiit tibergeht. Unsere jeteige Bedingung bewirkt, dass diese Projec- 
tivitiit Involution wird und also jede zwei entsprechende Fldchen des 
Biischels (A BCD) sich in beiderlei Sinne entsprechen. 

Kine Fliche des Biischels ist durch eine Gerade der einen Schaar 
individualisirt, z. B. die Gerade, welche die Punkte X = Z’ und Y=W’° 
auf AB und CD verbindet. Die beiden ihr entsprechenden Flichen 
sind dann durch X’ Y’ und ZW bestimmt. 

In Folge unserer Bedingung ist: 


(XX’AB) = — (XX' DC) = — (VY Y'D,6)); 
oder, da XX’ =AB, YY =CD ist: 
(XX’ BA) =— (YY’'CD); 
ebenso: 
(ZZ BA) = —(WW'CD). 


Aus beiden folgt durch Division, weil X == Z', Y = W’: 
(ABX'Z)=(DCY'W),; 

dies bedeutet aber, dass X’ Y’ und ZW auf derselben Fliche durch 

ABCD liegen, in der sich demnach die beiden entsprechenden Flichen 

derjenigen, von der wir ausgingen, vereinigen. 

10. Gehen wir wieder zu der durch 2 Bedingungen bestimmten 
Collineation zuriick. Der Biischel (ABCD) hat mit dem Netze der 
sich selbst entsprechenden Fliichen das Ebenenpaar «ay gemein. Also 
befinden sich beide in demselben I'liichengebiische, das ebenfalls in sich 
dual ist. Jeder Fliiche dieses Gebiisches entspricht eine gewisse andere 
Fliiche desselben in beiderlei Sinne.*) 

Sei &? eine Fliiche des Gebiisches; wir verbinden sie mit zwei 
Flichen %*, ©? des Biischels (A BCD) durch Biischel; diese schneiden 
das Netz in den Fliichen D2, &*, welche mit dem Ebenenpaare (ay) 


*) Voss, a, a. O. S. 370. 
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in demselben Biischel sich befinden. Sind %,?, ©,? die entsprechenden 
Flichen in (ABCD), so gehéren %,?, ©,?, D?, ©* zu einem Netze, 
da die Biischel (%,?, ©,?) und (M?, ©) das Paar («@y) gemein haben; 
also haben auch (%,?, D*) und (G,?, ©) eine Fliche gemein, welche 
der %? in beiderlei Sinne entspricht, da B,?, €,?, D?, ©? den B?, GC, 
D?, © so entsprechen. 

11. Nehmen wir das Haupttetraeder ABCD zum Coordinaten- 
tetraeder, so dass a, B, y, 0 die Gleichungen 2, —0,...2, = 0 
haben; dann ist die Beziehung zwischen den Coordinaten entsprechen- 
der Punkte: 


Yi 2 Yo 2 Yat Ug SH My Hy fF Aggy Hq t Agy Ly > Ay, Xy. 
Einer Fliche des Biischels (ABCD) 2,2, + da,x,=0, yyy, 


+ Ay,y, = entsprechen, je nachdem sie zum ersten (z;) oder zweiten 
Raume (y;) gerechnet wird, die Flachen: 


Ay Ay, 4,43 + AG), Ay, YY, =, 
Ay, Ayg L,XLz + Ady, Ay, ZX, = O. 


Die beiden Bedingungen: (X X’BD)=— — 1, (XX'AB)=—(XX'D6) 
sind ausgedriickt durch die Coefficienten-Relationen: a,, = — ay,, 
Ay, 433 = — @y.4,,*); man sieht, wie in Folge der letztern jene beiden 
Flachen sich in: y,y, — 4y,y, = 0 vereinigen. 

Das Netz der sich selbst entsprechenden Flichen ist: 


a“? — Av? + pax, = 0, 


und das Gebiisch der sich involutorisch entsprechenden Flichen, 
welches das Netz umfasst: 


Ly? — Axe + ure, + vx,x, = 0. 


IV. 


12. Betrachten wir noch in Kiirze die bekanuten speciellen Fille 
der Collineation. 

Wir haben zuniichst die ,Collineation mit Axen“, bei welcher alle 
Verbindungslinien XX’ entsprechender Punkte zwei feste Geraden 
(Axen) u,v so in U, V treffen, dass das Doppelverhiltniss (X X’UV) 
einen constanten Werth hat. Ist er — 1, dann hat man die geschaart- 
involutorische Collineation.**) Bei jeder Collineation mit Axen geht 
jede der oo* Fliichen 2. Grades, die durch die Axen gelegt sind, in sich 
selbst tiber und zwar auf die erste Art; in der Schaar, welche sich auf 


*) Im vorigen Falle (Nr. 6) ist (XX’NS)=(XX’'DG) Aquivalent mit: 
44 Ggg = Aag Ayy. 
**) Reye, Geometrie der Lage, Abth. II, 17, Vortrag der 2. Aufl, 
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u, v stiitzt, geht jede Gerade in sich selbst iiber, in der andern Schaar 
im Allgemeinen nur die Axen. Jede gegebene F’liche 2. Ordnung kann 
durch co* solche Collineationen (unter denen sich oo? geschaart-involu- 
torische befinden) in sich transformirt werden, indem nach der Wahl 
der Axen noch das Doppelverhiiltniss freisteht. 

Eine geschaart-involutorische Collineation transformirt noch auf eine 
andere, als die eben besprochene Weise, F'lichen 2. Grades in sich selbst. 
Wenn zwei Gerade u,v Polaren in Bezug auf eine Fliche 2. Grades 
sind*), so schneidet jede Gerade, welche w, v trifft, die Fliche in zwei 
zu den Treffpunkten mit u,v harmonischen Punkten. Daraus folgt, 
dass durch die geschaart-involutorische Collineation, von welcher uw, v 
die Axen (Involutionsaxen) sind, die Fliiche in sich selbst transfor- 
mirt wird, und man sieht, dass jede gegebene Fliche 2. Grades durch 
co! geschaart-involutorische Collineationen in dieser Weise in sich trans- 
formirt wird, und dass jede gegebene geschaart-involutorische Collineation 
oo Fliichen 2. Grades in sich transformirt, die ein in sich duales 
lineares System 5. Stufe bilden. Auch diese Transformationen sind 
erster Art. — Es ist bekannt, dass, wenn eine Homologie (perspective 
Collineation) eine allgemeine Fliche 2. Grades in sich transformirt, 
dann Centrum und Ebene der Homologie Pol und Polarebene fiir die 
Fliche sein miissen; also ist die Homologie harmonisch oder involu- 
torisch und keine andere Homologie kann eine Fliche 2. Grades in 
sich transformiren, als die involutorische. Diese Transformation ist 
zweiter Art, da entsprechende Geraden sich schneiden. Jede gegebene 
Fliiche 2. Grades wird durch co* Homologien in sich transformirt, und 
jede involutorische Homologie transformirt 20° Flichen 2. Grades in sich. 

13. Sehen wir zu, wie fiir diese speciellen Fille die Bedingungen 
erfiillt werden. Fiir jede Collineation mit Axen u,v giebt es co! sich 
selbst entsprechende Tetraeder, alle, welche w, v zu Gegenkanten haben. 
Im Falle der allgemeinen Collineation mit Axen hat das Kantenvier- 
seit des Tetraeders, durch das eine sich selbst entsprechende Fliche 
geht, diese Axen zu Gegenseiten: A, B liegen auf wu, C, D auf v; 
alle XX’ treffen u,v: in U,V; A,B fallen nach V, €,D nach U 
und (X X’'MB), (XX’DC) werden beide 1 und daher gleich. Sollen 
aber bei der geschaart-involutorischen Collineation u,v Polaren fiir 
eine sich selbst entsprechende Fliiche sein, so sind sie die Diagonalen 
AC, BD eines der genannten Kantenvierseite; also fallen UX, € nachV, 
B,D nach U und die heiden Invarianten (X X’UB), (XX'DC) 
werden gleich, weil (X X'UV) = — 1. 

Bei der Homologie hat man oo® sich selbst entsprechende Tetra- 
eder mit einer festen Ecke D im Centrum und A, B,C beliebig in 


*) Staudt, Geometrie der Lage Nr. 318. 
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der Ebene 6 der Homologie. Weil alle X X’ durch D gehen, so fallen 
A, B, € nach D, D aber fallt in den Schnitt U mit 0. Die Bedingung: 


(AEBD) — — 1 wird also stets erfiillt; die andere aber: (X X’BD) 
=— 1 nur dann, wenn (XX’DV) = —1, d. h. nur bei der in- 


volutorischen Homologie. 

14. In Bezug auf den Kegelschnitt gilt: 

Jeder gegebene Kegelschnitt wird durch oc* Collineationen in sich 
selbst transformirt. Eine beliebige Collineation zweier Felder derselben 
Ebene transformirt keinen allgemeinen Kegelschnitt in sich selbst. Trans- 
formirt aber eine Collineation einen Kegelschnitt in sich, so transformirt 
sie oo! Kegelschnitte, welche sich doppelt beriihren mit einer Seite des 
Hauptdreiecks (sich selbst entsprechenden Dreiecks) als Beriihrungsschne 
und den beiden andern als Tangenten*.) Sind AX, B, © die Schnitte 
irgend einer Verbindungslinie entsprechender Punkte X, X' mit den 
Seiten des Hauptdreiecks, also (X X'BC), (X X'CA), (XX AB) die 
drei Invarianten, so miissen im vorliegenden Fall zwei von diesen In- 
varianten gleich sein. 


V. 


15. Es sei nun eine Correlation betrachtet, welche eine Fiche 
2. Grades X° auf die erste Art in sich transformirt. Die Ecken des 
Vierseits der sich selbst entsprechenden Geraden g,, g,, 1,, 1, von 
seien, wie in Nr.5, mit A, B, C, D bezeichnet. Jedem dieser Punkte 
entspricht seine Beriihrungsebene in beiderlei Sinne ; ebenso entsprechen 
sich die Diagonalen AC, BD in beiderlei Sinne. Also ist ABCD 
das Vierseit, in dem sich die Kernfliichen der Correlation durch- 
schneiden**). Nennen wir dieses Vierseit das Hauptvierseit der Corre- 
lation und das zugehiérige Tetraeder das Haupttetraeder. 

Umgekehrt, wenn eine beliebige Correlation vorliegt, so legen 
wir durch das Hauptvierseit ABCD derselben eine Fliiche 2. Grades; 
die ihr im zweiten Raume durch die Correlation entsprechende Fiche 
muss gleichfalls durch das Vierseit gehn, wei! dessen Seiten sich selbst 
entsprechen. In der Projectivitit, die wiederum in dem Biischel 
(ABCD) entsteht, correspondirt jede der beiden ausgearteten Fliichen, 
von denen die eine aus dem Ebenenpaare (8, 0) und dem Punktepaare 
(A, C), die andere aus (a, y) und (B, D) besteht, der andern. Folglich 
erhalten wir zwei allgemeine sich selbst entsprechende Fliichen, und 
damit ein anderes Resultat als bisher:- 

Jede Correlation transformirt auf die erste Art zwei allgemeine 


*) Hermite, a. a, O. S, 312; Klein, Math. Ann, Bd. IV, 8S. 601; Frahm, 
a. a, O. S. 3; Rosanes, a. a, O. 8. 67. 
**) Schriter, Journ. f. Math. Bd. 77, S. 105 B. 
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Fliichen in sich selbst. Dieselben gehiren zu dem Biischel (oder der 
Schaar) der beiden Kernflichen*). 

16. Die Projectivitiit im Biischel (A BCD) ist aber eine Involu- 
tion; denn die beiden ausgearteten Mitglieder desselben, die ,, Ebenen- 
Punkt-Paare‘‘ (6,0; A,C), (a, y; B, D) entsprechen sich ersichtlich 
in beiderlei Sinne. Da dies fiir den Beweis der Involution geniigt, so 
ist dieselbe auch dargethan fiir den etwaigen Fall eines Nullsystems, 
bei dem ja die Kernfliichen nicht existiren. Sonst aber kann man 
auch diese benutzen; auch sie entsprechen sich in beiderlei Sinne; 
denn die Ebenen, welche einem und demselben Punkt der Punkt-Kern- 
fiche, insofern er zum ersten oder zweiten Raume gerechnet wird, 
durch die Correlation im andern entsprechen, beriihren beide die 
Ebenen-Kernflache, 

In dem Biischel der Kernfliichen entsprechen sich also bei jeder 
Correlation zwei Ilachen stets involutorisch.**) 

Sind demnach X’', Y die beiden Pole derselben Ebene § = 1, so 
liegen dieselben stets auf derselben Fldche des Biischels der Kernflichen, 
derjenigen, welche zu der von § = 7 beriihrten in der Involution ge- 
paart ist, und ebenso tangiren die beiden Polarebenen eines Punktes 
dieselbe Fliche dieses Biischels. 

Trifft die Gerade, welche die beiden Pole X’, Y verbindet, — 
Wechselstrahl nach Herrn Schréter,***) — die Ebenen des Haupttetraeders 
ABCD in &, B, ©, D; so sind X’, Y; A, €; B,D in Involution. 

Auf jedem Wechselstrahle einer (nicht involutorischen) Correlation 
sind die beiden verbundenen Pole und die Schnittpunktspaare mit den 
beiden Ebenenpaaren durch das Hauptvierseit in Involution; wozu es 
selbstverstindlich einen dualen Satz giebt. 

17. Als Doppelelemente der Involution sind die beiden sich selbst 
entsprechenden Fliichen harmonisch sowohl zu den Kernflichen als auch 
zu den Ebenen-Punkt-Paaren. 

Die Harmonicitiit zu den letzteren lisst sich noch anders aus- 
sprechen. 

Wenn zwei Flichen 2. Grades Y?, 8’, die sich-in einem wind- 
schiefen Vierseite durchschneiden, zu den Ebenenpaaren ihres Biischels 
harmonisch sind, so heisst das: die Polarebenen A irgend eines Punktes 
nach ihnen sind harmonisch. Eine Gerade g, welche die beiden Doppel- 
linien der Ebenenpaare (oder die Diagonalen des Vierseits) in U, V 
trifft, schneide 2, 8? in A,, A,; B,, B,. Die Polarebenen von A, 
nach den beiden Ebenenpaaren gehen bez. durch die Doppellinien und 
treffen g in U, V; die Polarebene nach A? ist die Tangentialebene 


*) Voss, a. a. O. 8. 364, 370. 
**) Voss, an der eben angefiihrten Stelle. 
***) a. a, O. 8. 182. 
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und trifft g in A,; die Polarebene von A, nach %? trifft g im vierten 
harmonischen Punkte von A, nach B,, B,, nach Vor. aber im vierten 
harmonischen Punkt zu A, nach U, V; letzterer ist aber, da g den 
Biischel in einer Involution mit U, V als Doppelpunkten schneidet, der 
Punkt A,. Demnach sind A,, A, harmonisch zu B,, B,. Also: 

Wenn zwei sich in einem windschiefen Vierseite durchschneidende 
Fliichen 2. Grades zu den beiden Ebenenpaaren ihres Biischels harmonisch 
sind, so werden sie von jeder Geraden, welche die beiden Diagonalen 
des Vierseits trifft, harmonisch geschnitten; wobei dann von den beiden 
Schnittpunkte-Paaren stets eins und nur eins reell ist. 

Umgekehrt, wenn zwei sich in einem Vierseite durchschneidende 
Fliichen 2. Grades von irgend einer beide Diagonalen des Vierseits 
treffenden Geraden harmonisch geschnitten werden, so sind sie zu den 
Kbenenpaaren ihres Biischels harmonisch und werden von jeder die 
Diagonalen treffenden Geraden harmonisch geschnitten. 

Verbinde ferner g, die Punkte U,, V,, welche zu U nach A, C 
und zu V nach B, D harmonisch sind, so ist dieselbe bekanntlich 
Polare von g nach allen Fliichen des Biischels; da A,, A, nach ¥ 
conjugirt sind, so sind die Polarebenen von A,, A,, B,, B, nach B 
bez. g, (A,,A,, B,, B,); weil g, auch Polare von g nach Y? ist, so 
sind die vier Ebenen Tangentialebenen von g, an %*, B*; also haben 
wir eine Gerade g,, von welcher an die beiden Flichen 4 harmonische 
Beriihrungsebenen kommen; und demnach gilt dies fiir jede AC, BD 
treffende Gerade. Folglich besteht die duale Eigenschaft zugleich. 

Zu jeder Fliiche AX giebt es cot Fliichen B*, die sich zu ihr in 
dieser Beziehung befinden: durch jedes der oo! auf %? befindlichen 
Vierseite geht eine. Also ist die Beziehung fiir jede der beiden Flichen, 
wenn die andere gegeben ist, eine fiinffache Bedingung. Nennen wir 
zwei Fliichen 2. Grades in dieser Beziehung harmonisch-zugeordnet mit 
Vierseits-Durchschnitt. 

Sie bilden das eine riiumliche Analogon zu je zwei der _,,vier 
harmonisch-zugeordneten Kegelschnitte, welche in § 54 der ersten, 
§ 53 der zweiten Auflage der Steiner-Schréter’schen Vorlesungen be- 
handelt werden; denn je zwei dieser Kegelschnitte beriihren sich dop- 
pelt und werden, wie leicht aus den dortigen Betrachtungen hervorgeht, 
von jedem Strahle durch den Beriihrungspol (Schnittpunkt der gemein- 
samen Tangenten nach Steiner und Chasles) in vier harmonischen 
Punkten geschnitten (und erhalten aus jedem Punkte der Beriihrungs 
sehne vier harmonische Tangenten).*) Das zweite riiumliche Analogon 


*) Dass zwei sich doppelt beriihrende Kegelschnitte von allen Strahlen 
durch den Beriihrungspol nach constantem Doppelverhiltniss geschnitten werden, 
folgt aus Chasles’ Sections coniques Nr, 471 oder wird mit Hilfe der Homologie 
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bilden zwei harmonischzugeordnete Flichen 2. Grades mit conischer 
Beriihrung, 4. h. zwei Flichen 2. Grades, die sich so lings eines 
Kegelschnitts tangiren, dass irgend ein Strahl aus dem Beriihrungspole 
und in Folge dessen jeder solche sie harmonisch sclineidet (und jede 
Gerade in der Ebene des Tactionskegelschnitts ihnen vier harmonische 
Beriihrungsebenen zusendet) **), 

Zu jeder gegebenen Fliche 2. Grades giebt es 00° andere, welche 
ihr harmonisch-zugeordnet sind mit conischer Beriihrung; so dass diese 
Beziehung fiir jede der beiden Flichen, wenn die andere gegeben ist, 
eine sechsfache Bedingung ist. 

18. Nun kénnen wir das obige Resultat auch so aussprechen: ‘ 

Die beiden Fliichen 2. Grades, welche durch eine Correlation gleich- 
zeitig in sich transformirt werden, sind harmonisch-zugeordnet mit Vier- 
seits- Durchschnitt. 

Ehe die Umkehrung besprochea wird, muss klargestellt werden, 
ob beliebige zwei Fliichen 2. Grades &*, D*, die sich in einem Vierseite 
ABCD durchschneiden, stets Punkt- und Ebenen-Kernfliiche einer 
Correlation sind. Wir legen von einem beliebigen Punkte P der ©? 
eine der oo! Tangentialebenen TT’ an D*, und lassen nun den Punkten 
A, B, C, D, P aus dem ersten Raume die Ebenen DAB, ABC, BCD, 
CDA und TT im zweiten correspondiren. Die Geraden AB, BC, 
CD, DA entsprechen sich selbst und der Ebene DAB aus dem ersten 
Raume entspricht der Punkt (CDA, DAB, ABC), 4.i. A im 
zweiten, etc.; die Diagonalen AC, BD entsprechen sich involutorisch. 
Das Vierseit ABCD ist das Hauptvierseit der Correlation, und, da 
P mit IT ineidirt, so gehért P der Punkt- und TT der Ebenen-Kern- 
fliche an, welche demnach mit den gegebenen Fliichen coincidiren. 
Weil TT’ oo! Lagen einnehmen kann, so sind ©, D* fiir co' Corre- 
lationen die Kernflichen. 

Nun seien ?, B? zwei Flichen 2. Grades, welche harmonisch- 
zugeordnet mit Vierseits-Durchschnitt sind; ©?, D* seien zwei zu ihnen 
harmonische Flichen ihres Biischels. Dann geht in jeder Correlation, 
fiir welche ©*, D*? die Kernfliichen sind, jede der beiden Flichen %’, 
%? in sich selbst tiber. 

Demnach giebt es co? Correlationen, durch welche zwei Fliichen 
2. Grades, die harmonisch-zugeordnet mit Vierseits-Durchschnitt sind, 
gleichzeitig in sich transformirt werden und zwar auf die erste Art. 


bewiesen. Die Uebertragung auf zwei Flichen 2. Grades mit conischer Beriihrung 
d. h. die sich liings eines Kegelschnitts tangiren, ist selbstverstiindlich, 

**) In Bezug auf die beiden riiumlichen Analoga zu zwei sich doppelt- 
beriihrenden Kegelschnitten sehe man Herrn Schriter’s Oberflichen 2. Ordnung 
S. 699, 
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VI. 


19. Lassen wir aber ©? mit einer der beiden gegebenen F lichen, 
etwa mit $*, zusammenfallen, so vereinigt sich auch D*? mit B*?. Wir 
haben auch jetzt oo' Tangentialebenen TT’ aus einem beliebigen Punkt 
P von B an %? und also oo! Correlationen. Aber nur wenn TT in 
P selbst die 8° beriihrt, erhalten wir die Polarcorrelation (Polarsystem), 
fiir welche %* Basisfliche ist. Dass dieselbe %? in sich selbst trans- 
formirt, ist evident. Wir haben noch zu zeigen, dass durch sie auch 
M? in sich tibergeht. In der That, wenn g die Gerade ist, die von 
, einem beliebigen Punkte A, von %? ausgeht und die Diagonalen des 
Durchschnitts-Vierseits ABCD von U?, B* trifft, so ist, wie in Nr. 17 
sich ergab, die Polarebene von A, nach %? die Beriihrungsebene von 
MX? im zweiten Schnitte von g. 

Bewegt sich A, auf einer Geraden a, von %?, so durchliuft der 
Beriihrungspunkt A, der polaren Tangentialebene die Gerade a,, welche 
in der Regelschaar (a,, AC, BD) zu a, in Bezug auf AC, BD har- 
monisch ist; also gehéren a, und a, zur selben Schaar auf ?. 

Demnach ist jede von zwei Fliichen 2. Grades X*, B*, welche har- 
monisch-zugeordnet sind mit Vierseits-Durchschnitt, zu sich selbst polar 
in Bezug auf die andere und ewar auf die erste Art, so dass jede der 
beiden Geradenschaaren in sich selbst iibergeht. 

20. Damit findet meine Mittheilung in diesen Annalen Bd. 25, 
S. 236 eine nothwendige Erginzung, auf die ich schon in einer 
Schlussbemerkung derselben hingewiesen habe. 

Es giebt zwei wesentlich verschiedene Weisen, wie eine Fiche % 
zu sich selbst polar sein kann in Bezug auf eine andere B*: entweder 
sind YX? und B* zu einander harmonisch-zugeordnet mit Vierseits-Durch- 
schnitt oder harmonisch-zugeordnet mit conischer Beriihrung: der letztere 
Fall ist a, a. O. allein besprochen. In jenem Falle ist die Trans- 
formation von XA? in sich selbst von der ersten, in diesem von der zweiten 
Art (vergl. a. a. O. Nr. 7). 

In beiden Fiillen ist dann auch B* zu sich selbst polar in Bezug 
auf YX. 

Hilt man die eine Fliche, etwa %*, fest, so ist im ersten Falle 
das System der Flichen X*, die nach B? zu sich selbst polar sind oder 
nach denen B* zu sich selbst polar ist, das System 4. Stufe der Fliichen 
U?, welche zu B* harmonisch-zugeordnet sind mit Vierseits-Durchschnitt; 
im zweiten Falle erhilt man das System 3. Stufe der Fliichen YX, die 
zu %? harmonisch-zugeordnet sind mit conischer Beriihrung. Letzteres 
ist nicht in ersterem enthalten. Beide Systeme sind in sich dual. Ueber 
das System 3. Stufe bringt meine kiirzliche Note einige weitere Mit- 
theilungen. 
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21. In dieser Note wurde auch gezeigt, dass, wenn %?, B* har- 
monisch-zugeordnet sind mit conischer Berthrung, zwei Punkte A,, 
A, von %?, von denen jeder zu der Beriihrungsebene @,, a, des andern 
nach %? polar ist, sowie auch die beiden Beriihrungsebenen «,, «, einan- 
der entsprechen in der involutorischen Homologie (Nr. 12), fiir welche 
der Beriihrungspol und die ,, Beritihrungsebene“ von %?, 8? Centrum und 
Ebene sind. Jede der o0o* Polarcorrelationen, durch welche eine Fliiche 
YX? in sich selbst auf die zweite Art transformirt wird, ist je mit einer 
der co® involutorischen Homologien, welche dasselbe leisten, verbunden. 

Aber ebenso, wenn %?, 8? harmonisch-zugeordnet sind mit Vier- 
seits-Durchschnitt und A, und @,, A, und «, von A? polar sind nach 
¥?, so sind auch A, und A,, @, und @, entsprechend in der geschaart- 
involutorischen Collineation, von welcher die Diagonalen des Durch- 
schnitts- Vierseits die Axen sind. Und es ist jede der co Polarcorre- 
lationen, welche U? in sich selbst transformiren auf die erste Art, ver- 
bunden mit je einer der oo geschaart-involutorischen Collineationen, 
welche dasselbe leisten und polare Geraden von X*? zu Axen haben. (Nr. 12). 

22. Der Beweis in Nr. 1 der erwiihnten Note wird bei zwei sich 
in einem Vierseite durchschneidenden Flichen %?, 8? dadurch illusorisch, 
dass dann p’ mit p identisch wird und auf die gemeinsame Tangential- 
ebene nicht geschlossen werden kann. Ks ist vielmehr zu schliessen: 
Zwei Flichen 2. Grades, von denen eine zu sich selbst polar ist nach 
der andern, durchschneiden sich entweder in einem Vierseite oder tan- 
giren sich conisch; in beiden Fiillen hat dann der Beweis der harmo- 
nischen Eigenschaft zu folgen. 

Zwischen den beiden Systemen 4. und 3. Stufe der Basisflichen 
%? — die wir nun als Fliichen %,?, 8,? unterscheiden wollen — fiir 
die Polarcorrelationen, welche %? in sich selbst iiberfiihren, besteht 
folgende Beziehung. Seien b,, b, zwei Polaren nach Y*, $,? die zu %? 
harmonisch-zugeordnete Fliche durch dasjenige Vierseit auf 2(?, von dem 
b,, b, die Diagonalen sind. Auf jedem Strahle, welcher 6,, b, trifft, 
sind die Schnitte mit $,? harmonisch sowohl zu denen mit ?, als zu 

denen mit b,, b,, folglich sind sie die Doppelpunkte der durch die beiden 
letzteren Paare bestimmten Involution. Mithin ist 8,? mit der in Nr. 8 
der Note gewonnenen Fliche B* identisch, d. i. mit dem Orte der nach 
4? genommenen Pole B der Ebenen £, lings deren Schnittcurven mit 
YX? diese Fliiche von solchen Flichen %,° beriihrt wird, welche b, und 
deshalb auch 6b, tangiren. Die Ebenen 6 umhiillen die Polarflaiche 
von %,? (= B*) nach %?, also nicht, wie friiher behauptet wurde, eine 
von %,? verschiedene Fliche, sondern %,? selbst auf Grund der jetzigen 
Resultate; so dass die Worte ,,von ihr verschiedene“ am Schlusse 
der Nr. 8 und der betreffende Theil des Beweises zu tilgen sind. 

23. Ich muss zum Schlusse dieser Bemerkungen tiber Polarcorre- 


Mathematische Annalen. XXVI. 32 








482 


Rupotr Srurm. 


lationen noch erwiihnen, dass ich bei der Abfassung der Note an die 
Abhandlung des Herrn H. Thieme*): ,,Ueber die Flichen 2. Grades, 
fiir welche zwei Fliichen 2. Grades zu einander polar sind,‘‘ mich leider 
nicht erinnert habe. Derselbe findet hinsichtlich der 8 Basisfliichen 
P, zu denen sein Problem fiihrt**), dass jede von ihnen ihre eigene 
Polarfliche ist nach jeder der 7 andern, dass sie in zwei Gruppen von 
je 4 zerfallen, derartig, dass (unter Anwendung meiner Terminologie) 
irgend zwei Flichen aus derselben Gruppe harmonisch-zugeordnet sind 
mit Vierseits-Durchschnitt, irgend zwei aber aus verschiedenen Gruppen 
harmonisch-zugeordnet sind mit conischer Taction. Es sind demnach 
dort in der That die beiden Arten gefunden, wie eine Fliiche 2. Grades 
zu sich selbst polar sein kann nach einer andern. Es wird dann weiter 
gezeigt, dass, wenn eine beliebige Fliche Y? als eine der P gewiblt 
wird, vermittelst irgend eines ihrer Polartetraeder die 7 andern ge- 
funden werden: vier sind die der gegebenen harmonisch-zugeordneten, 
welche sie bez. lings ihrer Schnitte mit den Ebenen des Tetraeders 
beriihren, die drei andern sind die der {%? harmonisch-zugeordneten, 
welche durch ein Vierseit auf Y? gehen, dessen Seiten die 4 Schnitte 
von 2%? mit zwei Gegenkanten des Tetraeders verbinden und von dem 
also diese Kanten die Diagonalen sind, Lasst man das Polartetraeder 
alle méglichen Lagen einnehmen, so erhalt man durch die 4 einen 
und die 3 andern Flichen die beiden Systeme 3. und 4. Stufe der 
Fliichen .%,?, %,?. Die Stufenzahlen 3, 4 hat jedoch Herr Thieme 
noch nicht ermittelt. 

24. In Nr. 19 ergab sich, dass es oo! Correlationen giebt, welche 
YX’, B* in sich transformiren und deren Kernflichen sich in 8? (oder *) 
vereinigen; und nur eine von ihnen ist, wie gesagt, Polarcorrelation. 
In der That kinnen die beiden Kernflichen einer réumlichen Correlation 
identisch werden, ohne dass dieselbe in eine Polarcorrelation dibergeht; 
wihrend in der Ebene Identitit der Kerncurven Polarcorrelation zur 
Folge hat***). 

» Dissertation von Breslau 1877; auch abgedruckt in der Zeitschrift fiir 
Math. Bd, 22, S. 377. 

**) Dieselben und ihre Haupteigenschaften behandelt auch Herr d’Ovidio 
(Giornale di Matematiche Bd, 10 (1872) 8. 313). Dort ist auch das analoge Problem 
auf der Geraden und in der Ebene besprochen. Das ebene Problem ist schon 
vorher in zwei kurzen Bemerkungen von Steiner und Cremona und dann ein- 
gehender von den Herren Rosanes (De polarium reciprocarum theoria observationes, 
Dissertation von Breslau, 1865) nnd Schréter (Steiner’sche Vorlesungen tiber synth. 
Geom, an der in Nr, 17 erwiihnten Stelle) behandelt. An beiden Orten wird auch 
die Eigenschaft der 4 Kegelschnitte gewonnen, dass jeder seine eigene Polarcurve 
ist in Bezug auf jeden der 3 andern, 

***) Man sehe auch Battaglini in Bd, 12 der Memorie della R. Accademia dei 
Lincei (1882): Sulle forme quaternarie bilineari (auf welchen mir hier nicht zu- 
giinglichen Aufsatz mich Herr Klein aufmerksam gemacht hat). 
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Macht man das Haupttetraeder einer Correlation (deren Haupt- 
vierseit ABCD ist) zum Coordinatentetraeder in derselben Weise wie 
in Nr. 11, so ist die Beziehung zwischen den Coordinaten x; y; con- 
jugirter Punkte der beiden Raiume: 
Ay, L Ys yy XQ Yq + Ay, 234) + Ayn XY. = 0; 
dem Punkte a; entspricht also die Ebene: 
M1? Ne > Ms > Ny = yy Vy > My Hy + AyQ%, + Ay, XQ, 
dem Punkte y; aber die Ebene: 
By 2 By Sy 2 Sy = Mig My tay Vy? Oy, My? Gyo Mo- 
Nehmen wir nun an, dass dy, : dy, = Gy, : Gy.(= k), so sind die beiden 
Kernflichen: 
@,2;+ kr x, =O, hb, by + & 6, = 0; *) 
das sind aber Punkt- und Tangentialgleichuug der niimlichen Fliche. 
Nur wenn auch a@,, = a@,,, haben wir Polarcorrelation. Die beiden in 
sich transformirten Flaichen sind: 
@t,+kx,t,=0, 2,2, —ka, a, = 0. 

25. Unter den co? Correlationen, welche die Flichen 2. Grades 
2, B*, die harmonisch-zugeordnet sind mit Vierseits-Durchschnitt, auf 
die erste Art in sich transformiren (Nr. 18), befinden sich aueh zwei 
Nullsysteme. 

Wenn durch ein Nullsystem eine F'liiche 2. Grades in sich trans- 
formirt wird, so geht von der einen Regelschaar derselben jede Gerade 
in sich selbst iiber, ist ein Leit- oder Nullstrahl des Nullsystems und 
die Fliche ist Trager einer in dem zugehérigen linearen Complexe be- 
findlichen Regelschaar; von der andern Schaar entsprechen nur zwei 
Strahlen sich selbst, die tibrigen entsprechen sich involutorisch. 

In der That, ist P ein Punkt der Fliche, so beriihrt auch seine 
Nullebene dieselbe und enthilt, da sie mit ihm incidirt, die eine der 
beiden in ihm sich schneidenden Geraden der Fliiche. Diese ist dem- 
nach ein sich selbst entsprechender Strahl des Nullsystems. Von den 
so bei 5 Punkten der Fliche sich ergebenden sich selbst entsprechen- 
den Strahlen miissen mindestens drei der niimlichen Schaar angehéren; 
woraus folgt, dass jeder Strahl dieser Schaar sich selbst correspondirt. 

oo? Nullsysteme, niimlich jedes, dessen linearer Complex die eine 
oder andere Regelschaar der Fliiche enthilt, transformiren die ¥liche 
in sich selbst. Und jedes Nullsystem transformirt co’ Flichen 2. Grades 
in sich, denn so viele Regelschaaren enthalt ein linearer Complex. 


*) Wofern a,, + ayy > 0; denn es ist durch ag + ay, dividirt; verschwindet 


diese Grésse, so ist die Correlation ein Nullsystem, bei dem ja die Gleichungen 
der Kernflichen Identitiiten sind. . : 


32* 
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Sei g,/, g,l, das Durchschnitts-Vierseit der beiden harmonisch- 
zugeordneten Flaichen %{?, B®. Jede Correlation (und also auch jedes 
Nullsystem), bei der diese 4 Geraden sich selbst entsprechen und 
welche die eine der beiden Flichen in sich transformirt, transformirt 
nach Nr. 16, 17 auch die andere in sich. Wenn nun bei einem Null- 
systeme, welches dies thut, auf 2? alle Geraden aus der Schaar der g 
sich selbst entsprechen, so gilt dies auf %? fiir die Schaar der 1. 
Denn wiiren auch hier alle g sich entsprechend, so wiirde, wenn 
g, 9 ie beiden durch einen Punkt von J, gehenden Geraden g auf 
4?, B? sind, die Nullebene dieses Punktes die 3 Geraden 1,, g’, g’ 
enthalten, also in ihm beide Flichen beriihren; was bei einem beliebigen 
Punkte von /, nicht der Fall ist. Ist demnach g,, 1, je eine dritte 
Gerade in jeder der beiden Schaaren von %?, so liefern die beiden 
linearen Complexe (9,, 1; , 92, lo) 93)» (91> ty Gos 42, 1g) die beiden Null- 
systeme. Das eine transformirt jede Gerade g von X? und jede Gerade 
1 von ¥*, das andere jede Gerade 1 von YA? und jede Gerade g von 8 
in sich selbst.*) — 

Betrachten wir das erste Nullsystem und die Fliche 2(?; es seien A, 
und @, ein Punkt derselben und seine Nullebene; beide sind mit der- 
selben g incident; A, sei der Beriihrungspunkt von a,; so sind die 
durch A, und A, gehenden Geraden 7 harmonisch zu den sich selbst 
entsprechenden 1/,, 1,, also auch A,, A, harmonisch zu gl,, gl,. 

Mit jedem der co* Nullsysteme, die eine gegebene Fliche 2. Grades 
in sich transformiren, ist demnach, in ahnlicher Weise wie bei den 
Polarcorrelationen (Nr. 21), eine der co*® geschaart-involutorischen Col- 
lineationen verbunden, die dies thun, deren Axen aber Gerade der Fliiche 
sind, nicht Polaren. (Nr. 12 Anfang). 


Vil. 


26. Wir haben jetzt die Transformation einer Fliche 2. Grades 
MX? in sich selbst durch eine Correlation auf die zweite Art zu unter- 
suchen. Wir bezeichnen, wie in Nr. 7, die Punkte g,l,, 9,1, gob, 
9,1, mit A, E, C, F. Die Punkte A, C haben dann in beiderlei Sinne 
die Ebenen g,1,, g.1,, die in ihnen Y? tangiren, zu entsprechenden, 


*) Es besteht ein Satz: Wenn die einen Regelschaaren G, G' zweier Fliichen 
2. Grades einem linearen Complexe T angehdren, so thun es auch die beiden andern 
L, L’. Die lineare Congruenz, welche durch G und eine beliebige Gerade 9, 
von G’ bestimmt ist, befindet sich in [ und hat deshalb mit G’ noch eine zweite 
Gerade g,’ gemein; ihre Leitlinien, zwei Gerade 1,, 7, von L, treffen also g,’, ge. 
Durch ZL und 1,’, 4’, zwei Gerade von L’, ist ein zweiter linearer Complex A be- 
stimmt; zu ihm gehdrt die Congruenz (I,, l,, J; 1,.); deren Directricen sind g,’, 9: 
und folglich gehért die ganze Schaar L’ zu ihr und also auch zu A, welcher 
demnach L und L’ umfasst. 
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den Punkten E, F entsprechen die Ebenen 1, g,, 1,9, doppelt, die Ge- 
raden AC und EF entsprechen sich gegenseitig doppelt. Auf der 
Geraden EF’ haben wir in den Punkten EF, F zwei doppelt conjugirte 
Punkte, also eine Involution doppelt conjugirter Punkte und in Folge 
dessen auch eine Involution doppelt conjugirter Ebenen um AC. Es 
seien B, D die Doppelpunkte der ersteren Involution und demnach 
AC(B, D) die Doppelebenen der letzteren, welche den B, D in beiderlei 
Sinne entsprechen. Demnach entspricht jede der 4 Geraden AB, BC, 
CD, DA sich selbst und wir haben in ABCD das Hauptvierseit der 
Correlation. Da nun im Allgemeinen keine der beiden Diagonalen 
des Hauptvierseits ei... Involution doppelt conjugirter Punkte trigt, 
so folgt: 

Bei einer beliebigen Correlation giebt es keine allgemeine Fliche 
2. Grades, die durch sie auf die zweite Art in sich transformirt wird. 

27. Liegt aber auf einer der beiden Diagonalen, BD, des Haupt- 
vierseits einer Correlation ein Paar und in Folge dessen eine Involution 
doppelt conjugirter Punkte, was eine einfache Bedingung fiir die Corre- 
lation ist; so liefert jedes Paar EF, F' derselben mit A, C verbunden 
zwei Geradenpaare AE, AF; CE, CF, die sich in beiderlei Sinne 
entsprechen; denn E und A haben in beiderlei Sinne ACF und DAB 
zu entsprechenden Ebenen, so dass der AE die Schnittlinie AF in 
beiderlei Sinne correspondirt. In dieser Correlation treten also zu den 
Diagonalen AC, BD, die sonst das einzige Paar (nicht vereinigter) in 
beiderlei Sinne sich entsprechender Geraden sind,*) noch co' Paare in- 
volutorisch sich entsprechender Geraden. 

Jeder Fliche 2. Grades durch eines dieser Vierseite AEC TF ent- 
spricht durch ‘die Correlation eine durch das niimliche Vierseit gehende 
andere, In der Projectivitit, die so im Biischel entsteht, entsprechen 
die degenerirten Flachen wiederum nicht sich selbst; also liefert jeder 
von diesen Biischeln zwei allgemeine sich selbst entsprechende Flichen. 

Durch die vorliegende specielle Correlation werden demnach oo' 
Flichen 2. Grades in sich selbst transformirt und zwar auf die zweite 
Art.**) 

Dieses System 1. Stufe von Flichen 2. Grades ist in sich dual. 

Durch jeden Punkt gehen, jede Ebene tangiren zwei Flichen des- 
selben. 

Denn die simmtlichen Biischel durch die verschiedenen Vierseite 
geben, wie in Nr. 8, ein Netz, das zugleich ein Gewebe ist. Ein be- 
liebiger Punkt P bestimmt darin einen Biischel, der ein Ebenenpaar 
enthalt, da es im Netze einen ganzen Biischel von Ebenenpaaren giebt. 





*) Schréter, Journ. f, Math. Bd. 77, S. 140. 
**) Voss, a. a. O. S. 371. 
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Folglich beriihrt eine Ebene nur zwei Flichen des Biischels; ist sie 
die eine Polarebene von P (nach der Correlation), so entspricht dann 
jede der beiden von ihr beriihrten Flichen des Biischels sich selbst, 
da sie durch das sich selbst entsprechende Vierseit geht und zugleich 
einen Punkt enthilt und seine Polarebene tangirt. — Jede der beiden 
Flichen tangirt dann auch die andere Polarebene von P. 

28. Aus ihnlichen Griinden, wie in Nr. 16, ist die. Projectivitit 
in jedem der Biischel (A ECF) eine Involution. Die beiden sich selbst 
entsprechenden Flichen sind deshalb harmonisch-zugeordnet. 

Ferner entspricht jeder Fliche des Netzes dieser Vierseit-Biischel 
eine andere Fliiche, je aus demselben Vierseit-Biischel, in beiderlei 
Sinne. Wir haben, wie im allgemeinen Falle (Nr. 16), im Biischel des 
Hauptvierseits ABCD eine Involution. Weil dieser Biischel mit dem 
Netze die Fliche BD(A, C) gemein hat, so befinden sich Biischel wnd 
Nete in demselben Gebiische und analog wie in Nr. 10 kann man be- 
weisen, dass jede Fliche dieses Gebiisches ciner andern desselben in 
beiderlet Sinne entspricht;*) nur dass hier D*, © nicht sich selbst 
entsprechen, sondern bez. ihnen doppelt entsprechende Flichen D,’, &,? 
haben, was aber am Beweise nichts indert. 

Bemerken wir den Unterschied, dass hier das System 3. Stufe 
der sich involutorisch entsprechenden Fiiichen nur ein System 1, Stufe 
von sich selbst entsprechenden Flaichen enthilt, im analogen Falle der 
Collineation aber ein System 2. Stufe, hingegen die Collineation zwei 
Bedingungen, die Correlation nur eine zu erfiillen hat. 

Benutzt man dasselbe Coordinatentetraeder wie in Nr. 24, so ist 
der jetzige Specialfall charakterisirt durch : 

yg ™ Aq,- 
Das quadratische System der sich selbst entsprechenden Flichen ist: 


6 " Pa . wy 2 2 2). one' - 

2) — A345, TH, 23 + Ay,(",?— 7 2,*) = 0; 
das Gebiische der sich involutorisch entsprechenden Fliichen ebenso 
wie in Nr. 11: 


a? — Ax? + wa,2, + V2,4,=—0. — 
Die vorliegende specielle Correlation hat noch folgende leicht zu be- 
weisende EKigenschaften. 

Der tetraedrale Complex der Wechselstrahlen**) zerfillt in die 
beiden speciellen linearen Complexe (Strahlengewinde, wie ich vor 
einiger Zeit vorgeschlagen habe, diese Complexe zu nennen), welche 
die Diagonalen AC, BD bez. zu Axen haben; der erste, bez. zweite 
dieser Complexe stellt ferner den (sonst allgemeinen) linearen Complex 





*) Voss, ebenda, 
**) Schréter, Journal f, Math. Bd. 77, S. 105 B. 
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der Geraden dar, welche Involutionen doppelt conjugirter Ebenen, bez. 
Punkte tragen.*) 

29. Bei der Polarcorrelation kann jedes der cot auf der Basis- 
fliche ? befindlichen Vierseite ABCD als Hauptvierseit angesehen 
werden und sogar beide Diagonalen (und demnach alle Geraden) tragen 
eine Involution doppelt conjugirter Punkte (und Ebenen). Es sei 
E, F ein Paar der livolution auf BD; sind dann G, H die Doppel- 
punkte der Involution (B, D; E, F), so sind G und ACH Pol und 
Polarebene nach Y?. Die Fliiche B*, die der 2° harmonisch-zugeordnet 
ist mit conischer Beriihrung lings des Schnitts von ACH und also 
nach %? zu sich selbst polar ist, geht gerade durch das Vierseit 
AECF; denn die beiden Geraden, welche die gemeinsame Beriihrungs- 
ebene von 2, B? in A aus B? ausschneidet, miissen, weil G und 
ACH auch nach %? polar sind, zu G und H harmonisch sein, aber 
auch zu B und D, weil BD durch den Beriihrangspol G geht. Folg- 
lich sind sie AE, AF, und ebenso wird 8? von BCD in CE, CF 
geschnitten. Demnach ist %* die eine der durch AECF gehenden 
in sich selbst transformirten Flichen, ACG liefert die andere. So 
fiihrt jede Ebene durch AC oder BD zu einer $?, die nach %? zu 
sich selbst polar ist. Man kann sich leicht tiberzeugen, dass nicht 00°, 
sondern nur oo* Fliichen sich ergeben. — i 

30. In der Ebene findet man ohne Miihe folgende Resultate: 
Bei jeder Correlation zweier Felder derselben Ebene werden ewei Kegel- 
schnitte in sich selbst transformirt; sie befinden sich in dem Biischel (der 
Schaar) der beiden Kerncurven;**) sie sind harmonisch-zugeordnet und 
harmoniseh ‘zu den beiden Kerncurven. Die iibrigen Curven des Biischels 
entsprechen sich involutorisch ***) Dass zwei Kegelschnitte harmonisch- 
zugeordnet sind, ist sowohl Bedingung dafiir, dass einer und deshalb 
jeder von thnen zu sich selbst polar ist nach dem andern, als auch 
dafiir, dass beide zugleich durch die niimliche Correlation und dann 
sofort durch oo' Correlationen in sich selbst transformirt werden. 


Zweiter Theil. 
I. 


31. Fiir die analoge Untersuchung iiber die cubische Raumcurve 
ist die Figur eines gewissen zu zwei Punkten A, C der Curve und 
ihren Tangenten a, ¢ gehérigen Tetraeders, das Herr Schréter}) als 





*) Math. Ann, Bd. 19, 3. 461 Abschn. II. 
**) Voss, a. a. O. S. 364. 
***) Ebenda und 8. 358 Anm. 
+) Math. Ann, Bd 25, S. 293. 
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das Schmiegungstetraeder der beiden Punkte (und ihrer Tangenten) be- 
zeichnet und als wichtige Figur fiir Raumcurven iiberhaupt, insbeson- 
dere fiir cubische Raumcurven hervorgehoben hat, von Werth. A, C 
sind zwei Kcken desselben, die beiden andern sind die Schnitte B, D 
der Tangenten a,c mit den Schmiegungsebenen y, « von C, A. Die 
Ebenen desselben sind demnach die beiden Schmiegungsebenen «, 
und die Ebenen, welche ihre Tangenten a,c je mit dem Osculations- 
punkte C, A der andern verbinden. Zwei Gegenkanten sind also die 
beiden Tangenten AB, CD, zwei weitere die Sehne AC und die 
Schnittlinie «y der Schmiegungsebenen; das dritte Paar AD, CB wird 
gebildet von den beiden Schmiegungsstrahlen der Punkte A, C, von 
denen jeder die Tangente des andern Punktes trifft; wenn wir dabei 
mit Herrn Schubert*) unter Schmiegungsstrahl eines Punktes einer 
Raumecurve jeden Strahl verstehen, der durch den Punkt in dessen 
Schmiegungsebene gezogen ist, also bei der cubischen Raumcurve jeden 
durch den Punkt gehenden Nullstrahl des der Curve zugehdrigen 
Nullsystems. 

Die Figur des Schmiegungstetraeders ist in sich dual. Sie tritt 
auch schon in iilteren Aufsiitzen auf. Das Coordinatentetraeder, das 
zu der einfachsten Form der Mobius’schen parametrischen Darstellung 
der cubischen Raumcurve fiihrt, die Herr Cremona**) gefunden hat, 
ist ein Schmiegungstetraeder der Curve. Von zwei solchen Schmiegungs- 
strahlen, wie AD, CB, zu zwei Punkten A, C der Curve gehirig 
und jeder die Tangente des andern treffend, beweist weiter Herr 
Cremona***), dass jede Sehne der cubischen Raumcurve, welche den 
einen trifft, auch dem andern begegnet und dass die beiden Treffpunkte 
conjugirt sind in Bezug auf die Curve d. h. harmonisch zu den Schnitten 
der Sehne mit der Curve. Er nennt sie associirte Geraden der Curve. 
Es ergiebt sich unmittelbar, dass jede geschaart-involutorische Collinea- 
tion, welche zwei associirte Geraden der cubischen Raumcurve zu 
Axen hat, die Curve in sich selbst transformirt. 

32. Wird ein Schmiegungstetraeder ABCD gegeben, mit der ge- 
naueren Festseteung, dass A und C die Punkte der Curve, AB, CD 
die Tangenten in ihnen sind, aus der dann folgt, dass ABD, CDB 
die Schmiegungsebenen von A, C sind, und ausserdem noch ein Punkt E 


*) Kalkiil der abzihlenden Geometrie § 25, — Herr Schriter nennt am 
oben a. O. a y einen Schmiegungsstrahl. 

**) Annali di Matematica ser. I, Bd. I (1858) S. 164, 278. — Vergl. auch 
Joachimsthal Journ, f. Math, Bd. 56, S. 44 und Salmon-Fiedlers Raumgeometrie 
Bd. I. Nr. 99 in der 3. Auflage., 

***) Journ. f. Math. Bd, 58, 8. 188, Nr, 14; Nouv. Ann. de math. Ser, II, 
Bd. 1, S. 287, 366, 436 Nr. 6. Vergl. auch Reye, Geom. der Lage, Abth. II, 
S. 108 der 2, Aufl.; Schréter, Oberfliichen 2. Ordn. S. 263. 
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e- oder eine Schmiegungsebene, so ist die cubische Rawmceurve eindeutig 
n- bestimmt. Wir stellen uns irgend eine cubische Raumcurve, welche in 
} der vorgeschriebenen Weise ABCD zum Schmiegungstetraeder hat, 
D und die beiden Kegel 2. Grades vor, welche sie aus A, C projiciren. 
ie Der erstere wird von der Schmiegungsebene ABD seines Scheitels 
Y A lings der Tangente AB beriihrt,*) und da CD ihn auf AC tangirt, 
s- so wird er auch von ACD lings AC beriihrt.**) Also gehért dieser 
ie Kegel (A) einem gewissen Biischel sich lings zweier Kanten beriihren- 
ie der Kegel 2. Grades an. Ebenso wird der Kegel (C) von CDB lings 
rd CD, von CAB lings CA beriihrt. Jeder Kegel des einen Biischels 
yn mit jedem des andern geschnitten liefert eime Curve aus dem Systeme 
el 2. Stufe (Biindel) von Curven, welche ABCD in der obigen Weise 
er zum Schmiegungstetraeder haben. Der Punkt E bestimmt aus jedem 
0 Biischel einen Kegel und somit eine Curve aus dem Biindel. Die duale 
20 Betrachtung ergiebt die andere Behauptung.***) 
n 33. Es sei eine cubische Raumeurve gegeben und ABCD, 
A’ BC’ D' seien zwei Schmiegungstetraeder derselben, gehérig zu A,C; 
tt AB, CD, bez. A’, C’; A’ B,C’ D', und E, E’ zwei beliebige Punkte 
AS der Curve. Die Collineation, in der den Punkten A, B, C, D, E die 
ig Punkte A’, B’, C’, D’, E’ correspondiren, transformirt die Curve in 
t, eine andere, welche A’ B’C’D’ in derselben Weise zum Schmiegungs- 
S- tetraeder hat und durch FE’ geht, also mit der gegebenen identisch 
ig ist. Entsprechen aber in einer Correlation den Punkten A, B, C, D, E 
rr die Ebenen A’ B’ D’, A’ BC’, C’D'B’, C’'D' A’ und die Schmiegungs- 
n ebene von E’, so geht die Curve tiber in eine andere (in den Torsus 
be einer andern), welche A’ B’C’ D’ in derselben Weise zum Schmiegungs- 
nu tetraeder hat und die genannte Schmiegungsebene osculirt, also eben- 
e. falls mit der gegebenen identisch ist. 
A Liisst man nun A’, C’, E’ die gegebene Curve durchlaufen, so folgt, 
u dass jede cubische Raumcurve durch <* Collineationen oder Corre- 
lationen in sich selbst transformirt werden kann. 
e- Da es nun oo! cubische Raumcurven giebt, so wird, wenn eine 
D Collineation oder Correlation i Bedingungen erfillen muss, um eine 
B cubische Raumeurve in sich iiberzufiihren, jede, welche dieselben 
E erfiillt, oof cubische Raumcurven in sich transformiren. 


Auf einer cubischen Raumcurve, welche durch Collineation oder 
n Correlation in sich selbst iibergeht, entsteht stets eine Projectivitit 
von Punkten, in welcher entsprechende Punkte der Collineation sich 





h Rs s 
ie *) Vergl. Schriter, Oberfliichen 2. Ordnung 8, 262. 
**) Cremona, a. zuerst a. O. 
I, ***) Vergl. auch Staudt, Beitr. zur Geom. der Lage Nr. 464, wo bewiesen 
L, wird, dass durch 3 Punkte und die Tangenten und Schmiegungsebenen von zweien 





die cubische Raumcurve eindeutig bestimmt ist. 
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ebenfalls correspondiren, bei der Correlation aber ein Punkt der Curve 
als dem ersten Raume angehérig und der Osculationspunkt der ihm 
im zweiten correspondirenden Schmiegungsebene sich entsprechen. 


II. 

34. Die sich selbst entsprechenden Punkte A, C dieser Projectivitat 
sind nun bei der Collineation zwei Ecken des Haupttetraeders (Nr. 5), 
die zugehérigen Tangenten, die sich ebenfalls selbst entsprechen, zwei 
Kanten desselben und zwar nothwendig zwei windschiefe AB, CD und 
die Schmiegungsebenen zwei Ebenen desselben, also da die Schmiegungs- 
ebene des einen Punktes den andern nicht enthalten kann, die Ebenen 
ABD, CDB.*) Demnach ist das Haupttetraeder der Collineation fiir 
eine cubische Raumcurve, welche durch dieselbe in sich transformirt 
wird, ein Schmiegungstetraeder. 

Betrachten wir nun einen der 12 Biindel von cubischen Raum- 
curven, welche das Haupttetraeder A BCD einer gegebenen Collineation 
zum Schmiegungstetraeder haben, also etwa, wie bisher, den, fiir 
welchen A, C die Punkte der Curve und AB, CD die zugehdrigen 
Tangenten sind. Die beiden Kegelbiischel (A), (C), welche die Curven 
aus A, C projiciren, gehen durch die Collineation in sich selbst tiber, 
denn z. B. einem Kegel, der ABD und ACD lings AB und AC 
tangirt, entspricht ein eben so beschaffener Kegel. In einer sich selbst 
entsprechenden cubischen Raumcurve miissen also sich selbst ent- 
sprechende Kegel (A) und (C) einander schneiden. Die sich selbst 
entsprechenden Elemente der Projectivitit im Biischel (A) sind aber 
im allgemeinen die ausgearteten (ABD, ACD) und (ABC, ABC); 
und dasselbe gilt in (C). ‘ 

Also transformirt eine beliebige Collineation keine allgemeine cubische 
Raumceurve in sich selbst. 

35. Geschieht dies aber, s9 existirt in jedem der beiden Biischel 
(A), (C) noch ein drittes sich selbst entsprechendes Element, und 
alle entsprechen sich deshalb selbst. 

Alle co? cubischen Raumcurven gehen dann in sich selbst iiber, 
welche das Havpttetraeder der Collineation in derselben Weise zum 
Schmiegungstetraeder haben wie die Curve, die n. V. in sich trans- 
formirt wird. 

Die Collineation hat dann zwei Bedingungen zu geniigen. Zwei 
entsprechende Punkte X, X’ miissen beide sowohl! auf einem Kegel 
(A), als auf einem Kegel (C) liegen. Jenes fiihrt zu: 


AB(X, X’,C, D) = AC(X, X’, D, B) 


(XX'D6) =(XX'B9), 
*) Staudt, Beitriige zur Geom. der Lage Nr. 514. 





oder: 
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wenn %, 8, €,D, wie im ersten Theil, die Schnitte von X X’ mit 
den Ebenen BCD,... des Haupttetraeders sind; dieses zu: 
(X X'AB) = (X X’ BD). 
Also hat die Collineation die Doppelbedingung: 
(X X’°AB) = (XX'DC) = XX'YD) 
oder eine der 11 analogen zu erfiillen, wenn sie cine und dann sofort 
einen ganzen Biindel von cubischen Raumcurven in sich transformiren soll. 

Die 12 Fiille ergeben sich aus den 6 Combinationen von A, B, 
C, D (oder A, B, ©, D) zu je zweien und den dann noch méglichen. 2 
Permutationen der beiden tibrigen. 

Aus: (X X’UB) = (X X’ DG) folgt nach Nr. 6, dass die Collinea- 
tion siimmtliche Flichen des Biischels (A BCD) in sich selbst iiberfiihrt. 
Jede dieser Fliichen wird von allen oo? in sich transformirten cubischen 
Raumeurven in A, C osculirt, denn jede der Curven tangirt in A, C 
die beiden Geraden AB, CD der Fliche und die Schmiegungsebene 
des Beriihrungspunktes ist die Tangentialebene der Fliche. Folglich 
enthalt die durch einen beliebigen Punkt der Curve gelegte Fliche 
des Biischels die Curve ganz, so dass auf jeder Fliache des Biischels 
oo! Curven des Biindels liegen, welche einen Biischel sich doppelt be- 
riihrender Curven bilden. 

Die 3 Biischel sich selbst entsprechender Fliéchen, die in diesem 
Falle sich ergeben haben, haben zu je zweien keine Fliche gemein. 
Thre Flichen sind die einzigen in sich transformirten. 

Durch jede der oo? in sich transformirten cubischen Raumcurven 
gehen demnach drei in sich transformirte Flichen 2. Grades; die aber 
nicht demselben Bitischel angehdren; sie haben zu je zweien noch ge- 
meinsam AC, AB, CD. 

36. Das Haupttetraeder ABCD sei in derselben Weise wie in 
Nr. 11 zum Coordinatentetraeder gewahlt; so erhalten wir die co? 
cubischen Raumeurven, welche ABCD als zu A,C; AB, CD ge- 
hériges Schmiegungstetraeder haben, als Schnitte der Kegel: 


Lot, — Arr =—O0, 4,4, — wr,? =—0; 


woraus wir, mit Herrn Cremona*), die parametrische Darstellung: 


Ly 3 Ug i hy i T= pw: 1a?:1:0, 
ableiten; jedes Werthepaar (A, uw) giebt eine Curve. Hieraus folgt: 
dy My == AW, X45 
d. h. alle Curven des Biindels mit constantem Producte Aw liegen auf 
derselben Fliche durch das Vierseit ABCD. 


*) a. in Nr. 31 zuerst a. O. 
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Ist wiederum wie in Nr. 11 die Beziehung zwischen den Coordi- 
naten 2;, y; entsprechender Punkte: 


Yi 2 Yo = Ys > Yq = Oy %y F Aya %q 2 Ugg Hy 2 Ay %, 
so entspricht dem Punkte m der Curve (4, w) der Punkt mit den 
Coordinaten a,,ud*@*, a,,4@*, a;,,a@,,@; er gehdrt derselben Curve 
an und diese coincidirt daun, wegen Nr. 32, mit ihrer entsprechenden, 
wenn es ein @’ giebt, so beschaffen, dass: 


Beas: Aa ?:1: 0 =a,,ud?@*: a,,A@*: ay, : ay. 
Dies erfordert die beiden Gleichungen: 


Git = 44,33, ig = Ag Ay, 
oder die drei mit zweien iiquivalenten: 
yy yy = An, yg yy = ity yy gg = yy yy. 
Dieselben sind von 4, w unabhiingig. Werden sie erfiillt, so gehen 
alle Curven des Biindels in sich selbst iiber, Die Uebereinstimmung 
dieser Doppelbedingung mit der von Nr. 35 ist leicht zu verificiren; 


und ebenso sieht man unmittelbar, dass sie bewirken, dass die Flachen 
der drei Biischel: 

%_%,— Avr =—O0, 2444,—er,2—0, 2,2, — vex, —0 
in sich selbst transformirt werden. 

37. In Nr. 31 wurde bemerkt, dass jede geschaart-involutorische 
Collineation , welche zwei associirte Geraden einer cubischen Raumcurve 
zu Azen hat, die Curve in sich selbst transformirt. 

Auch umgekehrt sind stets die Axen einer geschaart-involutorischen 
Collineation, welche eine cubische Raumcurve in sich selbst transformirt, 
zwei associirte Geraden derselben. 

Denn die entsprechenden Punkte auf der Curve bilden eine In- 
volution und ihre Verbindungslinien eine Regelschaar, zu deren Leit- 
schaar die Axen u, v gehdren. Jede wird demnach von der Curve 
einmal getroffen: in A, bez. C, und die Tangenten a,c an die Curve 
in A, C sind Gerade der Regelschaar (mit drei vereinigten von den 
4 harmonischen Punkten); sie treffen also auch v,u: in B,D. Die 
Ebenen au, cv haben je drei in A, bez. C zusammenfallende Schnitte 
mit der Curve (zwei auf a, einen auf u z. B.), osculiren sie also dort; 
mithin sind «, v Schmiegungsstrahlen und da sie a, bez. ¢ treffen, 
associirte Geraden. 

Auch die Fliche der Regelschaar wird von der Curve in A, C 
osculirt. Sie geht durch die Collineation ebenfalls in sich selbst iiber, 
aber auf die im Anfang von Nr. 12 besprochene Weise. 

Jede cubische Raumcurve wird demnach durch oo* geschaart-in- 
volutorische Collineationen in sich transformirt. 
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Jede geschaart-involutorische Collineation hingegen transformirt oo® 
cubische Raumcurven in sich selbst. 

Denn wir kénnen A, C beliebig auf den Axen u,v annehmen und 

- @, € einen beliebigen Strahl von A nach v, bez. von C nach uw. 
Ist dann B= av, D = bu, so gehen alle oo? cubischen Raumcurven, 
welche ABCD als zu A, C; AB, CD gehbriges Svimiegungstetraeder 
haben, durch die Collineation in sich selbst tiber. 

Da hier alle Geraden X X’ die u, v treffen: in U, V, so ist, wenn 
ABCD wieder eins der cof Haupttetraeder ist (A, D auf u, B,C 
auf v), S=C=U, A—=D= JV; also geht die Doppelbedingung 
von Nr, 35 iiber in die einfache: (X X’VU) =(XX'UV), welche 
erfillt wird, weil (XX’UV) = —1. 

Dass durch keine nicht involutorische Collineation mit Axen (Nr, 12), 
so wie auch durch keine Homologie — auch nicht die involutorische —- 
eine Raumcurve in sich transformirt werden kann, ist leicht einzusehen. 


If. 


38. Der Fall der Correlation ist wesentlich schwieriger. Wenn 
durch eine Correlation eine cubische Rawmcurve in sich selbst tibergeht 
und dabei dem zum ersten Raume gerechneten Punkte X desselben 
die Schmiegungsebene §& im zweiten entspricht, so entspricht der 
Tangente und der Schmiegungsebene von X die Tangente und der 
Osculationspunkt von §’. Die veremigten Punkte A, C der nach Nr. 33 
Schluss auf der Curve entstehenden Projectivitét sind dann solche 
Punkte, denen, wenn sie zum ersten Raume gerechnet werden, je ihre 
eigene Schmiegungsebene im zweiten correspondirt. Folglich entspricht 
jedem dieser Punkte, als Punkt des zweiten Raums, auch die eigene 
Schmiegungsebene im ersten, und jede der Tangenten sich selbst. 
Mithin sind A, C und ihre Tangenten zwei Ecken und Seiten des 
Hauptvierseits der Correlation (Nr. 15) und zwar sind, da keine der 
beiden Schmiegungsebenen den andern Punkt enthalt und zwei Tan- 
genten einer cubischen Raumcurve immer windschief sind, A, C zwei 
Gegenecken und die Tangenten zwei Gegenseiten AB,CD. Also ist 
ABCD dieses Vierseit und ABD, CDB, welche A, C in der Corre- 
lation entsprechen, sind die Schmiegungsebenen von A, C. Mithin ist 
das Tetraeder des Hauptvierseits ABCD der Correlation das zw den 
Punkten A, C und den Tangenten AB, CD gehorige Schmiegungs- 
tetraeder der Curve. Seiten des Vierseits sind die beiden Tangenten 
und die beiden Schmiegungsstrahlen. 

39. Ist nun eine Correlation gegeben und ABCD thr Hauptvier- 
seit, so ist zu untersuchen, ob es in einem der vier Biindel von cubischen 
Raumcurven, welche ABCD zum Schmiegungstetraeder haben, das zu 
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A und C und AB, CD, oder zu 4,C; AD, CB oder zu B, D; BC, 
DA oder zu B, D; BA, DC gehirt, sich selbst entsprechende Curven 
giebt. Wir wollen den ersten Biindel ins Auge fassen. 

Statt die Curven durch die Kegel (A) und (C) und also punkt- 
weise zu erzeugen, kénnen wir sie auch durch Schmiegungsebenen 
erzeugen vermittelst je zweier Kegelschnitte, die in den gemeinsamen 
Schmiegungsebenen ABD und CDB oder y, «*) liegen. Die Kegel- 
schnitte (@) bilden in e@ einen Biischel sich doppelt beriihrender 
Kegelschnitte mit CB als Beriihrungssehne und CD, BD als gemein- 
samen Tangenten. Ebenso haben die Kegelschnitte (y) in y die Gerade 
AD «aur Beriihrungssehne und AB, BD zu gemeinsamen Tangenten. 
Die Biischel (A) und (@), (C) und (y) sind ersichtlich je zu einander 
perspectiv. Legt man nun von den verschiedenen Punkten der Ge- 
raden BD, die fiir alle (a) und (y) gemeinsame Tangente ist, je die 
zweite Tangente an einen Kegelschnitt («@) und einen (y), so geben 
die Verbindungsebenen dieser zweiten Tangenten die Schmiegungs- 
ebenen der cubischen Raumcurve, die aus diesen beiden Kegelschnitten 
(«), (vy) entsteht. Es fragt sich, wie gewinnt man aus einem Kegel- 
paar (A), (C) das Kegelschnittpaar (a), (vy), welches die niimliche 
Raumeurve liefert. 

X sei der Punkt, durch den wir die cubische Raumcurve und die 
beiden Kegel bestimmt denken wollen. Die Kante AX treffe @ in 
X,; dieser bestimmt einen Kegelschnitt (a),, die Spur des Kegels (A); 
%q sei die Tangente desselben in X,, also die Spur der lings A XX, 
den Kegel (A) beriihrenden Ebene in a. Der Schnittpunkt von 2, 
mit BD sei D,; so ist AD, die Spur derselben Tangentialebene in 
der Ebene ABD oder y. Ebenso treffe CX die Ebene y in X,; durch 
diesen gehe der Kegelschnitt (y),, der in X, von ay, beriihrt werde, 
welche die Spur der den Kegel (C) lings CX X, beriihrenden Ebene 
in y ist, wahrend ihre Spur in CBD oder a die Gerade C B, ist, 
wenn B, wieder der Schnitt von xz, mit BD ist. Die beiden Tan- 
gentialebenen schneiden sich in der Tangente an die cubische Raum- 
curve in X, folglich sind Y, = (#., CB,) und Y, = (x,, AD,) die 
Spuren dieser Tangente in «, y. Der von den Spuren der Schmiegunys- 
ebenen einer cubischen Raumcurve in einer festen Schmiegungsebene 
eingehiillte Kegelschnitt ist zugleich der Ort der Spuren der Tangenten 
in dieser Ebene. Demnach sind die beiden durch Y,, bez. Y, gehen- 
den Kegelschnitte (a), (y) die gesuchten. 

40. Man kann sich auf die Punkte X einer Ebene durch AC 
beschriinken, um den ganzen Curvenbiindel herzustellen. Jst dann Z 


*) w und y sind also im Folgenden, sofern nicht direct anderes gesagt ist: 
die den Ecken A, C gegeniiberliegenden Ebenen des Tetraeders ABCD, und 
demnach y die Schmiegungsebene von A, a die von C. 
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der Schnittpunkt dieser Ebene mit BD, so bewegen sich Xe und X, 
auf CZ und AZ. 

Nun hat man fiir einen Biischel sich doppelt beriihrender Kegel- 
schnitte den Satz: Ist durch den einen Beriihrungspunkt eine Gerade 
gezogen, so gehen die verschiedenen T'angenten an die Kegelschnitte in 
deren zweiten Schnitten mit dieser Geraden alle durch denselben festen 
Punkt auf der Tangente des andern gemeinsamen Berihrungspunktes; 
derselbe ist vom Beriihrungspol (Schnittpunkt der gemeinsamen Tan- 
genten) durch die Beriihrungssehne und jene Gerade harmonisch ge- 
trennt. Wir benutzen zum Beweise den Biischel in @, in dem ja CZ 
durch den einen Beriihrungspunkt C gezogen ist. Xa liegt auf CZ 
und (a) sei, wie oben, der durch ihn gehende Kegelschnitt, seine Tan- 
gente x, = D, X, treffe die andere gemeinsame Tangente CD in K. 
Da DD, K dem («) umgeschrieben ist, so laufen DX,,CD,, KB in 
einen Punkt O zusammen; das vollstindige Viereck AC X,O zeigt, 
dass D, harmonisch ist zu D in Bezug auf B und Z. Demnach bleibt 
D, fest, und ebenso bleibt B, fest im vierten harmonischen Punkte zu B 
in Bezug auf D und Z. Folglich bewegen sich Y, und Y, auf den 
festen Geraden CB,, AD,. Wir gewinnen dadurch das Resultat: 

Die Tangenten aller Curven unseres Curvenbiindels in den dritten 
Schnitten mit einer Ebene durch die beiden gemeinsamen Punkte stiitzen 
sich auf zwei Schmiegungsstrahlen dieser Punkte und erzeugen also eine 
lineare Congruenz. 

Die Schmiegungsebenen der Curven in diesen Punkten gehen alle 
durch den Punkt Z nach dem bekannten Satze, dass der Schnittpunkt 
der Schmiegungsebenen von 3 Punkten der Curve in deren Ebene liegt. 

Also sind Y,Z, Y,Z die Tangenten an die beiden Curven (a), (7) 
is Y., Y,. 

Man kann leicht weiter beweisen, dass siimmtliche Tangenten der 
Curven des Biindels einen tetraedralen Complex erzeugen,*) 

Bewegt ‘man nun in der festen Ebene ACZ den Punkt X auf 
einer Geraden g, so wird seine Tangente X Y,Y, eine Regelschaar 
(g, AD,, CB,) beschreiben**); Y,, Y, also werden sich projectiv auf 
CB,, AD, bewegen, und da diese Geraden je durch einen der Be- 
riihrungspunkte der Biischel (a), (vy) gehen, so werden diese Biischel 
projectiv mit je den durch Y,, Y, gehenden Kegelschnitten als ent- 
sprechenden. 


*) Ein analoges Resultat habe ich Journal f. Math. Bd. 79 S. 107 gefunden 
fiir die cubischen Raumcurven, welche durch 4 gegebene Punkte gehen und eine 
gegebene Gerade zweimal treffen. 

**) Die Schmiegungsebene beschreibt daher einen Kegel 2. Grades, so dass 
der Punkt X und seine Schmiegungsebene Feld und Biindel erzeugen, die qua- 
dratisch verwandt sind. 
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Legt man demnach von einem festen Punkte R auf BD je die 
zweiten Tangenten an zwei entsprechende Kegelschnitte, so ergeben 
sich projective Strahlbiischel um R in den Ebenen a, y. Die Ver- 
bindungsebenen entsprechender Strahlen, also die dritten Schmiegungs- 
ebenen von FR (ausser a, y) an die cubischen Raumcurven, welche 
durch die verschiedenen Punkte X von g bestimmt werden, umhiillen 
einen Kegel 2. Grades. 

Der Punkt X in ACZ und die dritte Schmiegungsebene — aus R 
auf BD an die durch ihn bestimmte Raumcurve des Biindels bestimmen 
sich gegenseitig eindeutig. Demnach sind das Punktfeld in ACZ und 
der Ebenenbiindel aus R dadurch in eine eindeutige quadratische Ver- 
wandtschaft gebracht. 

Liegt R in Z, so ist die Schmiegungsebene — immer die in X 
selbst osculirende. 

41. Wir nennen die feste Ebene AC Z, je nachdem sie zum ersten 
oder zweiten Raume gehért, o oder +’; die ihr in der vorgelegten 
Correlation entsprechenden Pole, die beide auf BD liegen, seien S’, T. 
Wir denken den obigen Punkt R in 7 fallend; dann sei X’ der Pol 
der Schmiegungsebene §. Er liegt in tr’ = ACZ und ist der dritte 
Schnitt dieser Ebene mit der Curve des Biindels, welche der durch X 
gehenden und von & osculirten Curve, insofern sie zum ersten Raume 
gehért, im zweiten correspondirt. Da, wenn & einen Kegel 2. Grades 
umhiillt, X’ einen Kegelschnitt beschreibt; so befinden sich dic beiden 
Felder, welche in AC Z von X und X’ — den beiden Punkten, in denen 
diese feste Ebene zwei in der Correlation entsprechende Curven unseres 
Biindels zum dritten Male schneidet, — beschrieben werden, in eindeutiger 
quadratischer Verwandtschaft. 

Das Dreieck ACZ ist fiir beide Felder das Hauptdreieck, derartig, 
dass den Ecken A, C, Z die Seiten AZ, CZ, AC in beiderlei Sinne 
corespondiren. 

Zuniichst ist klar, dass wir von X’ zu X aut die uiimliche Weise 
gelangen, wie von X zu X’; nur dass S’ an Stelle von 7 tritt. Also 
geniigt es, darzuthun, dass wenn X nach Z fallt, oder in einen be- 
liebigen Punkt von AZ, X’ jeder beliebige Punkt von AC sein kann, 
bez. nach A fillt, Wenn X nach Z fallt, so zerfallt die cubische 
Raumeurve in AB, CD, BD; die dritte Schmiegungsebene € aus 7 
(oder S’) ist jede beliebige Ebene durch BD; ihr Pol X’ also jeder 
beliebige Punkt von AC. 

Fallt zweitens X beliebig auf die Linie AZ, so fallt X, nach Z, 
Z uach D,Z= BD, also Y, nach B, und der durch Y, bestimmte 
Kegelschnitt (a) ist das Paar der gemeinsamen Tangenten (CD, BD); 
die an ihn aus dem Punkte 7 (oder S’) auf BD kommende zweite 
Tangente fallt ebenfalls nach BD; und wie auch die zweite Tangente 
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aus 7’ an den Kegelschnitt (y) liege, die beide verbindende Ebene & 
ist y oder DAB und ihr Pol X’ ist A. 


42. Wenn nun zwei in dieser quadratischen Verwandtschaft ent- 
sprechende Punkte X, X’ (die ausserhalb des Hauptdreiecks liegen) 
sich vereinigen, so fallen auch zwei entsprechende Curven zusammen. 

Jedem Strahle durch A, zum X-Felde gerechnet, entspricht, ab- 
gesehen von AZ, ein Strahl durch C im X’-Felde. Beide bewegen 
sich projectiv und der durch ihren Schnittpunkt erzeugte Kegelschnitt 
RK. ist der Ort der Punkte X’, die je mit ihrem entsprechenden X auf 
einer Geraden durch A liegen. Man findet leicht, dass dieser Kegel- 
schnitt die Geraden AZ, CZ in A, C tangirt. Der analog fiir C con- 
struirte Kegelschnitt &¢ thut dasselbe. Eine Coincidenz von X und 
X’ muss auf beiden Kegelschnitten liegen. Dieselben haben aber im 
Allgemeinen ausser den Beriihrungspunkten A, C keinen Punkt ge- 
mein. Demnach erhalten wir zuniichst das negative Resultat: 

Durch eine beliebige Correlation wird keine (allgemeine) cubische 
Raumcurve in sich transformirt. 


43. Fallen aber die beiden Kegelschnitte 84, Rc in einen & zu- 
sammen, so vereinigt sich jeder Punkt X desselben mit seinem ent- 
sprechenden X’, da nur so X, X’ sowohl mit A, als mit C in gerader 
Linie liegen; und umgekehrt, wenn X’ sich mit X vereinigt, so ist 
dieser Punkt beiden Kegelschnitten &4, Rc gemeinsam, so dass sie 
coincidiren. 

Alle co' Curven des Biindels, die durch einen Punkt von & gehen, 
coincidiren mit ihren entsprechenden. 

Da §& die beiden Geraden AZ, CZ in A, C tangirt, so tangirt 
er auch die Ebenen ADB, CDB, welche von ACZ in AZ, CZ ge- 
schnitten werden, und liegt deshalb auf einer gewissen Fiche YU’ des 
Biischels (ABCD); und da alle Curven des Biindels alle Flichen 
dieses Biischels und demnach auch Y? in A, C osculiren, so liegen 
die sich selbst entsprechenden Curven, weil sie tiberdies § treffen, auf’ 
dieser Fliche U? des Biischels durch das Hauptvierseit und bilden auf 
thr einen Biischel. 

Jedem Strahle durch Z in der Ebene ACZ, als zum X-Felde 
gehorig, correspondirt ein ebenfalls durch Z gehender Strahl im X’-Felde. 
Diese Strahlen miissen in unserem Falle sich vereinigen, da sie §, 

der nicht durch Z geht, in demselben Punkte treffen. Demnach liegen 
zwei entsprechende Punkte X, X’ stets auf einer Geraden durch Z; 
die so auf jedem Strahle durch Z entstehende Projectivitit ist eine 
Involution, da Z und der Schnitt mit AC sich in beiderlei Sinne ent- 
sprechen; die Doppelpunkte sind die Schnitte mit §. Also ist in unserm 
Falle die quadratische Verwandtschaft der X- und X'-Felder in ABZ 
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eine Hirst’ sche*) quadratische Inversion. Und weil nun jede zwei 
correspondirenden Punkte X, X’ involutorisch sich entsprechen, so ent- 
sprechen sich auch jede zwei correspondirenden cubischen Rawmeurven 
des Biindels involutorisch. 

Wir kénnen als Kennzeichen dieses Falles angeben, dass irgend 
einmal zwei entsprechende Curven des Biindels von einer Ebene durch 
AC in zwei dritten Punkten getroffen werden, welche mit der Spur Z 
der Geraden BD in der Ebene in gerader Linie liegen; es geschieht 
dies dann fiir jede zwei entsprechenden Curven und jede Ebene durch 
AC, und die beiden dritten Schmiegungsebenen, die von einem be- 
liebigen Punkte auf BD an zwei entsprechende Curven gelegt sind, 
schneiden sich in einer AC treffenden Geraden. Denn wenn X, X’ 
mit Z in gerader Linie liegen, so haben wir auf dieser eine Involu- 
tion und die Doppelpunkte geben uns zwei weitere gemeinsame Punkte 
von ®, und Re, u. s, f. 

Jede Gerade, welche AC, BD und die eine von zwei entsprechenden 
Curven des Biindels trifft, trifft auch die andere, und die beiden Treff- 
punkie mit den Curven sind conjugirt in Bezug auf die Fliiche, welche 
die sich selbst entsprechenden Curven triigt. 

44. Wir suchen aber noch nach einem einfacheren Kennzeichen, 
zu dem uns eine andere Betrachtung fthren soll. 

Es lasst sich naimlich darthun, dass bei jeder Correlation den siimmt- 
lichen cubischen Raumcurven des betrachteten Biindels, welche auf einem 
Kegel (A) oder (C) sich befinden, Curven entsprechen, die auf demselben 
Kegel (C) oder (A) liegen. 

Bewegt man X in der festen Ebene ACZ auf einer Geraden 
durch A, so dass man auf demselben Kegel (A) bleibt; so bleibt X, 
fest, folglich auch Y, (Nr. 39), mithin auch der durch Y, bestimmte 
Kegelschnitt (@), demnach auch die zweite Tangente an ihn aus 7, 
d. h. die Schnittlinie der Schmiegungsebene € mit a oder CBD; folg- 
lich bewegt sich X’ auf einer Geraden, die durch C, den Pol von 
CBD, geht, und die durch X’ bestimmte Curve also auf dem durch 
diese Gerade bestimmten Kegel (C). 

Es sei nun insbesondere der Kegel (A) das Ebenenpaar(ACD, A BD) 
der gemeinsamen Tangentialebenen. Der Schnitt mit AC Z (ausser AC) 
ist AZ; X, fallt damn nach Z und Y, nach B,; der durch Y, be- 
stimmte Kegelschnitt (a) ist das Paar der gemeinsamen Tangenten 
CD, BD; die zweite Tangente aus 7 an ihn ist also BD, mithin bewegt 
sich X’ auf AC; dadurch wird im Biischel (C) die Doppelebene CAD be- 
stimmt [das Ebenenpaar (CAB, CD B) ist bestimmt durch irgend einen 
Punkt seiner zweiten Schnittkante BZ mit ABZ]. Ebenso wiirden wir, 





*) Annali di Matematica ser. I Bd. 7 S. 49. 
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wenn wir den Punkt X’ auf AZ laufen liessen, um (ACD, ABD) 
zu bestimmen, durch die X die Doppelebene CAD erhalten; es trite 
nur S’ an Stelle von 7. ; 

Daraus folgt, dass dem Kegel (ACB, ACB), durch X oder X’ 
bestimmt, der Kegel (CAB, CDB), durch X’ oder X bestimmt, 
entspricht. 

Es sind also jedem Kegel (A), von Curven des Biindels erfiillt, 
zwei Kegel (C) zugeordnet, welche bez. die den Curven auf (A) ent- 
sprechenden Curven tragen, je nachdem man die Curven auf (A) zum ersten 
oder zweiten Raume rechnet. Dadurch entsteht im Biischel (C) eine 
Projectivitit; vereinigte Elemente deiselben sind im Allgemeinen nur die 
Ebenenpaare (CAD, CAD), (CAB, CDB), welche, wie eben gezeigt, 
den (ACD, ABD), (ACB, ACB) in beiderlei Sinne correspondiren. 

Hat jedoch die Projectivitit in (C) ein drittes vereinigtes Element, 
d. h. entspricht irgend einem allgemeinen Kegel von (A) in beiderlei 
Sinne derselbe allgemeine Kegel in (C), so entspricht jedem Kegel (A) 
ein Kegel (C) in beiderlei Sinne. 

Die eine beliebige Curve des Biindels projicirenden Kegel (A),, 
(C), sind im Allgemeinen nicht entsprechende. Zu welchem Raume 
wir die Curve auch rechnen, die eine, wie die andere entsprechende 
Curve liegen auf dem (A), entsprechenden Kegel (C) und auf dem 
(C), entsprechenden Kegel (A), sind also identisch. Alle Curven des 
Biindels entsprechen sich involutorisch. 

Sind aber (A),, (C), entsprechend in der jetzigen Beziehung, so 
fallt die Curve mit ihrer entsprechenden zusammen; die Paare der 
entsprechenden Kegel liefern die co' sich selbst entsprechenden Curven. 

Das Erzeugniss 4. Ordnung der beiden projectiven Kegelbiischel 
besteht aus den Ebenen ACD, ABC und einer Fliche 2. Grades, 
welche die sich selbst entsprechenden Curven trigt. 

Wir kénnen das obige Kriterium auch so aussprechen: Es seien 
X', Y die beiden Pole einer Ebene §=y. Liegen sie auf einem 
allgemeinen Kegel (C), so befinden sich die beiden Curven p’*, r* des 
Biindels, die der von § = 7! osculirten p* =?’ entsprechen und die 
bez. durch X’, Y gehen, auf jenem Kegel (C); derselbe entspricht 
dem Kegel (A), welcher p* = 1’ * enthilt, in beiderlei Sinne, und unser 

‘all liegt vor. 

Aber es liisst sich zeigen, dass dann X’, Y auch auf demselben 

Kegel (A) liegen. Je nachdem sie nimlich auf einem Kegel (C) oder 


einem Kegel (A) liegen, hat man, durch eine iihnliche Ueberlegung 
wie in Nr. 35: 


(X’YDC) = (X' YBD), bez. (X’ YAB) — (X’ YYD). 
Aber eine dieser Bedingungen zieht die andere nach sich, denn nach 


33* 
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Nr. 16 sind bei jeder Correlation auf jedem Wechselstrahle X’, Y; 
4, €; B,D in Involution; also ist: 


(X’ YAB) = (Y¥X' CD) = (X’ YD). 


Demnach kénnen wir eine dieser beiden Bedingungen als Kriterium 
fiir unsern Fall annehmen. 

Da dann X’, Y gleichzeitig auf einem Kegel (A) und einem Kegel 
(C) liegen, so fallen die beiden Curven p’* und r* zusammen. 

Nach dem Pascal’schen Satze lisst sich aber das Liegen von X’, Y 
auf einem Kegel (A) oder (C) dahin aussprechen, dass die Schnittlinien 
(ACX’, ABY), (ABX’, ACY) auf einer Ebene durch AD liegen, 
bez. die Schnittlinien (CA X’, CDY), (CD X', CAY) in einer Ebene 
durch CB. 

Wenn also bei einer Correlation, von welcher ABCD das Haupt- 
vierseit ist und X', Y irgend ein Paar zu derselben Ebene gehiriger 
Pole sind, von den eben erwiihnten Lagenbeziehungen die eine eintritt, 
so tritt auch die andere ein; beide treten dann bei allen solchen Paaren 
wie X’, Y ein, und die so beschaffene Correlation transformirt jede Curve 
des Biindels, fiir welche ABCD das zw A,C; AB, CD gehirige 
Schmiegungstetraeder ist, in eine andere Curve des Biindels involutorisch 
um (d. h. so, dass die beiden Curven sich in beiderlei Sinne entsprechen); 
ein Biischel in diesem Biindel enthdlt lauter in sich selbst trans- 
formirte Curven, welche von einer durch das Hauptvierseit gehenden 
Fliiche 2. Grades getragen werden. Die in der Involution dieses 
Biischels (Nr. 16) ihr entsprechende Fliche wird von den Torsen dieser 
Curven eingehiillt. 

Fasst man die 3 andern Biindel (Nr. 38) ins Auge, so erhiilt die 
Bedingung drei andere Formen. 

Also eine der 4 Bedingungen: 


(ACX’, ABY) und (ABX', ACY) mit AD 

(ACX’, ADY) und (ADX’, ACY) mit AB| 
(BDX', BAY) und (BAX', BDY) mit BC{ ™ “mer Ebene 
(BD X’, BCY) und (BCX',BDY) mit BA 


(von denen jede durch eine fiquivalente ersetzt werden kann), muss 
von der Correlation erfiillt werden, wenn sie eine und dann co' cubische 
Raumeurven in sich transformiren soll. 

46. Wir wollen die hauptsiichlichsten Resultate noch analytisch 
bestiitigen. Wir nehmen ABCD als Coordinatentetraeder in derselben 
Weise wie in Nr. 36 (und 11) und erhalten die Curven des Biindels, 
der von Nr. 39 ab ins Auge gefasst wurde, dargestellt durch: 


Lyi M_gi ty: & = Po: Aw’: 1:0. 
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Die Gleichung der Ebene durch die 3 Punkte 0,, 9,, 0, der Curve 
(A, w) ist: 

xz, — wd(O, + 8, + O;) — 4470, 0,0,2, 

+ 44?(0,0, + 0,0; +0, O;)%, = 0; 

also die der Schmiegungsebene in 0: 

x, — 3pdAOx, — wd? O'x, + 3yd°O? a, = 0. 
Also sind ihre Coordinaten 

1, — 3ud0, — wA?0', 3A?” 

Der Punkt R auf BD habe die Voordinaten 0, 9, 0, 1; so haben wir 


fiir die dritte Schmiegungsebene von ihm an die Curve (4, w) und 
den Parameter © ihres Osculationspunktes: 


ae 
ina 


Aehulich erhalt man fir den dritten Schnitt einer Ebene 2, —tx,=0 
durch AC und (A, w): 


i fea t 
=> 
Ist ABCD das Hauptvierseit der Correlation, so haben wir (Nr. 24): 
M+ No? Ny > Ny = Ay Hy ? Ago Ly 2 AygM + My Xy}5 


also die dem Punkte = + der Curve (A, w) entsprechende Kbene ist: 


My 2 No Nyt Ny = My At AyoT 2 Ayy WT? AyyT?. 
Sei nun der obige Punkt (0,9,0,1) der Schnitt dieser Ebene mit BD, 
also der Pol im zweiten Raume zu der Ebene 2, — ta, =O, so ist: 


Ggst . 


Ay,TQ + dyt? =O, oder: g=— = 


mithin ist die dritte Schmiegungsebene von ihm an die Curve (A, u), 


Ag4t 


re ist: 





da das © ihres Osculationspunktes — 


£28,285: 6 aid :Baje dy, TAM dy TW: Say, Gut Am. 
Wenn die Ebenen y; und &; identisch sind, so ist auch die Curve 
(A, w) mit ihrer entsprechenden identisch; denn beide haben ABCD 
in derselben Weise zum Schmiegungstetraeder und noch eine Schmie- 
gungsebene gemein. 
Zu jener Identitit ist zunichst erforderlich: 


3 3 
Ai3 : a3; = Au : 42+ 


Nur wenn diese Bedingung (oder eine der drei analogen) erfiillt wird, 
transformirt die Correlation cubische Raumcurven in sich. Wird sie 
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erfiillt und ist & der gemeinsame Werth von a3,:a,,, a3 


a so ist 
weiter nothwendig: 


> G35 
3A, A. Au =k. 
Die co! cubischen Raumcurven des Biindels, deren 4, u dieser Be- 
dingung geniigen, gehen in sich selbst tiber; sie erfiillen (Nr. 36) die 
Fliche: 
3 Ao, Oy) %, 2, = kha, x, 

durch das Hauptvierseit, und ihre Torsen umhiillen die polare Fliche: 
BK, Ys = 4444 Noy Oder: Ogg Ayn, Ly = 3kx,2, Man findet leicht, 
dass die obige Bedingung, die von der Correlation zu erfiillen ist, mit 
(X’ YUB) = (X' YBD) iiquivalent ist. 

Die dem Punkte @ = + der Curve (4, w) entsprechende Ebene war: 

My 2 No? Ny 2 Ny = Ay A? Ayt 2 ayyut®: ay,t?. 


Sie osculire die Curve (4,, w,) im Punkte @ = — -“?'* 


; also sind ihre 
Mya y 


Coordinaten : 
*> °* . a ° 22 gq? 73 -* 2 72 
NM, Ng? Ny? Ny = ai,4, 2 Saja, tA we, adc yu, : 3a,,a2,c?A, au, 


Hieraus folgt, da die Proportion der zweiten und vierten Glieder von 
selbst erfiillt wird: 


2 « 2 € 
3, A = A422 BAgg My, Ag = Ay: Bay, A,; 
worin wir die Beziehung zwischen den 4, w; 4,, u, entsprechender 
Curven haben. Wir sehen aber, dass w, nur von 4, A, nur von w 
abhiingt, d. i. der Satz von Nr. 44. Geniigt nun die Correlation der 


: , . ae 2 : : ae Ee 
Bedingung: a,,: a,, = a3,: a3,, so gehen die obigen Gleichungen in: 


doy Qy4u,=—1, 3ay,a..ud, = 1 
iiber; die Vertauschbarkeit von 4,, w, mit 4, w beweist, dass alle Curven 
des Biindels sich involutorisch entsprechen. 


IV. 


47. Die beiden involutorischen Correlationen, Polarcorrelation (Polar 
system) und Nullsystem, erfiillen die Bedingung, von welcher die Trans- 
formirbarkeit von cubischen Raumcurven in sich selbst abhiingt; weil 
bei ihnen stets X’ mit Y identisch ist oder, analytisch, weil a,, = dg,, 
Ang = Aya, bez. Ay, = — Gy,, Gay = — Gy; und zwar erfiillen sie die- 
selbe gleich fiir alle vier Biindel. 

Bei der Polarcorrelation kann jedes auf der Basisfliiche 8? befind- 
liche windschiefe Vierseit ABCD als Durchsehnitt der beiden (in %?) 
vereinigten Kernfliichen angesehen werden. Jedes liefert uns vier Biindel, 
und darin je einen Biisshel von Curven, die in sich selbst transformirt 
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werden. Betrachten wir die beiden zu den Gegenecken A, C gehirigen, 
deren Curven also durch diese Ecken gehen und dort die Tangential- 
ebenen DAB und BCD der B* und also auch B? osculiren, waihrend 
die Curven des einen Biindels AB, CD, die des andern AD, CB in 
A, C tangiren. Die beiden Biischel der sich selbst entsprechenden Curven 
in diesen Biindeln liegen auf derselben Fldche X**) durch ABCD und 
verhalten sich wngleichartig zu deren beiden Schaaren. 

48. Um die Identitit der beiden tragenden Flichen zu beweisen, 
miissen wir zuniichst die auf BD gelegenen Punkte B, D, Z, B,, D, 
(Nr. 39, 40) genauer betrachten, zu denen wir noch den Punkt Q, 
der zu Z in Bezug auf B, D harmonisch ist, fiigen wollen, Wir haben: 


(DZBB,)=—1, (BZDD,)=—1,; 


(DZBB,) = (BZDD,), 
d. h. BD, ZZ, B,D, sind in Involution; demnach ist Q als zweiter 


Doppelpunkt derselben auch harmonisch zu Z in Bezug auf B,, D,. 
Nun folgt aus: 


(DZBB,)=—1, (D,B,@Z) =—1, 
dass DD,, ZB,, BQ in Involution sind, und ebenso sind es BB,, 
ZD,, DQ. 

In Nr. 39 fanden wir den Kegelschnitt (@) in @, der von den 
Schmiegungsebenen der durch X gehenden Curve des ersten Biin- 
dels eingehiillt wird, folgendermassen: Wir construiren die Punkte 
Xo =(XA,CZ), Ya =(D,Xa, CB,). Der durch Y, gehende Kegel- 
schnitt, welcher CD, BD in C, B tangirt, ist der verlangte («) und 
seine Tangente in Y, geht durch Z. Sie treffe CD in W,. 

Ersetzen wir den ersten Biindel durch den zweiten, so haben wir 
B und D, B, und D, zu vertauschen, und indem wir den analogen 
Kegelschnitt mit (@)* bezeichnen, construiren wir: 

Y,* =(B,Xe,CD,); W.* =(ZY.*, CB). 
Beweisen wir zuniichst, dass die Gerade W,W,* durch @ geht. 

Das vollstindige Viereck CX, Y, Y,* ergiebt, weil Z, Q zu B,, D, 
harmonisch sind, dass Y, Y,* durch Q geht; ferner ergeben die voll- 
stindigen Vierecke CY, Y.*W. und CY,Y.,* W.* wegen der Invo- 
lutionen: BB,, ZD,,DQ; DD,, ZB,, BQ, dass Y,* Wa durch B, 
Y,W.* durch D geht, und endlich liefert das vollstindige Viereck 
Y. Yo*W.,W,* und die Harmonicitait von Z, Q zu B, D die Behauptung. 


also: 


*) Wird ABCD in der bisherigen Weise zum Coordinatentetraeder gewihlt 
und ist dann 4,2, 23 + d_4%_%, = 0 die Basisfliche, so ist: 
3 AygXy Hy = Mgy Ly Hy 
die Gleichung dieser Fliche. 
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Wenn man nun von einem beliebigen Punkte 7’ auf BD die zweite 
Tangente an den Kegelschnitt («) legt, welcher CD, BD in C, B 
tangirt und von ZW, berihrt wird, so ergiebt sich leicht: 


(BDZT) = (DCW.V.), 


wobei V,, der Schnitt jener zweiten Tangente mit DC ist; ziehen wir 
ebenso die zweite Tangente aus 7 an («)*, welche BC in V,* treffe, 
so ist: 


(DBZT) = (BC W-.’ V,*). 


Diese zweiten Tangenten sind die Spuren der dritten Schmiegungs- 
ebenen aus 7’ an die beiden durch X gehenden Curven der beiden 
Biindel in a. 

Lassen wir den Punkt 7 in den obigen Punkt @Q fallen, der zu Z 
harmonisch ist nach B, D, so wird: (BDZQ) = (DBZQ), also auch: 


(DC W.V..) = (BC W,* V..*), 


und daraus ergiebt sich, dass auch V,.V,* durch Q geht. Mithin fallen die 
beiden zweiten Tangenten zusammen, und da wir einen analogen Beweis 
auch fiir y fiihren kénnen, so ergiebt sich, dass die beiden Schmiegungs- 
ebenen &, §&* von Q an die durch X gehenden Curven unserer beiden 
Biindel sich vereinigen. Demnach erhalten wir folgenden Satz: 

Die durch einen Punkt X gehenden Curven der beiden Biindel, 
welche ABCD als zu A,C; AB,CD, bez. zu A,C; AD, CB ge- 
hériges Schmiegungstetraeder haben, erhalten aus dem Punkte der Ge- 
raden BD, der durch B und D von der Ebene ACX harmonisch 
getrennt ist, dieselbe dritte Schmiegungsebene. 

49. In der unserer jetzigen Betrachtung zu Grunde liegenden Polar- 
correlation ist nun der Punkt Q der Pol der Ebene ACZ; also erhalten 
wir bei beiden Biindeln zu dem Punkte X in ACZ dieselbe Schmiegungs- 
ebene & (Nr. 40),*) mithin auch denselben Punkt X’, also dieselbe 
Hirst sche Inversion in ACZ, denselben Kegeischnitt 8 und dieselbe 
tragende Fliche X* fiir die sich selbst entsprechenden Curven (Nr. 43), 
wie oben in Nr. 47 behauptet wurde. 


Da die einen Curven AB, CD, die andern AD, CB tangiren, | 


so ist klar, dass sie sich zu den beiden Geradenschaaren von Y? y>r- 
schiedenartig verhalten. 

Diese beiden Geradenschaaren von %? haben aber noch eine andere 
Beziehung zu den beiden Curvenbiischeln. 

Betrachten wir dazu eine bestimmte Curve r* des ersten Biischels 
(mit AB, CD als Tangenten in A, C). Da r* durch eine Polarcorre- 
lation in sich selbst tibergeht, so entsteht auf ihr eine Punktinvolution, 


*) @ ist sowohl 7 als S’ der friiheren allgemeinen Betrachtung. 
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in der je zwei Punkte gepaart sind, von denen jeder der Pol der 
Schmiegungsebene des andern ist. Die Fliche, welche die Regelschaar 
der Verbindungslinien gepaarter Punkte trigt, sei ©. Da A,C au 
ihren eigenen Schmiegungsebenen polar sind, so sind sie die Doppel- 
punkte der Involution und ©? geht durch die Tangenten AB, CD, 
hat also mit der Basisfliiche 8? noch zwei Gerade der andern Schaar 
gemein; wiiren diese von AD, BC verschieden, so hatte r> mit %? 
noch weitere Punkte gemein ausser den 6 in A, C, da ja diese Geraden 
von r* je einmal getroffen werden. Folglich geht auch ©? durch 
ABCD und ist deshalb mit %? identisch, da beide r? und ABCD 
gemeinsam haben. 

Die Regelschaar auf UY, zu der die Tangenten AB, CD gehiren, 
schneidet also auf jeder Curve des ersten Biischels die oben erwéhnte 
Involution von Punkten ein, von denen jeder der Pol der Schmiegungs- 
ebene des andern ist. Die Punkte, in denen jede Gerade dieser Schaar 
die %? trifft, d. h. in denen sie AD, BC trifft, sind demnach har- 
monisch zu den beiden Punkten auf r°, und so entsteht auf jeder 
dieser Geraden durch die Curven des Biischels eine Involution, von 
welcher die Punkte auf AD, BC die Doppelpunkte sind; dieselben 
riihren von degenerirten Curven des Biischels her: jede der beiden Ge- 
raden AD, BC setzt, doppelt gedacht, mit CD, AB bez., eine solche 
Curve zusammen. 

Die andere Regelschaar auf X? hat zum zweiten Biischel dieselbe 
Beziehung. Die Torsen der Curven beider Biischel umhiillen die Fliche, 
welche zu YX? nach B? polar ist: fiir ihre Geradenschaaren erhalten wir 
die dualen Kigenschaften. 

50. Jedes Vierseit der Basisfliche %* liefert 4 Biischel von cubi- 
schen Raumcurven, dié in sich selbst tibergehen. Demnach transfor- 
mirt jede Polarcorrelation oo* cubische Raumcurven in sich selbst; da 
es nun oo? Polarcorrelationen und oo!? cubische Raumcurven giebt, 
so wird jede gegebene cubische Raumcurve durch oo? Polarcorrelationen 
in sich selbst transformirt. 

Beweisen wir dies dirert. 

Es sei wieder ARCD das zu den Punkten A, B und den Tan- 
genten AB, CD der gegebenen Curve r* gehérige Schmiegungstetraeder, 
E ein beliebiger Punkt, ¢ eine beliebige Sehmiegungsebene von 7°. 

Wir lassen den Punkten A, B,C, D, E im ersten Raume die 
Ebenen BCD, CDA, DAB, ACB, « im zweiten correspondiren. 
Die dadurch festgelegte Correlation ist eine Polarcorrelation, da jeder 
Ecke von ABCD die Gegenebene entspricht.*) Da nun r* durch 


*) Staudt, Geometrie der Lage Nr. 326; Reye, Geometrie der Lage Abth. II, 
9. Vortrag der 2. Aufl. 
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A, (C, E geht, in den ersteren AB, CD tangirt, ABD, CDB oseu- 
lirt, so osculirt die entsprechende Curve CDB, ABD, «, tangirt in 
jenen CD, AB und geht durch C, A; d. h. sie hat ABCD in der- 
selben Weise zum Schmiegungstetraeder wie r? und ausserdem noch «¢ 
gemein und ist deshalb mit ihr identisch. 

Soicher Schmiegungstetraeder der Curve, die auch in sich iibergehen, 
aber derartig, dass jeder der beiden Punkte A, C in die -Schmiegungs- 
ebene des andern und die beiden Tangenten in einander iibergehen, 
haben wir co'. Denn wenn bei einer Polarcorrelation, die eine cubi- 
sche Raumeurve in sich tiberfiihrt, einem Punkte A, seiner Tangente a 
und Schmiegungsebene «, als zur ersten Raume gehdrig, eine Schmie- 
gungsebene y, ihre Tangente c und ihr Usculationspunkt C im zweiten 
entsprechen, so entsprechen auch den A, a, a im zweiten Raume 
vy, ¢, C im ersten; was bei der allgemeinen Correlation nicht der Fall 
ist. Mithin liefern jeder Punkt A der Curve und der Osculationspunkt 
C der ibm polaren Schmiegungsebene eins jener Tetraeder. 

Bei der obigen Herstellung einer Polarcorrelation, durch welche r3 
in sich transformirt wird, kénnen wir demnach A, E festhalten; C, « 
iiber die Curve bewegen und erhalten die co’ Polarcorrelationen, welche 
die Reproduction der Curve leisten, 

Wie bei jeder allgemeinen, so haben wir auch bei jeder Polar- 
correlation, die eine cubische Raumcurve in sich iiberfiihrt, ein und 
nur ein Schmiegungstetraeder, das in der friiher besprochenen Weise 
in sich tibergeht, d. h. so, dass jeder der beiden Curvenpunkte in seine 
eigene Schmiegungsebene, jede der beiden Tangenten in sich trans- 
formirt wird. Es ist dies ein ,Polartetraeder der besondern Art.“*) 
Dasselbe tritt ja auch bei der allgemeinen Correlation (im Haupt- 
tetraeder) auf; wiihrend das gemeine Polartetraeder fiir die Polarcorre- 
lation charakteristisch ist. 

51. Weil bei einem Nullsystem jeder Punkt in seine entsprechende 
Ebene (Nullebene) fallt, so muss jeder Punkt einer cubischen Raum- 
curve, die durch ein Nullsystem in sich tibergefiihrt wird, seine eigene 
Schmiegungsebene zur Nullebene haben. 

Jede cubische Raumcurve wird nur durch das ihr zugehirige Null- 
system in sich selbst transformirt. 

Da es nun oo Nullysteme giebt, so muss jedes Nullsystem oo’ 
cubische Raumeurven in sich selbst transformiren oder gu so vielen 
gehoren. 

Um dies direct einzusehen, benutzen wir von Staudt**) erhaltene 
Satze. Staudt beweist zuniichst, dass, wenn drei Punkte einer cubischen 


*) Schréter, Oberfliichen 2, Ordnung §. 143. 
“*) Beitriige zur Geometrie der Lage Nr. 485, 486. 
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ou- Raumeurve ihre Nullebene in einem gegebenen Nullsystem N zur 
in Schmiegungsebene haben, dies bei jedem Punkte der Fall ist. Sodann 
er zeigt er, dass, wenn «, 8, y die Nullebenen von drei beliebigen Punkten 
1 é A, B,C in N sind, blos in einem der Biischel Aa, BB, Cy, etwa im 
ersten, ein Strahl a beliebig gewihlt werden kann; der Strahl b in 
mn, B&B ist dann eindeutig bestimmt, wenn die cubische Raumcurve, welche 
Js- durch A, B,C geht und in A, B die Geraden a, b tangirt und die 
MN, Ebenen a, 8 osculirt (Nr. 32), auch in C die Nullebene y zur Schmie- 
bi- gungsebene haben soll. Wir kénnen uns hinsichtlich der Punkte 
a A, B, C auf eine feste Ebene beschriinken; in dieser kann jeder von 
ie- ihnen oo? Lagen einnehmen, und nachdem A bestimmt ist, sind fir a 
en noch oo! Lagen in Aa méglich. So erhalten wir die oo’ cubischen 
ne Raumcurven. 
ill Oder: Jedes Vierseit, in dem jede Ecke die Ebene ihres Winkels 
kt zur entsprechenden im Nullsysteme hat und die 4 Seiten sich also selbst 
entsprechen, liefert (Nr. 47) in jedem der vier Biindel einen Biischel 
rs sich selbst entsprechender Curven. Eine allgemeine Correlation hat 
é nur ein solches Vierseit, eine Polarcorrelation hat co', ein Nullsystem 
1e besitzt co8 solche Vierseite. Auf jeder der oo® Flichen 2. Grades, die 
durch N in sich transformirt werden (Nr. 25), geht jede Gerade der 
r- einen Schaar in sich selbst tiber, von der andern thun es nur zwei; 
id diese mit irgend zwei von jenen bilden eins der fraglichen Vierseite. 
se Wihrend dann bei einer allgemeinen Correlation (und auch der Polar- 
1e correlation) blos ein Schmiegungstetraeder einer in sich transformirten 
$- cubischen Raumeurve so in sich tibergeht, wie es in Nr. 38 ABCD 
*) that, gehen alle co? Schmiegungstetraeder eine. cubischen Raumcurve 
t- durch ihr Nullsystem in sich selbst iiber; weil jeder Punkt seiner 
e- Schmiegungsebene entspricht: die Projectivitit von Nr. 33, 38 wird 
Identitat. Jede durch das gegebene Nullsystem in sich transformirte 
le cubische Raumeurve ergiebt sich deshalb bei oo? Vierseiten, und wir 
: erhalten ae oder co’ in sich durch N transformirte cubische 
, Raumcurven. 
|. 52. Jedes solche Vierseit gab, wie gesagt, vier Biischel in sich selbst 
transformirter Curven, die dann je auf einer durch das Vierseit gehen- 
y7 den Fliiche 2. Grades liegen. Die beiden Trigerflichen der Biischel, die 
n zu denselben zwei Gegenecken gehiren, sind nicht identisch.*) 
Der Pol (oder Nullpunkt) von ACZ ist Z; die zweite Tangente 
e aus ihm an (@) in @ ist ZY,W,, die von der an (a)* gezogenen 
ZY.* W,* verschieden ist, und ebenso in y; so dass die beiden durch 
*) Ihre Gleichungen, bezogen auf das mehrfach benutzte Tetraeder, sind; 
2 Aygty Hy + gy %eXy = 0, Bag, Hz — AgyXoX, = 0. 
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sie gehenden Schmiegungsebenen £, &* aus Z und also auch die beiden 
Pole X’, X’* verschieden sind. In Nr, 48 fanden wir, dass Y, Y,* 
durch Q, der zu Z nach B,, D, harmonisch ist, geht; daraus ergiebt sich 
leicht, dass auch die beiden erwihnten zweiten Tangenten Z Y,, Z Y.* 
zu ZC und BD harmonisch sind. Durch jene zweiten Tangenten 
ZY., ZY,* gehen die dritten Schmiegungsebenen &, §* von Z an die 
durch X gehenden Curven der beiden Biindel. Weil sie von Z kommen, 
haben sie beide den Punkt X selbst zum Osculationspunkte (Nr. 40). 
Schnittlinie £&* ist mithin ZX; ihre Verbindungsebenen mit den obigen 
4 harmonischen Strahlen, also die Ebenen &, &*, ACZ und (ZX, BD) 
=A sind harmonisch, folglich auch ihre Pole (Nullpunkte) X’, X’*, 
Z,L'’=(ZX,,AC). X und X’, X und X’* sind entsprechende 
Punkte der beiden Inversionen in ACZ, die zu den beiden Curven- 
biindeln gehéren, aber jene conjugirt in Bezug auf § und die Triger- 
fliche %? der sich selbst entsprechenden Curven des ersten Biindels, 
welche durch § geht; diese ebenso conjugirt in Bezug auf Y?*. Z, auf 
BD, und L’, auf AC gelegen, sind conjugirt zu X nach den beiden 
Ebenenpaaren im Biischel (ABCD). Also sind die beiden Triiger- 
flichen YX? und XA?* harmonisch zu diesen beiden Ebenenpaaren ihres 
Biischels oder harmonisch-zugeordnet mit Vierseits-Durchschnitt.*) 


Minster i/W., Anfang April 1885. 




































*) Nachdem diese Abhandlung der Redaction der Annalen iibersandt war, 

sind zwei andere Arbeiten erschienen, welche mit ihr in Zusammenhang stehen: 

1) Corr. Segre, Ricerche sulle omografie e sulle correlazioni in generale ete. 

(Memorie dell’ Accademia delle Scienze di Torino, Ser. Il, Tom. XXXVII), der 

die Arbeit desselben Verfassers, auf die sie sich vielfach bezieht: Sulla teoria e 

sulla classificazione delle omografie (Memorie dell’ Accademia dei Lincei. Ser. III, 
vol. XIX) vorangegangen war. 

2) P. Del Pezzo, Sulle quadriche polari reciproche di sé stesse rispetto ad 
un’ altra. — Sulle quadriche ad » — 1 dimensioni polari reciproche etc. (Rendi- 
conto dell’ Accademia di Napoli. Juni, Juli 1885). Vergl. Abschnitt VI des ersten 
Theiles der vorliegenden Arbeit, so wie meine Note in Bd. 25, durch die Herrn 
Del Pezzo’s Abhandlungen veranlasst zu sein scheinen. — Ich muss noch Herrn 
G. Veronese’s grosse Abhandlung: Sopra alcune notevoli configurazioni etc. 
(Memorie dell’ Accademia dei Lincei Ser. III, vol. [X, 1881) erwihnen, in der 
sich einige Beriihrungspunkte mit meiner Arbeit finden, [Nov. 1885]. 
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Ausdehnung eines Dirichlet’schen Verfahrens auf die Trans- 
ox aY aZ 


formation von Differentialausdriicken, wie Sa: + :y + a 


in allgemeine krummlinige Coordinaten. 
Von 


Franz Meyer in Tiibingen. 


Dirichlet hat in seinen Vorlesungen*) -_ einfache Methode 
angegeben, den Laplace’schen Ausdruck A V = ae a oe + - ae 7 
in allgemeine, orthogonale Coordinaten umzuformen. 

Der Grundgedanke dieser Methode besteht darin, die Green’sche 


Formel, welche das Raumintegral J f J AV dx dy dz in das Ober- 


° 


flichenintegral J f AA de iiberfiihrt, auf ein, durch die Coordinaten- 


transformation vollig bestimmtes Raumelement anzuwenden. 
Diesen Gedanken kann man auch einer allgemeineren Frage zu 
Grunde _— Z. de ne! _ der Transformation des bekannten Aus- 


drucks —— x+ 7 +4 2 (und aihnlicher) in allgemeine, krummlinige 


Coordinaten (Ne, ‘ bis 5). 

Bei der Durchfiihrung der Rechnung erweist sich als niitzlich, 
gewisse Unbekannte dadurch zu ermitteln, dass man den Inhalt des 
vorliegenden Raumelementes auf doppelte Weise ausdriickt (Nr. 4). 

Die Endformel ist einfach und elegant (Nr. 5). 

Am Schlusse (Nr. 8) wird noch bemerkt, wie in dem, von Dirichlet 
behandelten Falle eine Vereinfachung insofern eintritt, als der Gree n’sche 
Satz ganz entbehrt werden, und durch die wesentliche Eigenschaft 
von AV, im Sinne von Herrn Gundelfinger,**) eine orthogonale 
Invariante zu sein, ersetzt werden kann. 


*) cf, z. B, Heine, Handbuch der Kugelfunctionen I, pag. 307. 
**) Gundelfinger, Ueber die Transformation einer gewissen Gattung von 
Differentialgleichungen in krummlinige Coordinaten. Borchardt’s Journ. Bd. 85. 
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Transformation von = t+ v+4 = in krummlinige Coordinaten 


1, Als Hiilfssatz diene bo erweiterte Green’sche Satz*): 

ysind X, Y, Z, @ vier, innerhalb eines abgegrenzten Raumgebietes 
T bestimmte, endliche, stetige Functionen, deren erste Ableitungen 
diese Eigenschaften mit ihnen — haben **), so gilt die Umformung 


m WE oa + % Pt je )eat 


aos Y cos B + Zcos y) ade 


“yg oe da da 
— Sh ( (x. +¥%4z 0) at. 


Dabei bedeuten a, 8, y die Winkel der iiusseren Normale der Oberfliche 
6 von T mit den positiven Richtungen der rechtwinkligen Coordinaten- 
axen der &, y, 2 

Im Folgenden kommt nur der Fall in Betracht, dass @ = 1 und 
das Gebiet T sich auf ein Raumelement dT reducirt. Dann wird: 


(2) oxy gf OF itt (X cos a+ Yeos B + Zcos y) de. 


Das Doppelintegral rechter Hand ist jetzt tiber die Oberfliche von dT 
hinzuerstrecken. 

2. Als Raumelement dT wird ein solches genommen, das (fiir 
irgend drei beliebige, aber bestimmte Werthe 0,, @,, @,) von den drei, 
durch einen Punkt (x,y, 2) gehenden Flichen des Systems: 


3) 1 = Pi(%s 9,4), O2= 2%, 2), 03 = Ps (2 ¥, #) 
und drei, ihnen benachbarten gebildet wird. 
Die g; stellen ganz beliebige Functionen dar, die Formeln (3) also 


eine Transformation der x, y, 2 in die allgemeinsten, krummlinigen 
Coordinaten. Die Umkehrung dieser Transformation laute: 


(4) = W,(O1s G2, Os). Y= V2 (01, Or, Os)» 2 = Vy (O1, Ors Qs)- 
Versteht man unter @,, B;, y; die Winkel, welch: die im Sinne des 


wachsenden 9; auf der Fliche 9; = g;(x, y, 2) errichtete Normale mit 
den positiven Coordinatenrichtungen macht, so wird der Beitrag der, 


*) cf. z. B. Clausius, Die Potentialfunction und das Potential. § 20; 
Kirchhoff, Vorlesungen iiber mathematische Physik. Vorlesung 11. 

**) Auf die Einschriinkung dieser Bedingungen, wie sie nach dem Vorgang 
von Herrn Hilder (Beitriige zur Potentialtheorie, Tiibinger Dissertation, 1882) 
versucht werden kénnte, gehe ich hier nicht ein. 
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auf dieser Fliche befindlichen Seitenfliche do; des Raumelementes dT 
zum Doppelintegrale in (2) der folgende: 

(5) — d6,(X cos a; + Y cos B; + Z cos »;) (¢ = 1, 2, 3). 
Setzt man hier: 


de; \2 de; \2 de, \2 an 

6) Bum Ge) +p) + (Ge) <0 

(wo der Quadratwurzel immer das positive Zeichen beigelegt werden 
soll), so hat man: 


0% 1 Oe 1 
(7) COS a; = > = cos B; = oy B’ 
Diese Ausdriicke (7) sind umzuformen und in (5) einzusetzen: anderer- 
seits miissen dann noch die daselbst auftretenden do; berechnet werden. 
Zur Lésung der ersteren Aufgabe gehe man aus von den, ver- 
moége (3), (4) bestehenden, viel beniitzten oe 


dx Se des | 2% 
022 +3 = Ox ox’ 


JB -yp i OX OM dx = Oe, | 2% 
oy ~ 0 oy + Oe: + z dy | dy’ 


ea ex oe ba Bes O05 0g; 
oes tee +t Sle 


Fiihrt man die angedeutete Saineiaad und Addition aus, und operirt 
: Va: a. OY @ a oz 02 08 

analog mit den Gleichungen fiir 3e ay? st; 92’ Oy’ os? *° 

resultirt, unter Einfiihrung der, mit (6) vertriglichen Bezeichnung: 


00; _ 0% _ 00; 0%, t=1,2,3 
9) Ea") 3S Ge toy ty toe Oe (owiehe) 


das nachstehende remit 


0@; 
iH a, ba + ix Eis + se Eis, 








00; 
(10) 33 == fe Ei +2 ge Eis + gu Eis, 


Bey 
eae Ent £ Eat % Ba. 


Dadurch geht (5) tiber in: 





(11) ae 


=, En+ R, Ei2+ RB, Es), 


*) Die E;, sind die wohlbekannten Coefficienten des transformirten Linien- 
element-Quadrats, 
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wenn zur Abkiirzung noch gesetzt wird: 





(k=1, 2, 3). 


‘ — X02 Oy Oa 
(12) R, = X Ze, re 4 oe, +8 Po 








3. Die Berechnung der do; in (5) wird erheblich erleichtert, wenn 
man den Einfluss des, rechter Hand in (2) stehenden Factors dT auf 
die weitere Entwicklung beachtet. 

Der Inhalt des Parallelogramms do; ist gleich dem Product zweier 
anstossenden Seiten in den Sinus des eingeschlossenen Winkels, also 
sicher von der Form: 


(13) do, = do. dg, 8; (i, k,l = 1, 2, 3). 


Bildet man den, (5) entsprechenden Ausdruck fiir die, do; gegen- 
iiberliegende Seitenfliche des Raumelements dT (wozu man nur g; durch 


0: + dg; zu ersetzen, und das Vorzeichen wechseln zu lassen braucht), 
und addirt, so kommt: . 
































S, 
(14) de,de, de, -% {ix En + R,Ea + RBs) 5} (i=1,2,3), 





sodass die Formel (2) die vorliufige Gestalt annimmt: 


(15) aX , oY , 0% 


Ou oy dz 




















‘=38 


der des des 2 >. ae oe 
a a i 00; {cm Ex, + R, Ki + R;,K;s) a 


i=1 











er  » ‘ 
4. Es sind weiter in dT und — die neuen Coordinaten g,, 9, 9s 





einzufiihren. Der Inhalt des Parallelepipedons dT kann doppelt aus- 

gedriickt werden. EKinmal ist er das Product aus den Lingen von drei, 

in einem Eckpunkt zusammenstossenden Kanten, in die Determinante 

der Winkel, welche diese Kanten mit den Coordinatenaxen bilden. 
Kine einfache Reduction ergiebt: 



































| 02 d2 6% 
Oe: Fee 00s 
. 7] 0 é 
(16) dT = do,doe,doe, ~ = = de, de,de, D 














| oz 02 Oz 
| Ge = ee es | 
bei ersichtlicher Abkiirzung. 

Andererseits ist derselbe Inhalt dT gleich dem Inhalt einer Seiten- 
fliche do;, multiplicirt mit der zugehérigen Hohe. Die letztere ist 
das Element ds; der Normale der Fliche 9; = ;(x, y, 2) im Punkte 


(x, y, 2) (vom Fusspunkte an gerechnet, und dem absoluten Werthe 
nach): 
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Transformationen von = 


(17) 

mithin : 

(18) dT = 
oder, mit Hiilfe von (13): 

(19) aT = de, de, de, 

Die Vergleichung der beiden Werthe (16), (19) liefert fiir S; den Werth: 


(20) S; = uD. R 
Somit geht die Formel ge in — pga iiber: 


(21) (X44 


-s5|4 D S((«e+ ft +23) wa}. 
5. Um hier auf der rechten Seite vollends Alles durch die neuen 
Coordinaten Q:, Qo, 3 auszudriicken, wird man am besten die, nur 
hilfsweise eingefiihrten Gréssen E;, wieder herausschaffen. 
Ordnet man nimlich auf der rechten Seite von (21) unter der 
zweiten Summe nach den X, Y, Z, und zieht die Relationen (10) 
heran, so schreibt sich die Formel (21) einfacher so: 


02) Sota +t -$22(0 (x52 x5y+ V+ 2)}. 


Stellt man die zu den Formeln (8) reciproken auf d. h. die fiir die 


do;dg; 
arts 


Gréssen ce (i, k = 1, 2, 3) geltenden, so liefert deren Auflésung nach 
Ge; : 

den a : zt. be ohne Weiteres (zufolge einer sehr bekannten 

Determinanteneigenschaft) : 


(23) =p oe @D_ sn 28 


Ou On 
Oe; 
Daher wird (22) zu: 
de Ou 
_ Om Ge, 
S12 ly oy oy | Geiens 
(24) A 4 -52 Fe ge S| j1=1,2,3). 
wi de as 
? 2 sn 
| 0; Ge, 
*) Diese Gestalt reicht fiir manche besonderen Fille véllig aus, vgl. Nr. 7. 
Mathematische Annalen, XXVI. 34 
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Fiihrt man endlich die, mittelst der X, Y, Z sowie dreier Hiilfsvariabeln 
u,, U,, u, gerinderte D-Determinante als eine besondere Form U ein: 


x Ox ox ox 


Oe, Qe Aes 
y oy ey oy | 








(25) U= Oe: O02 Ges 
r 02 ez Oz | 
4— ; 

Oe; O02 Ces 

‘Oty Mo Us 


so lautet das Endresultat folgendermassen: 

» Bestehen zwischen den alten (rechtwinkligen)*) Coordinaten x, y, z 
und den neuen krummiinigen @,, Q2, 0, die Beziehungen (4), so findet 
die identische Umformung statt: 

i=3 


(26) 





i=1 
In praxi, z. B. wenn es sich um die oo der Gleichung 


ox 4 

Stats 

handelt, wird man X, Y, Z oe als i neuen Coordinaten annehmen, 

wodureh sich die rechte Seite in (26) noch iibersichtlicher gestaltet. 
6. Eine einfache Controlle fiir die Formeln (25) oder (24) wird 

durch die wirkliche Ausfiihrung der vorgeschriebenen Differentiationen 

geliefert. Die Coefficienten von X, Y, Z verschwinden, wie man un- 

mittelbar sieht, identisch, und man erhilt vermége (23): 


> ee me OZ — ox oY oZ 
ae Tae ERO Tee ee 


at hiitte man auch, von dieser Formel ausgehend, mit Hiilfe 
der Relationen (23) und der eben angedeuteten Identitiiten direct zur 
Umformung (24) gelangen kénnen. 

7. In dem speciellen Falle: 
: _ av = 2F __ av 
(28) xX t=? Y x Z = 98 
geht die Formel (21) oder auch (22) nach leichter Reduction in die 
von Jacobi**) angegebene iiber. 


*) Nachtriiglich ist es vdllig gleichgiiltig, ob man die 2, y, 2 als recht- 
winklige Coordinaten interpretirt oder als beliebige. 

**) Jacobi, Ueber die particulire Lésung der partiellen Differentialgleichung 
AV=0. Crelle’s Journal, Bd. 36, pag, 117, vgl. auch Borchardt, Die Trans- 
formation der Elasticitiitsgleichungen in allgemeine, orthogonale Coordinaten. 
Borchardt’s Journal, Bd. 76. 
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Werden fiir diesen Fall noch weiter die krummlinigen Coordinaten 
specialisirt in orthogonale, so ist dazu nothwendig und hinreichend, 
dass die Gréssen E,,, E,,, E,, identisch verschwinden, wihrend von 
den E;; (6) tiberdies gilt, dass 


29) (oe) +(e) +(e)” 


So kommt man unmittelbar zu der bekannten atonend von A JV. 





Die Determinante D geht dabei in das Product iiber. 
VEqV. i VEy 


8. Will man nur AV in orthogonale Coordinaten iiberfiihren, so 
kann man kiirzer so vorgehen, wobei vom Green’schen Satze ganz 
abstrahirt wird. Aus der Definition der Ableitung einer Function fliesst 
nach Riemann*) unmittelbar die Darstellung: 


(30) dT-AV=dxadydzeAV 





age (2) 
— (dyds)ax.+™* a A /* + (de dx) dy <2 








+ (dx dy)deO — Sf 


wo das Integral tiber die drei Paare von ye roe do eines recht- 
winkligen Elementar- Parallelepipedons vom Inhalte dz dy dz = aT, 
(dessen Kanten den Coordinatenaxen parallel laufen) hinswerstnedken 


ist, und wo eV tar jede Seitenfliiche den Differentialquotienten nach 


On 
der fiusseren Normale bedeutet. Aus (30) folgt: 
(31) AV= arf oY do. 


Der Ausdruck A V andert sich demnach nicht, wenn man das Integral 
der rechten Seite in (31) iiber die Oberfliiche eines rechtwinkligen, im 
Uebrigen aber (innerhalb des vorgegebenen Raumgebietes) beliebig ge- 
legenen Elementar-Parallelepipedons, dessen Inhalt mit dTT bezeichnet 
sei, nimmt. Ein solches wird, ganz wie oben, mittelst des nunmehr 
orthogonalen Flaichensystems (4) construirt. 


Tubingen, den 27. Juni 1885. 








*) ef. z. B, die Darstellung in den, von Hattendorf herausgegebenen 
Vorlesungen Riemann’s iiber Schwere, Electricitiit und Magnetismus, wo Rie- 
mann diese Darstellung dem Beweise des Satzes AV = — 47@ zu Grunde legt. 














Zur Theorie der Doppelpunkte und Doppeltangenten der 
ebenen rationalen*) Curven. 


Von 


C. WELTzIEN in Berlin. 


Kine ebene Curve n'** Ordnung, deren Coordinaten x,, %,, %, sich 
als rationale Functionen m»' Ordnung eines Parameters t darstellen 
lassen : 

XZ, 2 LZ, %, = A(t): Bit): Cit), 
besitzt, wie Clebsch (Crelle’s Journal Bd. 64) nachgewiesen hat, 

(n — 1) (n—2) 
2 . 

Doppelpunkte. Jedem Doppelpunkt entsprechen 2 Werthe des Para- 
meters; die siimmtlichen Parameter der Doppelpunkte sind die Wurzeln 
einer Gleichung (n—1) (m—2)'" Grades, welche Herr Haase (Mathe- 
matische Annalen Bd. 2) abgeleitet hat. ,,Welche Wurzeln dieser 
Gleichung zusammen einen Doppel- (oder Riickkehr-)Punkt bestimmen, 
kann mit Hiilfe der Gleichungen: 





dA(t <4 ) 
A(t) 40 |A(t) “$0 | 


| 


= ( 
dB , 
Bi) “a C(t) sou, 


entschieden werden. ha man namlich die eine dieser Wurzeln 
mit t,, die andern mit t,, so miissen dieselben beiden Gleichungen 
geniigen.““ Nun kann jedoch in Folge Abel’scher Sitze, wie bereits 
Clebsch bemerkt, die Gleichung (n—1) (n—2)'" Grades auf eine 


Gleichung S—Se=8 ten Grades und Ne) quadratische Glei- 


chungen zuriickgefiihrt werden. Diese Reduction fiihre ich im Folgen- 
den fiir n = 4, 5,6 durch, indem ich die Summe o und das Product t 
der Parameter t, und t,, welche einem Doppelpunkte entsprechen, in 


*) Unter rationalen Curven verstehen wir solche , deren Coordinaten rational 
durch einen Parameter darstellbar sind. 
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die Rechnung einfiihre und fiir eine dieser Gréssen, z. B. 6, eine 
Gleichung even ‘en Grades herleite; die andere, t, ist dann rational 


durch 6 ausdriickbar. Jedem Werthe von o entspricht ein Werthpaar 
t,, tg, das durch die quadratische Gleichung: 

T?—oT+r=0 
geliefert wird; die bei der Gleichung (m— 1) (n—2)'" Grades néthige 
Untersuchung, welche Wurzeln zusammengehéren, fallt dadurch fort. 
Dass auch die im Folgenden aufgestellten Gleichungen fir weitere 
Untersuchungen brauchbar sind, z. B. unter welcher Bedingung ein 
Doppelpunkt in einen Rickkehrpunkt tibergeht, ist ersichtlich, 

Die Anzahl der Doppeltangenten einer rationalen Curve net Ord- 
nung, welche keine Riickkehrpunkte besitzt, ist nach Clebsch (Crelle’s 
Journal Bd. 64) 2(n—3) (n—2); die Gleichung fiir die Parameter der 
Beriihrungspunkte ist vom Grade 4(m —3) (n—2), kanu jedoch, wie 
Clebsch bemerkt, auf eine Gleichung 2(n—3) (n—2)'" Grades und 
2(n — 3) (m — 2) quadratische Gleichungen reducirt werden. Diese 
reducirten Gleichungen sind bisher nicht aufgestellt worden. Fir 
die rationalen Curven 4'* Ordnung ist die (nicht reducirte) Glei- 
chung 8" Grades von Herrn Schwering (Schlémilch’s Zeitschrift 
Bd. 21) abgeleitet und von Herrn Brill (Mathematische Annalen Bd, 12) 
auf anderem Wege abgeleitet und eingehend behandelt worden. Fiir 
die rationalen Curven 5'", resp. 6" Ordnung ist die allgemeine Glei- 
chung vom 24', resp. 48'" Grade; dieselben sollen im Folgenden 
ebenso, wie die Gleichung 8'*" Grades, in der angegebenen Weise 
reducirt werden. 


§ 1. 
Die Gleichung fiir die Parameter der Doppelpunkte. 


Es sei 


A(t) =>) ayrt?s Bt) =) bats CO) =D) eat” 


(fir v = 0, 1, 2,3,..., m). 
Ein Doppelpunkt findet statt, wenn zwei Werthe t,, t, dieselben Werthe 
fiir 2, : %,: %; liefern, wenn also: 
Ly 2 Hq? L, = A(t,): B(t,): C(t), 
@, 3 @y? &y = A(t,) : B(t,): C(t), 
A(t,) Bit.) — A(t.) Bt) = 0, 
Bi(t,) C(t) — Bit.) C(t) = 9, 
C(t) A(t) — Cl) ACh) = 0 


oder: 
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C. Weurzten. 


ist. Unterdriickt man in diesen Gleichungen den Factor t, — t, und 
setzt dann: 


t; a t, = 6, 

t; t, = tT; 
so erhilt man drei Gleichungen, — dieselben sollen im Folgenden 
immer durch (1) bezeichnet werden — und hieraus durch einfache 


Rechnung ein System anderer Gleichungen (2), aus denen eine der 
Gréssen, z. B. t, unmittelbar eliminirt werden kann. Die resultirende 
Gleichung fiir 6 ergiebt sich in Form einer Determinante; 1 ist nach 
bekannten Siitzen rational durch 6 ausdriickbar (in Form des Quotienten 
zweier Unterdeterminanten); t,, t, sind die Wurzeln der Gleichung: 
T?—o6T+r=0. 

Soll der Doppelpunkt in einen Riickkehrpunkt iibergehen, so hat 
man t, = 1,, 6 = 2t,, t=t,? zu setzen und dann ¢, zu eliminiren. 

Zur Abkiirzung soll immer 


a | |b, by | 
ae ben (a9b,), le, Gl (b,¢),.- 
| 40 a, ay a, @ a, 
|%0 b, b,| = (012), b, b, b,, = (124),.. 
l€@o Gy aI Cy Cy 
gesetzt werden. 
1. 
Die Curven 3'" Ordnung besitzen einen Doppelpunkt. 


Es ist: 
(ay b,) t* + (ay b,)6 t+ [(a, b,) —(agbs)]t + (ayb;) 0+ (a, b,)6 
+ (a,b,)=0, 
(by ey) t? + (dy Ca) Gt + [(D, C2) — (by €s)]t + (By ey) 6? + (b, 63) 6 
) + (b,c) =9, 
(Cy ay) t*+- (Cay) 6t-+ [(C, a.) —(Cyag)]t + (Cy a3) 0? + (Cc, a3)6 
+ (¢,43)=0; 
multiplicirt man diese 3 Gleichungen einmal resp. mit ¢,, a), b) und 
addirt sie zu einander, ferner mit ¢,, a@,,, und addirt, so erhalt man: 
(012) + (013)6 + (023) = 0, 
(013)t + (023)6 + (123) = 0. 
Es ergiebt sich somit aus (2) ein Werthsystem o, t, also auch ein 
Werthpaar t,, t, aus der Gleichung 
T?’—o6T+r=0. 


(2) 
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Soll der Doppelpunkt in einen Riickkehrpunkt iibergehen, so 
erhalt man: 

(012) t,2 + 2 - (013)t, + (023) = 0, 

(013) t,? +- 2 - (023)t, + (023) = 0; 
das Eliminationsresultat ist daher: 
|(012) 2(013) (023) 0 
/(013) 2(023) (128) 0 
| 0 (012) 2(013) (023) | ~ 
| 0 (013) 2(023) (123) 


0. 


2 


-- 


Die rationalen Curven 4'* Ordnung besitzen drei 
Doppelpunkte. 


Die erste Gleichung des Systems (1) ist: 
(1) (@yb,) t+ (ay by)t? 6 + [(a, by) — (a9 b5)]t? + (ay b;) 0? t 
+ [(a, bs) — 2(a,b,)] 67+ [(a,b3) —(a,b,)]e | =9, 
+ (a) by) 6° + (a, b,) 6? + (a,b) 6+ (a5 5,) 
die beiden andern Gleichungen ergeben sich hieraus, indem man aa, 
by durch bz, a, und c, a, ersetat (A, w= 0,1, 2,..., 4). 
Hieraus erhailt man durch dhnliche Rechnungen, wie bei den 
Curven 3'* Ordnung: 
(012)? + {(013)6 + (023) — (014)}¢ 
+ {(014)6%+4 (024)6-4 (034)} = 0, 
(013) c? + {[(023) + (014)]o+(123)} 
@) + {(024)o?-+ [(124) + (034)]o+(134)} = 0, 
(014)? + {(024)o-+ (124) — (034)\ + 
+ {(034) 0? + (134) 6 + (234) } = 0; 
eliminirt man aus diesen Gleichungen t?, t, 1, so erhilt man die ge- 
suchte Gleichung 3' Grades fiir o in Form einer verschwindenden 


Determinante, t ist in Form eines Quotienten zweier Unterdeterminan- 
ten rational durch o ausdriickbar, t, , t, sind die Wurzeln der Gleichung: 


T?—oT+r=0. 
Die Bedingung, unter welcher ein Doppelpunkt in einen Riick- 
kehrpunkt tibergeht, erhilt man, indem man t, = t,, 6 = 2t,, t= t,? 
setzt und dann ¢, eliminirt, sie ist: 
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(012) 2(013) (023)-++3(014) 2(024) (034) 0 | 

(013) 2[(023)-+-(014)] (123)4+4(024) 2[(124)4+(034)] (134) 0 

(014) 2(024) (124)-+4+3(034) 2(134) (234) 0 
(012) 2(013) (023)-+3(014) 2(024) (034)) 
(013) 2{(023)-++-(014)] (123)4+-4(024) 2[(124)-+-(034)] (134)| 


(014) 2(024) (124)+4+-3(034) 2(134) (234) 





3. 
Die rationalen Curven 5' Ordnung besitzen 6 Doppelpunkte. 
Die erste der Gleichungen (1) ist: 
(aqb,)t' + (a,b,) 05+ (a, bs)6? t? + (ayb,) >t + (ayb;) 6" 
+[(@, ,) — (a3) t8 + [(@, 3) — 2 (Gb, )]6t?-+-[(a,b,)+-3(ayb,)] o7e ail 
+ (a, bs) 6° + [(a,b,)— (a, by) + (4obs)] t? + [(4.,)—2(a,6,)]or J” 
+ (a, b;) 6? + [(a3b,) — (@2b;)] t+ (a3b;) 6 + (a, 85) 
Hieraus erhalt man durch einfache Rechnung das System (2): 
(012) c+ {(013) 6 + (023)— (014) } x? 
+ {(014) 6? + [(024) —2(015)] 6 + (034) —(025)\ | =(Q, 
+ (015) 63 + (025) 6? + (035) 6 + (045) 
(013) c3 + {[(023) + (014)} 6 + (123)— (015) } ¢? 
+ {[(024) + (015)] o? + [(124) + (034) —(025) ]o-+-(134)—(125)} | =0, 
+ (025)63-4 [(125) + (035)] 62+ [(135) + (045)] 6 +145) 
(014) 25+ {[(024) + (015)} 6 + (124) — (034) } 
+ {[(034) + (025)] 6? + [(134) + (125) — (035)]o-+-(234) — (045) } | =(, 
+ (035) 6+ [(135) + (045)]6?+ [(235)-+ (145)] 6 + (245) 
(015) r* + { (025) 6 + (125) — (035)} x? 
+ {(035) 0? + [(135) — 2(045)] 6 + (235) — (145)\ | =0 
+ (045) 63 + (145)6? + (245) 6 + (345) 
Durch Elimination der Terme r°, t?, t, 1 erhalt man fiir 6 eine Glei- 
chung 6'*" Grades, also 6 Werthepaare t,, t,. 
Setzt man t,=—t,, so erhailt man, nach Elimination von t,, das 


Verschwinden einer Determinante 8" Ordnung deren Elemente (012), 


(013), ... sind, als Bedingung, unter welcher ein Doppelpunkt in 
einen Riickkehrpunkt iibergeht. 
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4, 
Die rationalen Curven 6'* Ordnung besitzen 10Doppelpunkte. 
Die erste Gleichung des Systems (1) lautet: 
(qb, ) t+ (agb,) 6 4+ (agg) 6? x + (ayb,) 6°x?-+-(agb; )6*t-+-(aqb;)6°) 
+ [(a,b2) — (aqbs)] t* + [(@,b3) — 2(aqb,)] 62° [(a,b,)—3(ayb,) ]o?2? 
+ [(4, bs) — 4 (ao bg)] 0° + (a, bg) 6* + [(42 bs) — (ay by) + (Qybs)] 2° | 
+ [(ae by) +3 (a9 b¢) —2 (a, b;)] 64? + [(a,b;) —3(a, bg] 0? t 
+ (dab) 6° + [(a, bg) + (a3b,)] 0? + [(a36,) — 2 (a, b,)] 64 
+ (Gs bg) 6? + [( ay b;) — (5 be)] t + (a, bg) 6+ (455) 
Hieraus erhilt man das System (2): _ 
(012)x4+ {(013) 6+ (023) —(014)} +* 
+ {(014)6? + [(024) —2 (015)] 6 + (016) — (025) + (034)} ? 
+ {(015) 6° + [(025) — 3(016)] o? + [(035) — 2(026)]6 + (045)[ 
— (036)} 2+ (016) 6* + (026) 6° + (036) 6? + (046) 6 + (056) 





(013) r4+ {[(023)-+ (014)] 6+ (123) — (015)} «8 
+ {{(024)-+ (015)] 6*-4-[(124) + (034) —(025) ~2(016)]6-+-(134) 


— (125)} x2 {[(025) + (016)] 6° [(125) + (035) — 2(026)] 6 
+ [(045) — (036)-+ (085) —2(126)] «+ (145) —(136)} x { 
+ (026) 6+ [(126) + (036)] 6° [(136) (046)] 6? 
+ [(146) + (056)] 6 + (156) 
(014) e4-+ {[(024) + (015)] 6+ (124) — (034) — (016)} +? 
+ £{(034) + (025) + (016) 6? + [(125) + (134) — (035) —(026)]6 
+ (234) — (126) +-(086)— (045)} +? 
+ {{(085) + (026)] 6+ [(135) + (126) + (045) — 2(036)] 6? 
+ [(235) + (145) — (136) — (046)] 6 + (245) — (236) —(056)} 
+ (084) 64-4 [(136) + (046)] 0° + [(236) 4 (146) + (056)] 0? 
+ [(246) + (156)]6 + (256) 
(015)e4-4- {[(025) + (016)] 6 + (125) — (035)} +° 
+ {{(035) + (026)]6® + [(135) + (126) — 2 (045) — (036)] 6+ (235) 
— (145} x? {(045) + (036)] 6° + [(145) + (136) --2(046)] 0? 
+ [(245) + (236) — (146) —2(056)] 6 + (345) — (156)} + +-(046) 6! 
+ (146) + (056)] 6% + [(246) + (156)] 6? + [(345) + (256)]o-++(356), 
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(016) c*-+ {(026) 6 +(126) — (036)]} z* 

+ { (036) 6+ [(136) —2(046)] 6 + (236) — (146) + (056)} x” 

+ { (046) 63 + [(146) — 3 (056)] 6? + [(246) — 2(156)] 6 + (346)( ~ 0 
— (256)} «+ (056) o' + (156) 63 + (256) 6? + (356) 6 + (456) 


Durch Elimination von t ergiebt sich fiir 6 eine Gleichung 10'" Grades, 
also auch 10 Werthpaare t,, t,. 

Setzt man t, = t, und eliminirt dann t,, so erhilt man das Ver- 
schwinden einer Determinante 10'* Ordnung als Bedingung fiir die 
Existenz eines Riickkehrpunktes. 

Zusatz: Die Gleichung fiir die Parameter der Doppelpunkte lisst 
sich noch etwas kiirzer ableiten. 

Sollen z,, 2, 2, die Coordinaten eines Doppelpunktes sein, so 
muss : 


©, t,t Xy = A(t.) : B(t,) : Clt,) — A(t.) : Blt) : C(t), 


oder: 
A(t) _— Bt) —_ C(t) 


A(t) Bite) = Ste) 
sein; bezeichnet man diese 3 gleichen Quotienten mit — D, so hat 
man: 
A(t,) + DA(t,.) = 0, 
Bit) + DB(h) = 0, 
C(t) + D C(t,) = 0. 
Fiir die rationalen Curven 4 Ordnung erhalt man z. B.: 
Gy ty + a, t,9 + ay ty? + agt, + a, + D (ag t,'+-a, t.>-++aq ty?-+-a5 tp +a,) =9, 
bot,* +5, t,° +b, t,?+ dst, +b, + D (doty*+0, tp? +, tp? +s t, +b,) =90, 
Coty* ey ty? Cy ty? Fey ty Cy + D (Cp ty’ 0, ty® +0, tp? + Cyt, +¢,) =O. 
Bezeichnet man nun Determinanten von der Form: 
| @y at)? + ayt,? + ast, +a, A(t) | 
| by b, t,° + b,t,? + byt, + b, B(t,) 
Ly yt? + cyt? + est, +e, C(t) | 
|a, a,t,> + ant? + ast, +a, A(t) |, 
so ergeben sich leicht folgende Gleichungen: 
| a a,t,> + ayt,? + ast, +a, A(t.) |=, 
| aot, +4, Ayt,? + ast, +a, A(t) |=9, 
| aot? + at, + a, ast; + a, A(t.) | =9, 
| dy t,> + a,t,? + a,t, + a, a, A(t.) | =9. 


durch 





Zur Theorie der ebenen rationalen Curven. 523 


Ebenso bestehen diejenigen Gleichungen, welche sich hieraus durch Ver- 
tauschung von t, mit t, ergeben; aus beiden Systemen erhiilt man durch 
einfache Rechnung, nach -Unterdriickung des Factors t, — t,, leicht 
die folgenden: 
(O12) t,?t,? +- (O13) t, to(ti + te) + (023)t, t, + (O14) (ty? +t, t+”) 

+ (024) (t,+ t,) + (034) = 0, 
(O13) t,t, + (023) + (014)] ty ta (ty + t,) + (123) yt, 

+ (024) (t,? +t, tp + t,”) + [(124) + (034)] (t, +t) + (134) = 0, 

(O14) t2t,? + (O24) ty to (ty +t.) + (124) tht + (034) (12+ ty ty t”) 

+ (184) (t, +t) + (234) = 0, 


woraus sich durch Einfitihrung von: 
t,t, =, 
i +t=—6¢ 
die bereits friiher 8. 519 aufgestellten Gleichungen ergeben. 


§ 2. 
Die Gleichung fiir die Parameter der Beriihrungspunkte 
der Doppeltangenten. 


Kir die Parameter t,, t, der Beriihrungspunkte einer Doppeltan- 


gente hat Clebsch (Crelle’s Journal Bd. 64) die Gleichungen an- 
gegeben: 


er |A(h) A(t.) 5%] =o, 
os t 
aa | Ath) ACh) 44s) = 
wo wieder zur sang gesetzt ist: 


| A(t) A(t) “302 | 
| 


| Bit,) Bly) ny |= |4(t) 4) “3 |. 


| vay aClt) | 
| C(t) Clty) - oe te 


Bezeichnet man: 


aA 1A (t 
n A(t,) — ee =A, nA(t,) — ie = A,), 


so gelangt man z. B. fiir die rationalen Curven 4'** Ordnung zu folgen- 
den Gleichungen: 
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| A,°— A,° A, — A; A,°t, — A,°t, |=0, 

| A,°t,> — A,°t,? A,'t,?— A,t? A, t,? — At? |= 9, 
oder, wenn man wieder: 

ty ol. ts = 6, 
t t, =—T 

setzt und die der Lésung fremden Factoren unterdriickt: 

2[(012)6 + (013)]zr + (013) 6? + 2(023)6 + (123) = 0, 

(123) c? + 2[(124) 6 + (134)]c + (134)6? + (234)6 — 0. 
Auch fiir die rationalen Curven 5’ Ordnung lassen sich die ent- 
sprechenden Gleichungen herleiten; jedoch ist diese Methode wegen 
des Auftretens der der Lésung fremden Factoren unbequem. 

Einfacher ist es von anderen Gleichungen auszugehen, welche fiir 

die rationalen Curven 3'* Ordnung Herr I gel (Mathematische Annalen 


Bd. 6) und fiir die rationalen Curven 4'* Ordnung Herr Brill (Mathe- 
matische Annalen Bd. 12) benutzt haben. 


1 


Die rationalen Curven 4'* Ordnung haben 4 Doppel- 


tangenten. 
Die Gerade: 


Uy Ly Uy Ly - thy, = O 

schneidet die rationale Curve 4'** Ordnung in 4 Punkten, deren Para- 
meter t,, t,, t;, ty die Wurzeln der Gleichung 4'" Grades : 

u, A(t) + u, B(t) + us C(t) = 0 
sind. Die linke Seite hat die Form: 

C{t* — ph + pot? — pst + yy}; 
wo gesetzt ist: ‘ 

t + t, + t; + ty = Py, 
tite tts tty tet + tyty + tyty — Do, 


© t, tts + ttt, + ttgt, + ttt, = ps, 
ty tots t, = py. 
Durch Gleichsetzung der Coefficienten von t', t*, t?, t, 1 erhalt man: 
U1 Ay + tbo + tye —= .1, 
Ua, + u,b, + usc, = — C.p,, 
(2) Ud, + u,b, + U3c,—= C.py, 
Ua + uyb; + usc; = — C.ps, 


Udy + Und, + Use, = =p. 
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Hieraus lassen sich leicht die Bedingungen herleiten, dass 3 oder 
4 Punkte der Curve in einer Geraden liegen. Soll die Gerade Doppel- 
tangente sein, so miissen zwei Parameter den andern gleich, z. B. 
ty = t, , 
ts = t; 
werden; dann wird: 
(3) Pp, = 26, pp=— + 2t, pp 2or, py—*. 
Eliminirt man nun aus den Gleichungen (2) die Gréssen u,, u,, us, G, 
so erhalt man: 


[(012) 6 + (013)].27-++ (013)? + 2.(023)6-+4(123)=0, 


—(012) 22 +(014).24 +(014)02+-2.(024)6+(124)— 0, 
(4) —(013)z?—(014)6.2¢ 3 +2.(084)6+4(134)=0, 
— (023) 22 — [(024) 6 + (034)]2 — (034) 0? + (234)—0, 
— (123) 2? —[(124) 6+ (134)]2e —(134) 6? —2.(234)6 =0. 


Von diesen Gleichungen sind nur 2 unabhingig, man kénnte daher 
z. B. aus den beiden ersten durch Elimination von t eine Gleichung 
4'en Grades fiir o herleiten; die Coefficienten wiirden jedoch in den 
Groéssen (012), (013),... von der 3" Ordnung sein. Die Gleichung 
fiir o ergiebt sich in einfacherer Form, wenn man die 3'° Gleichung 
mit o?, die 4° mit 26 multiplicirt und zur 5" addirt, dadurch erhilt 
man: 


[(013) 6? + 2(023)6 + (123))r 
+ 2 {(014) 6% + 2 (024) 6? + [(124) + 2(034)]o + (134)} = 0; 
aus dieser Gleichung und der ersten der 5 Gleichungen (4) ergiebt 
sich fiir 6 die Gleichung 4 Grades: 


2. [(012) 6 +-(013)} (013) 6? + 2(023) 6 +-(123) 
(013) 6? + 2(023)6+4-(123) 2 {(014) 65+ 2(024) 6? an @, 
+ [(124) +- 2 (034)] 6 +-(134) } 
t ist rationale Function von 6; t,, t, sind die Wurzeln der Gleichung: 
T? —oT+r=0. 


| 
| 
| 


2 


Die rationalen Curven 5’ Ordnung haben 12 Doppel- 
tangenten,. 
Die Gerade: 
U,X, UX, + Uy, = 0 
schneidet die Curve 5‘ Ordnung in 5 Punkten, deren Parameter 
t,, ty, ty, t,t; die Wurzeln der Gleichung 5%" Grades: 
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C. Werrzten. 


u, A(t) + u,B(t) + u; C(t) = 0 
sind; die linke Seite dieser Gleichung muss daher von der Form sein: 
© {t? — p,t* + p, — p,t? + p,t — p;}, 
wo p, die Summe der Wurzeln, p, die Summe der Producte derselben 
zu zweien u. s. w. bedeutet. Soll die Gerade Doppeltangente sein, 

so muss 
t= t,, t,—=t, 
sein, mithin, wenn wieder: 
t+t,=—6, tt,—t 
gesetzt wird: 
P= 26+, pp=O-++2t+ 2,6, p, = 2or + t,(0’ +27), 
P= e+ 2t6r, p, = t,t’. 
Setzt man wieder die Coefficienten der einzelnen Potenzen von t 
in dem Ausdruck: 
u, A(t) + u,B(t) + u, C(t) 
den entsprechenden von 
C {t? — p,t* + p,t® — pt? + p,t — p,} 

gleich , so erhialt man: 


U, Ay + yb) + ye = €.1, 
u,a, + u,b, + uc, = — €.26 — Ct,, 
2) UA, + Ub, + tye, —= .(6?+2r)+ Ct,.26, 
) u, a, + u,b, + Uc, = — ©.26r— Ct,.(e2+ 271), 
U,4,+ Ub, + ue = €.7?+ Et,.267, 
u, a; + u,b, + uc, = — Sty.r?. 


Kliminirt man aus diesen Gleichungen die Grissen u,, u,, u,, ©, Ct,, 
so erhilt man folgende: 


— 2(012)z% + {3(012) 6? + 2(013) 6 + 4(014) — (023} 2? 
+ 2 {(013) 0% + 2(023) 6? + [(024) + (123)]6 + (124) —(034)}r} =0, 
+ (014) 64+ 2(024) 6 +- [3(034) + (124)] 6? + 2(134) o + (234) 


+ {—2(025) 6 4+2(035) —2(125)}r 


2 (012) 6+ (013)} c? + {(013) 62+ 2(023)6-+(123) —4 (015)} 2? 
= 0, 
— (015) 6 —2(025) 6* — [(125) + 3 (035)] 6? —2(135) 6 — (235) | 


+2 {(015) 6° -+-2(025) 6 + (125) 6+ (045)} x 


—(012)r*+-2(014) c3+- { (014)o?-+-2[(024)-+-(015)]o+ (124)—(025) "| 
=(), 
— 3 (045) 6? — 2(145) 6 — 245) 















3 
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— (013) c4 + 2 {— (O14)6 + (015} «9 

+ {— 3(015)6? 4+ 2(034)6 + (134) — (035)} x? 
+ 2 {2(035) 6? + [(045) + (135)] 6 + (145)} 
+ 2(045)o3 + (145)6? — (345) 


— (023) c* — 2 {(024)6 — (025) + (034)} 8 
— {[8 (025) + (034)] 6? + 2 (035) 6 — (234) + 4 (045)} x? =), 
+ 2{ — (035)o°-+-(235) o-+-(245)} + — (045) 6* + (245) 0? 4+-2(345) 6) 
— (123)r* — 2 {(124)6— (125) + (134)} +8 
— {[8(125) + (134)]o? 4+ 2[(234) + (135)]o— (235) + 4(145)} c? 
— 2 {(135) 6* + 2(235)6? + (245)o — (345)} r 
— (145)6* — 2(245) 6? — 3(345) o? 
Multiplicirt man die dritte dieser Gleichungen mit o?, die vierte mit 


26 und addirt sie zur 5'"; multiplicirt man ferner die 4° Gleichung 
mit 6°, die 5'° mit 26 und addirt sie zur 6", so erhilt man: 


H,«? + H,'c? + H,«t + AH, =0, 
J, +d,7?7 +d,t +d, =—0, 
wo gesetzt ist: 
— H, = (012)6* + 2(013)6 + (023), 


— 4h — (014)o? + [(024) — 2(015)] 6 + (034) — (025), 
rc. {Osa + [2 (024) — 4 (018)} 0° + (124) +3 (034) — 4 (025)]o? 
“ik + [2(135) — 4(035)] 6 + (234) — 4(045), 
ne (1 6° + 2(024) 64 + [(125) + 3 (035)] 63 
2 ~ |4 [2(135) 43 (045)] 0+ [(235) +-2(145)] 6+ (245), 
— Jy = (013) 6? + 2(023)6 + (123), 
wea fous 63+ [2(024) — (015)] 0? + [(124) + 2 (034) —2(025)] 6 
i + (134) — (125), 
5, — fP(O1d) "+6 (025) 6° + [(134) +8 (125) +5 (035)]0* 
sel =| +-[2(135) + 8 (045)] 6 — (235) +4 (145), 


7s, _ (045) 6° + (145) 6% 4 (245)6 4 (845). 


Diese beiden Gleichungen und die beiden ersten des vorhergehenden 
Systems sind fiir + vom 3" Grade; man kann daher aus ihnen 1°, 
z®, t, 1 unmittelbar eliminiren und erhiilt dadurch fiir ¢ die Gleichung 
12° Grades in der Form: . 



































C. Wexrzien. 





RF Fz «OF, nuet 
Ga GG G G&G, eal 
. 2 oe ae 
a tor” ee 34° 
wo F,, G,, G@., H,, Hi, Ju, J, ganze Functionen u'* Ordnung von - é 
6 bezeichnen; t ist rationale Function von 6; t,, t, sind die Wurzeln “ 
der Gleichung: T? — oT +14 =0. Bog 
Eine andere Methode ist folgende: Eliminirt man aus den 6 Glei- Y23 ° 
chungen (2) 8. 526 die Gréssen u,, u., U3, ©, 6,7, so erhalt man eine Mac 
Gleichung 12' Grades fiir t,; 6,7 sind dann rationale Functionen 
von t,. 
Eliminirt man zu diesem Zwecke zunichst u,,u,, v3, €, so er- 
halt man: ne 
(012) p, +- (013) p, + (023) p, + (123) = 0, 
— (012) p, + (014) p, + (024) p, + (124) = 0, 
(012)p, + (015)p, + (025)p, + (125) = 0, - 
(013)p, + (014) py — (084)p, — (134) = 0; 
u. 8. W. 
von diesen Gleichungen sind nur 3 unabhingig. Man hat also 3 Glei- 
chungen 2'* Ordnung in 6, t, deren Coefficienten ganze, lineare Func- 
tionen von t, sind; die Eliminationsresultante ist daher fiir t, vom Be 





12" Grade. Um dieselbe in méglichst einfacher Form (ohne iiber- 
fliissige, von t, unabhiingige Factoren) zu erhalten, leitet man leicht 
folgende Gleichungen her: 
Gy,T? + 2736 -+ By =O, 
— 2a,,6t + 2a,,6 + a,, =0, ist 
2OyoT + Oy, 6* + 20,36 + a, = 9, " 
@,3t° — Y3(6? + 2t) + Bi, = 0, 
2a,,6T + a,(67 + 27) — a,, = 0, 
— at? + B,,(6 + 2t) + 28,,6 =0, 
Go,t? + 27,6 + B., = 0, 
G40” + 28,,6t + B,, (6? + 27) = 0, é 
Gy, t? + 28,,67 — 28,.6 = 0, : 
2a,,6t + a,,(6? + 21) + 2a,,6 = 0, 
wo zur Abkiirzung gesetzt ist: 


3 G1 = (012)t,°+ (013) t,?+-(014)t, +(015), 
ctyy = (013) t,°-+ [(023) + (014)] t,?-+ [(024) + (015)]t, + (025), 
cy = (023) 4? + [(123) + (024)] t,? + [(124) +-(025)] t, +-(125), 





= 
Le 
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Oy = (014) t,° + [(024) + (015)] ty? + [(025) + (034) ] t, + (035) 

ny = (024) t,9 + [(124) + (034) + (025)] ty? + [(134) + (125) +-(055)) ty 
+ (135), 

a3, = (034) t;> + [(134) + (035)] t,* + [(234) + (135)] t, + (235), 

By, = (025) t,2-+ [(125) + (035)] t,? + [(135) + (045)] t, + (145), 

By — (035) t,° + [(135) + (045) t,? + [(235) + (145)]t, + (245), 

Bos = (045) ts°-++ (145) t,? + (245) t, + (345), 

Yo3 = (015) t,3-+ (025) ty? + (035), + (045). 


Macht man die ersten 3 Gleichungen homogen, indem man: 


529 


t o 
=aT7, = 
Tt ; - 
setzt, so erlalt man 3 homogene Gleichungen 2'** Ordnung fiir t’, o’, &'; 
bezeichnet man ihre Functionaldeterminante durch F’, so muss: 


oF oF oF 
- - = =—_- —_—_- = ) 
Or - O¢ 0, og 
sein. Nun ist abgesehen von dem Factor @,,: 
v ¥23 8 7239 + BF 
F=|—C —@t' + 4,8 @,6 + a, 8 


e Oy F O38 yt + Oyo + OF 
Bedenkt man, dass: 
G19 M4 — Oy yo, + Oy Gog = 0, 
42By3 — O13By2 + & 4725 =, 
C49 Bo; — & 3 Byo + M4223 = O 
ist, so kann man in F' noch einmal den Factor @,, absondern und 
erhalt dann: 


[ae yg t PG + (Gy, — yy) 17K + (Gy — 275) 0 OE 
Po | sf Mgt’ O® + (34 — Bia) T7E + 739% + By GO? 
+ By 9' 5? + By f. 
Unter Beriicksichtigung der Gleichungen 8. 528 erhilt man fiir 


=0, $4 =0, oo = 0: 


(Zag — 40¢qg)t" + (Gy, — 87Q;)0° + (2a5, — 4B,.)6° = 0, 
2a 0't' + a,,08 + 47.307 + 28.08 =0, 
a,,6 t + 2a,,7& + 28,.07? + 48,08 + 48,,8*% = 0. 
Fiihrt man jetzt wieder t,o ein, so bilden die 2’ und 3" der 
Gleichungen 8. 528 mit diesen ein System, welches t? nicht enthiilt. 


or 
Or 
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C. Weurzten. 


Daher lassen sich die Verhiltnisse der Terme or, 6?, t, 6, 1 aus ihnen 
bestimmen; die Determinante muss verschwinden: 


|—2a, 9 0 2 ays Oy, | 
| 0 Wy 2a» 2 45 bed | 
0 0 204, — 40, Oy, —8y,, 2a5, — 4B,. |= 0; 
2G, 4723 May 2B» 0 
Gy, 2By 2ety, 4B,; 4B,; | 
bedenkt man, dass 
Bog Hyg —— Byq Mog == — Ay Gs, 


ist, so kann man den Factor @,, unterdriicken, und es bleibt ein Aus- 
druck, der in den @g,, Bay, Yan Vou der 4'" Ordnung, also in t, vom 


5) 3 
12'" Grade ist. 
3. 
Die rationalen Curven 6 Ordnung haben 24 Doppel- 
tangenten. 


Die Gerade: 
U1 2, + UX, + U7, = O 
schneidet die Curve in 6 Punkten, deren Parameter t,, t,, t;, ty, t;, ty 
die Wurzeln der Gleichung 6'° Grades u, A(t) + u, B(t) + u, C(t) = 0 
sind; die linke Seite dieser Gleichung muss daher von der Form sein: 
c {t® — pt? + ptt — pt? + py? — pt + Ps} 


wo p, die Summe der Wurzeln, p, die Summe der Producte derselben 
zu zweien u.s.w. bedeutet. Soll die Gerade Doppeltangente werden, 
so muss: 


tfi—=t, t=—t, 
werden, mithin, wenn wieder t, + t, = 6, t,t, =—t gesetat wird: 
P, =t, +t, + 26, 
Py = t,t, + (ts + t,). 26 + (6? + 2r), 
ps = t,t, . 26 + (t, + t,) (6? + 2) + 2er, 
P, = tht, (@ + 27) + (+ 1,). 267+ 7’, 
P; = tyt,. 267 + (t; + t,) 7’, 
Da = tyty 7. 


Setzt man die Coefficienten der gleichen Potenzen von { einander 
gleich, so erhilt man die Gleichungen: 
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Uy dy + u,b, + Use, =. 1, 
U, A, + u,b, + usc, = — C.(t, +t,) —C.26, 
U, a, + u,b, + ug c, = Ct, ty + C(t, + t,)26+4+ C(o?+ 27), 
(2) Uy g++ Uy bs + Us ¢; = — Ct, t,.26 — C(t, + t,)(6? 4+ 21) — C2er, 
U, Ay + u,b, + Use, = Ct,t,.(e? +27) + C(t, +t, 207+ Cr, 
U, a; + Uy b, + usc, = — Ct, t,.267— C(t, + t,).2?, 
Uy Uy + Uy db, + Uy Cg=—= Ct, t,t’. 

Eliminirt man aus diesen Gleichungen die Grossen u,, U., ts, 
©, C(t, + t,), Ct,t,, so erhilt man 7 Gleichungen, von denen die 
erste fiir t vom 4'" Grade, die zweite und dritte vom 5" Grade, die 
iibrigen vom 6' Grade sind. Multiplicirt man die dritte Gleichung 
mit o?, die vierte mit 26 und addirt sie zur fiinften, so erhilt man 
(nach Beseitigung des Factors tr): 

Doe + Dott + Dye + Die + Dt + D, =0. 
Multiplicirt man die vierte Gleichung mit o?, die fiinfte mit 26 und 
addirt sie zur sechsten, so erhilt man (nach Beseitigung des Factors 1): 

Ei,’ + Eft + Eye + Eee + t+ EB =0; 
verfahrt man ebenso mit den 3 letzten Gle .1ungen, so erhailt man: 

Fy + Fy + Pye + Poe 4+ F/c+ Fy =0. 
Aus den 3 ersten Gleichungen und diesen neuen erhilt man die Glei- 
chung 24" Grades fiir o in der Form: 


0 ay Ayu he) chy ny 
By, By By By By. Be! 
Com OF G4 & Gl. 
Dn DD DB, 
BE, Ey E, EF, &, Ey | 
bce at Fee ae Ae 


wo zur Abkiirzung gesetzt ist: 
A, = 2(012)6 — 31013), 
A, = 8(012)63 + 6[(014) — (023)]6 + 6(015) — 2(123), 
3 (013) 6! +[6(023) —2 (014)] 6? +3 (123) + (015)] 6? 
ts + [2(124) + 6 (025) —6 (034)] 6 + 4(125) -- (134) — 3(035), 
2 (014) 6° + [4 (024) —2(015)] 6 + [2(124) + 6 (034) —2(025)]o* 
es + 4(134) 6? + [2 (234) + 2 (135) —6(045)] 6 — 2(145), 
(015) 6° + 2 (025) 55 + [( 125) +-3(035)] 64+ [2 (135) + 4(045)] 63 
aes +3 (145) 6? + 2(245) 6+ (345). 


532 C. Weurzten. 
B, = 2(012), B, = — 3(012)6? — 2(013)6 + (023) — 4(014), 
2(013)63 — 4(023) 6? — 2[(123) + (024)]« 
+ 6(016) + 2(034) — 2(124), 
pera — 2(024) 63 + [3 (016) —3 (034) — (124)] 6? 
(+ [6(026)— 2(134)] 6 +4(126) —3(036) — (234), 
B, = — 2(016)6*— 2(026) 6% + [2(136) — 6 (046)] 6 + 2 (236) — 2(146), 
(016) 6°-+ 2(026) 6° + [3 (036) + (126) }jo4+- [2(136) + 4 (046)] 6° 
ars ¥ sa anndttiaras tli neesincadh eg 


om < 


2[(012)6 + (013)], C, = (013)0? + 2(023)6 + (123) — 4(015), 
ty — — [2(025) + 6(016)]o + 2(035) — 2(125), 


— (015) 64 + [2(016) — 2(025)] 63 — [(125) + 3(035)] 6 
a= + [6 (036) — 2(126) — 2(135)]6 + (136) — 235), 


— 2(016) 6° — 4(026) 6* — [6 (036) +- 2(126)]o® — 4(136) 
~ — [2(236) + 6(056)]« — 2(156), 


C, = 4(056) 63 + 3(156)02 + 2(256)0 + (356). 


— 2(012)6 — (013), 


D, = 
D, = 2(012)o% + 2(013)6? +2 (014) + 2(015), 
—“- (013) 6+ 2[(014) + (023)] 0 + [(123) + 4(024) — 3 (015)] 0? 


+ [2(124) + 2(034) — 2(025) — 8(016)] + (134) — (035), 


, {4(015) 64 —[10(025) +14(016)|o%+- [6 (035)-+-2(125)—12(026) jo? 
D, -{ + [2 (135) + 6 (045) — 6(036) —4 (126) ]o + 2[145) —(136)], 
— (015) o® + [8 (016) — 2(025)}o°-+ [12 (026) — 3 (035)—( 125) ]o! 
+ [12 (036) + 4(126)— 4 (045) —2 (135)] 6* 
+ [4(136) —3(145) + 12 (046)— (235)] s? 
+-[12 (056) + 4(146) — 2 (245)] 6+ 4 (156) — (345), 
— 2(016)o’ —4(026) 6° — [2(126) + 6(036] 6° 
- [4(136) + 8 (046) ] o — [2 (236) + 6 (146) + 8(056)] 6° 
[ 4(246) + 6 (156)] 6? — [2 (346) +-4(256)] 6 — 2 (356). 


- wig — 2(013)6 — (023), 
E, = — 2(014) 6? — [2(024) — 4(015)]o — 2[(034) — (025)], 
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a (Oe ee 
1 (+ [2(134) —2(026) — 4(035)] 6+ (234) — 4(045) +3 (036), 
2 (015) «5 —[4(025) + 16(016)]o4 +[2 (125) +6 (035) —14 (026)]o° 
+ [4 (135) —2(126) + 6 (045) — 12 (036]) 6? 
+ [2(235) + 4 (145) — 4(136) — 6(046)} 6 
+ 2(245) — 2 (236) -- 6 (056), 
3 (016) 6°+-6 (026)o°+-[3 (126)-+9 (036) ]o* +-[6 (136)-+10 (046) ]o3 
+ [3 (236) +5 (146) + 12036] 0? 
| + [2 (246) + 8(156)]o + 4(256) — (346), 
i,’ = —2 (056) 64 —2(156) 0 — 2(256) 6? —2 (356) 6—2(456). 
F, = — (013)02 — 2(023)6 — (123), 
P 2 2(014) 63 — [4(024) — 2(015)]o? 
1 = 1 [2(124) + 4(034) — 4(025)] 6 + 21(134) + (125)], 
- ee 6! —2 (016) 63 —[3(125) +5 (035) + 4 (026)] 0? 
1 = | — [2(135) + 2(126) + 8 (045) — 6 (036 Jo +3 (136)—(235)—4(145), 
— 8 (016) 6’ —16 (026) o — [2(135)-+4+8(126)-+ 6 (036) —2(045)]o% 
F, = }+-[4(235) + 2 (145) — 2(136)] 6? 
+ [2(245) — 10(236) — 6 (146) — 12(056)] 6 + 2(345) — 6 (156), 
(4 (046) 6 + [12(236) + 4(146)] 0? 
4) 4.14(246)+ (156)] 6? + [4(346)+ 6 (256)] 6 +3(356), 
FP,’ =2((056) 65 + 2(156) 64-4 2(256) 6° 4 2(356) 0? + 2(456)6—=0. 
Berlin, Mai 1885. 





Ueber die Integration der Differentialgleichung 
d’y dy aly dy = 
da® + An d(la)™ + Am-1 d(la)j"— + iA d(lz. ‘de imi 
mit Anwendung auf die Theorie der trinomischen Gleichungen. 
Von 


W. Heymann in Dresden. 


Im Sten Band der Mathematischen Annalen hat Herr 8. Spitzer 
darauf aufmerksam gemacht, dass sich Gleichungen der Form*) 


a’ aq” d 
aor nt eb FUG + Moy 


mittelst bestimmter Integrale integriren lassen. 

Auf Gleichungen von eben dieser Gestalt bin auch ich gekommen, 
als ich jene Differentialgleichungen aufsuchte, denen die Wurzeln der 
trinomischen Gleichung 

y" —ny—(n—l)x=0 
geniigen. Ich ging hierbei von den Fiillen » = 3, 4, 5 aus und erkannte 


durch Betrachtung dieser speciellen Fille**), dass folgendes allgemeine 
Resultat besteht: 


Sdmmtliche Wurzeln der trinomischen Gleichung nten Grades 
y" — ny —(n— l)x =0 
geniigen einer linearen Differentialgleichung (n—1)ter Ordnung 


a"—'y t dy 
dz" = 4 = , os + ay “d(la) -- yy 


und diese Differentialgleichung lisst sich andererseits auch durch be- 
stimmte Integrale der Form 


*) Diese Gleichung ist von der in der Ueberschrift citirten nicht wesentlich 
verschieden. 


**) Vergl. meine Arbeit: Zur Integration der Differentialgleichungen, Zeit- 
schrift f. Math. u. Phys. XXIX, Jahrg. 
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y =f ou) Fwa)dn 


befriedigen. Man kann mithin sdémmtliche Wurzeln der trinomischen 
Gleichung durch jenes Integral in geschlossener Form darstellen und 
schliesslich auf diesem Wege bis zu der Entwickelung in Reihen vor- 
dringen. 

Ich werde diesen letzten Umstand in Kiirze beriicksichtigen, weil 
sich sodann — falls die Reihen convergiren — die in Frage kommen- 
den Integraltranscendenten als brauchbare Ausdriicke legitimiren *). 

Bevor ich jedoch zu meinen Entwickelungen iibergehe, muss ich 
auf die einschligigen interessanten Untersuchungen einiger englischen 
Mathematiker aufmerksam machen, die mir nach Abschluss meiner Ar eit 
bekannt geworden sind. 

In the Quarterly Journal of Mathematics, Vol. V, hat Herr Harley 
unter dem Titel ,,On the Theory of the Transcendental Solution of 
Algebraic Equations“ eine Arbeit publicirt, in welcher er durch In- 
duction erschliesst, welche Form ,,the differential resolvent (so nennt 
er die lineare Differentialgleichung, welcher die Wurzeln einer alge- 
braischen Gleichung geniigen) fiir die trinomische Gleichung haben 
muss. — Den Beweis, dass Harley’s Resultat allgemein giiltig ist, 
hat Herr Cayley mit Hilfe des Theorems von Lagrange gegeben. — 
Weitere héchst bemerkenswerthe Verallgemeinerungen hat Boole den 
Harley’schen Resultaten hinzugefiigt. 

Schliesslich eriibrigt es noch anzugeben, in welchem Verhiltniss 
die vorliegende Arbeit zu den soeben citirten steht. 

Wir wollen in Abschnitt I zeigen, dass, die Wurzeln der trino- 
mischen Gleichung zunichst der zweigliedrigen Differentialgleichung 


1 
ee a i a *y) 
da" n ae 
ale = ) 
geniigen, und dass sich diese leicht in Harley’s Differentialresolvente 
umsetzen liasst. — Dass dieser Weg den Vorzug der Kiirze hat, bemerkt 
man, wenn man auf Harley’s Originalarbeit zuriickgeht. 

Unter Nr. II wendew wir uns zu der in der Ueberschrift dieses 
Aufsatzes angefiibrten Differentialgleichung, von welcher die Harle y’sche 
ein specieller Fall ist, und fiihren den zur Zeit fehlenden Beweis, dass 
ihr thatsichlich die Spitzer’schen Integralformeln geniigen. 


*) Was die Darstellung der Wurzeln trinomischer Gleichungen durch Reihen 
angeht, so vergl. die Dissertation von H. v. Mangoldt (Berlin 1878), in der 
man auch zahlreiche iltere Literatur angegeben findet. F, Klein. 
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Unter Nr. III entwickeln wir jene Integrale in Reihen und unter- 
suchen diese auf ihre Convergenz. 

Unter Nr. IV verkniipfen wir die allgemeinen Resultate aus II und 
III mit dem besonderen aus I indem wir simmtliche Parameter und 
Integrationsconstanten dergestalt specialisiren, dass die aufgestellten 
Integraltranscendenten, resp. Reihen mit den Wurzeln der trino- 
mischen Gleichung coincidiren. 

Unter Nr. V stellen wir simmtliche Lésungen der trinomischen 
Gleichung zusammen. 


Differentialgleichungen fiir die trinomische Gleichung. 


Die trinomische Gleichung 


(1) e*—aze—b=0 
kann immer auf die Fundamentalformen*) 

(La) y" — ny — (n—1)z=0 
und 

(1b) yn” — néy — (n—1)=—0 


gebracht werden, in denen 2, respect. § als Parameter anzusehen sind, 
und die letzten beiden Gleichungen stehen in folgendem analytischen 
Zusammenhang 
ae onial ns esd a 
(2) a=—& "", yon— "", ah Emax *, noye 
Wir bemerken vorab, dass es die spiter zu erledigenden Fragen 
iiber Convergenz der Reihen bedingen, wenn wir die Gleichung (1) in 
zweifacher Form betrachten, 


Die Fundamentalformen geniigen nachstehender Differentialgleichung 


n—-1 ae n—1 n—1 
(3) gn 4 ¥—(" ‘) Le, one, 


da" n age ; 


ail 


was sich auf folgende Weise zeigen liisst: Es folgt aus der zweiten 
Fundamentalform bei Benutzung einer von Herrn Schlémilch auf- 
gestellten Formel**) 


*) Vergl. D. Besso: ,,Sopra una classe di equazioni trinomie,‘‘ Reale accademia 
dei lincei, 9. Nov. 1884. 

**) Siehe dessen ,,Vorlesungen iiber héhere Analysis‘‘, Dort findet sich in 
dem Capitel ,,Die héheren Differentialquotienten“ folgende Formel 


. e anasigealiite rt F ) = 
sors om) TUT} ag eo, 


a” f(y) n—1 | 
we 
dx 


n 
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sO € 
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: n—l 

ees | ee a 

(ate*—(n—1) _ ; 
n(n + @) e=0 


und substituirt man hierin riickwirts fiir §, 4 die Variabeln 2, y nach 
1 


Massgabe von Nr. 2 und setzt @ = 2 “6, so kann man schreiben 


q’— n n n—1 2 N*—2 (n—1)6 n—1 
pe as { —— n— Ds o)*-1\. 
wo esa) * eee cera Ors) ‘ 


Aus der ersten Fundamentalform folgt, dass falls n > 2 


te a (#*) 
, 


d"-!n ~— 


age 7e 











n 


und wendet man auch hier die Schlémilth’sche Formel an (tur f= *\, 
so ergiebt sich ohne Weiteres 








d®-ly a-3 (n—1)o n—l 
= i Sw el o)—1l. 
aw yto"—nyte—m—ne) YF) be: 
, : ’ ae d*—y 
Durch Vergleich der fiir LB und Gat ~sewonnenen Ausdriicke 
x 


gelangt man zu der unter der Nr. 3 aufgestellten Differentialgleichung. — 
Im Falle n = 2 tritt eine Ausnahme ein: die Differentialgleichung (3) 
ist dann nicht mehr homogen. 

Fiir die weitere Entwickelung ist es néthig, folgende Identitat 
einzufiihren, deren Richtigkeit durch den Schluss von m auf m-+ 1 
leicht erprobt wird. Es ist fiir beliebige p und q 


d™ x? y amt | d™y a™—y 
4 — ae 

(4) dl (ae2)™ q” lax) + Om—1 d(la)"— 
wenn die a, dadurch definirt sind, dass 

a* ae g On— 4"-* + ~ ih + (— 1y"—"a,4 + (— 1)" ay a 0, 

A, =p — (x—1)q; x= 1,2,...,.m. Anyi —p— mq. 





d 
gt +8, iit tay}, 


Je nachdem man nun die Differentialgleichung (3) nur in den 
Variabeln 2, y oder nur in &, 9 schreibt und sodann die Formel (4) 
benutzt, erhilt man als Differentialgleichungen fiir die Fundamental- 
formen 
im ersten Fall 





i=0 
a ty Pt" n—1 " d'x -— 1 
da” 7 i ( 1) 2” d(la)' ? (Qn—1 ) 
(3 a) =n1— 


0 


> Hiatt =0, e=x2=t—1, x= 1,2,...,(8—1); 





n 
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und im zweiten Fall 
i=0 


aoe _ os ag ay (Gen: = 1) 
(3b) 


0 
> (- L)ia; Ai = 0, Ax os (x —_ 
n—1 


Um fortan die letzten beiden Differentialgleichungen nicht getrennt 
behandeln zu miissen, wird es zweckmiissig sein, dieselben, wenn 
méglich, unter eine gemeinsame Form zu bringen. Wir erreichen 
dies, wenn wir die Gleichung (3b) einmal nach & differenziren, denn 
dadurch fallt die Variabele — vor dem Summenzeichen fort. Die neue 
Gleichung ist von der nten Ordnung, gehdrt aber der fusseren Er- 
scheinung nach zu derselben Classe von Differentialgleichungen als 
die Gleichung (3a). Zwischen den neuen Coefficienten b und den 
alten a besteht folgender Zusammenhang 


bs = ai + G-1, 
was nichts anderes bedeutet, als dass die ueue algebraische Gleichung 








-»(#—1). 


i=0 
ee 
ausser den (m — 1) Wurzeln A, = (x— 2) = hi. noch die neue 


4, = 1 besitzt. Wir haben also folgendes Resultat. 
Sdimmtliche Wurzeln der zweiten Fundamentalform geniigen der 
Differentialgleichung: 
i=0 


a" Se (—i- +> 0, . (6, = 1) 


i—n 


(3b’) 
> 1)'bjAi'=0, A, =(x —2) 3th x—1,2,...,(n—1); 4,—1., 


Soll das Integral der Gleichung (3b’) von dem der Gleichung (3b) 
nicht verschieden sein, so muss die Forderung, dass 4{*—! mit § gleich- 
zeitig verschwinde, beigefiigt werden. 
Il. 
Integration der aufgestellten Differentialgleichungen. 


Die soeben aufgestellten Differentialgleichungen stehen unter der 
gemeinsamen Form 


£ y a" y q"— ly r wi, 
(©) oe tm Ge + Amt omer Fo + As aay + Ao 
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Im Falle m = 1 hat letztere nach Laplace folgende particulire 
Lésung 


u’ 
(6) y A a ¥ yr—t esuz dy, A> 0, 


0 


wenn 
A,A— A, =0 
und ¢ irgend eine Wurzel der Gleichung 
+ A, =0 


bedeutet. Setzen wir daher das Integral der Gleichung (5) in der 
allgemeinen Gestalt 


7 


(7) fe wi! f(ux) du 
% 


voraus, dann ergiebt eine einfache Rechnung, dass f von einer Differen- 

tialgleichung abhiingt, die zu (5) in engster Beziehung steht; man 

findet nimlich fiir f die Gleichung 
q™— 


d’f f B 
a } a ah = aia } m 
(8) da” Bus d(la)"— 


a™—*r df 
-2 dda? t sf B, da) + B,f=9, 
und die A und B sind in folgender Weise 
A, = AB, + By ’ By — Bu = () 


an einander gebunden. Dieser Coefficientenzusammenhang zeigt an, 
dass die algebraischen Cleichungen 


Amp” — Ane"? +--+ (— 1)" tA + (—1)" A, = 9, 
Ba-1p™ apie a {—- 1y-* B, u + (— 1)-—1 B, mt 


(u — 1) gemeinschaftliche Wurzeln besitzen und der ersten iiberdies 
die Wurzel 4 zukommt. 

Indem man nun von dem Falle m= 1 ausgehend das Integral 
successive fiir ein allgemeines m entwickelt, gelangt man unmittelbar 
zu folgender particulirer Lésung der Gleichung (5) 


. oe 
“tet Hm a Amal tu Sue B 
9) y= e ’ Uy ss tm ef dts dtm. 
™m 


0 
Hierin bedeuten 4, bis 4, die Wurzeln der Gleichung 
(10) AA" — Ag —A"—t +++ (—1y1.4,a + (— 1)", = 0, 
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wihrend ¢; eine beliebige Wurzel von 
e + An a0 


vorstellt. — Beriicksichtiget man siimmtliche Warzeln der letzten 
Gleichung, so gelangt man zu vy wesentlich von einander verschiedenen 


Particularintegralen und hat dann ohne Weiteres fiir das allgemeine 
Integral 


(11) ¥= Cy + Crt, + + Oy. 

Das Integral (9) hat nur so lange einen Sinn, als alle 4, respective 
deren reelle Bestandtheile, positiv sind, und es wird daher fir die 
Gleichungen (3a) und (3b’), bei denen A, offenbar negativ ausfillt, 
nicht brauchbar sein. In jenen Fillen ist das Integral (9) zu ersetzen 
durch das aquivalente 


a 
‘ uy tee -buy, a ee 
(9a) vim | dz - . Fue ee 
6 
0 


und hier sind die neuen 4 um die positive Einheit grésser als die 
friiheren. Es ist daher im Speciellen (bei Benutzung von 9a) 


fir Gleichung (3a) a, mx 8"; xan, 2,.:.,(n—1), 


? 
fiir Gleichung (3b’) A, = (x—2) — j +25 x= 1,2,...,(m—1); An=2, 


und diese Zahlen sind ausnahmslos positiv. 


Ill. 
Reihenentwickelung fiir die Integrale. 


Fiir die Reihenentwickelung erweist es sich als zweckmissig, wenn 
man die einzelnen particuliren Lésungen auf die Form 


v-h Pyties+ Ue 


du, .. dim 


bringt, das allgemeine Integral lautet alsdann 


h=v— 


1 
(13) y -»> Exy te, E, = const., ¢ = const. 
h=0 


Entwickelt man die Particularlésung und beachtet die Gleichung 
&éy = An =— 0, 
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so entsteht 


git 
(14) Yr ial A, P, (h-+1)! + Ai, Pri 


git 
(h+-v+1)! 


+--+ (— 1) Att! Prey 


gh t2r+1 
(h4+2y+1)! 

gh ter+l 
(h-fovFiy!— 


— Ai, Pier 


wobei 
0) nar (At) ef) or) 


o= S (A, +-+>+A,— m(v—h)]. 
Man bemerkt, dass 
(16) Priv = (A, +A) ++ + (Am+h)P,, 


und diese letzte Relation dient zur successiven Berechnung der P. 


Die Reihe fiir y, convergirt, wenn v > m, fiir jedes endliche z. 
Ist v = m, so lautet die Convergenzbedingung 


heat < 1. 
Sollte aber A,,2"—1 sein, so ergiebt sich leicht als weitere Bedingung 


m+3 A+: +4,, 
fii = 





Da alle diese Bedingungen unabhingig von h sind, so erstrecken sie 
sich auf das gesammte Reihenaggregat (13). 
Ks eriibrigt noch ein Wort zu sagen, wie diese Bedingungen fiir 


die besonders in Frage kommenden Reihen, welche zu (3a) und (3b’) 
gehéren, lauten. 


Bei Gleichung (3a) ist 
v= m—n—1, Ay = (—1)%; a fay pe es fae ee OOM. 
Bei Gleichung (3b’) ist 
Far = 8; Am = (—1)"; 4, + 4, +--+ An =>. 
Es wird daher in beiden Fallen 
m+3 ee 
. tx aie a ae 
Hiernach ergiebt sich folgendes Resultat: 
Wird das Reihenaggregat (13) in das Integral der Gleichung (3a) 
specialisirt, so convergirt es, wenn 
grt < A; 
und wird es andererseiis in das Integral der Gleichung (3b’) specialisirt, 
so convergirt es, wenn 


<i. 
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Da iiberdies die Variabelen x und & durch die Gleichung 
ge-) — —-* 


an einander gebunden sind, so existirt unter allen Umstiinden eine 
convergente Reihenentwickelung fiir die in Rede stehenden Integrale. 


IV. 
Bestimmung der Integrationsconstanten. 


Wenn von der Differentialgleichung (5) ausser dem allgemeinen 
Integrale (13) ein algebraisches Integral F(x, y) = 0 bekannt ist, so 
wird man — indem man jene beiden Integrale durch gehérige Be- 
stimmang der willkiirlichen Constanten zur Coincidenz bringt — eine 
Auflésung der algebraischen Gleichung in transcendenter Form gewinnen. 
Zu diesem Zweck ermittelt man aus F = 0 die zu x = 0 gehdrigen 
Werthe von y, y’,...,y”; bezeichnet man sie durch a, a@,,..., Gy 
und beachtet, dass aus (13) 

(y**),—9 = — E, A, P, 


folgt, so hat man fiir die Integrationsconstanten 


(17) ‘ica get — ee yeeey(¥v—l). 


Die Constante ¢ in (13) ist so zu wiihlen, dass y= a,, wenn x = 0, 
Wir wollen diese Constanten fiir die Integrale der Fundamental- 
gleichungen genauer fixiren. 
Aus 


(la) y" —ny — (n—l1l)x = 0 
folgt fiir « = 0 
y=0 und y="pn. 


Wird die erste Wurzel in Betracht gezogen, so verschwinden alle « 
von @, bis «,—, mit Ausnahme von 


1 n—l 


=> ee Se = (— n — 2 (2 2 ¥ 
(18) E, Z, i (—1)"(n—1) (22) 
Wird hingegen eine der iibrigen (n — 1) Wurzeln verwendet, so er- 
giebt sich 
es). 3 mes 
(19) E, =(—1)4*""(n—1)*7 n *7(22) ?; 
h =0,1,...,(m — 2). 
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Bei der zweiten Fundamentalform 
(1b) 4" — ny — (n—1) =0 


ergeben sich fiir § = 0 die zugehérigen » Werthe von y in der ge- 
meinsamen Form 


an yn aie 1, 
und man findet nach entsprechender Ausmittelung von a4; und P, 


eS * n 


(20) E, = (—1)"" (n—1)_ 2 n> -) (2a) 2 ke ae x; 
h=0,1,...,(m—1). 


V. 
Auflésung der Fundamentalgleichungen. 


Durch Verbindung der bisher gewonnenen Resultate gelangt man 
zu folgendem Endergebuiss.*) 
A) Das Integral 


[ttt p dt gtn ~pMi-s 17 du, oe oe c 


stellt die mit x gleichzeitig verschwindende Lisung, und das Integral 


(22) gai wf ax 


i 3 
‘i n—1 n—1 
Gj ae 2 a 1 Uy. Uy t 
<i eo. a te | 
. e n—1 a «tien . 2 me Atty Attar +e 
n—1 
0 


stellt die tibrigen (n—1) Liésungen der algebraischen Gleichung 
(La) y* — ny — (n—ljyx =0 


dar. Die Constanten ¢ und c’ hat man so zu wiihlen, dass fiir z=0 


y = 0, respect. y ="Yn; 


*) Eine ausfiihrlichere Darstellung findet man in der Abhandlung d. Verf. 
, Ueber die Auflésung gewisser algebraischer Gleichungen mittelst Integration 
von Differentialgleichungen.“ Zeitschr. f. Math, u. Phys,, XXXI. Jahrg, 
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ausserdem bedeuten 


(3) wf 


und &,... &—: sind die Wurzeln von 
emt = (— 1)". 
Dem Integral (21) entspricht die Reihe 


: 1S 7H 
24) y= — "FD - pow- Gay? (Po), 
o—0 


und dem Integral (22) entspricht das aus (n—1) Reihen bestehende 
Aggregat 
y= Ug + Ug? +--+ Unsg + Urw9g +9, 
(25) NO h+-@ (n—1)+1 
Un = Gti Dy 1Preie—n (h+-e(n—1)-41)! » (P=). 
Hierbei sind die p definirt durch 
(26) Pi+o(n—1) = Patowm— Px, — (vergl. Nr. 16); 


weiter ist 
i) 


(27) ai = (— 1) -n- 49 F [atx (n—1)), 


z=1 
und endlich bedeutet g irgend eine Wurzel von 
(28) go —n=0. 
Die Reihen in (24) und (25) convergiren, so lange 


wi <i, 
B) Das Integral 


= Pat a4, —! 
(29) nae f az: i YT Sa 


[« or Uns a7 “Me ¢ du, ...dUy +e 


stellt stimmtliche Lisungen der algebraischen Gleichung 
(1b) yn” — ny — (n—1) =0 


dar. Die Constante c hat man so zu wihlen, dass fiir — — 0 


1-Vart; 
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ausserdem bedeuten 


(30) w= GRY; ae—@— 2)" 42; 2 =1,2,...,(0-1); 
a: a, 
und 


31 a =. de tebe = ee a 
(31) & cos — + isin =a? & cos = isin = 


Dem Integral (29) entspricht das aus (m — 1) Reihen bestehende 
Aggregat 
y= Ug? + Ug? +-.++ Unsg* + Urig + 9, 
(32) "SS hton+1 
a= Mw > (— 1)7@— Przon iexppr? (Pr= 1) 


o-0 
Hierbei sind die p definirt durch 


(33) Piston = Pi+on Pr, (vergl. Nr. 16); 
weiter ist 


xh 


(34) Goi = (n—1)-4+9 J [i+2—xn), 


und endlich bedeutet g irgend eine Wurzel von 
g" — (n—1) = 0. 
Die Convergenzbedingung lautet 
ee <i. 
Dresden, Ende Mai 1885. 
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Ueber die Fadenconstruction des Ellipsoides. 


Von 
S. FinsreRwALper in Tiibingen. 

Staude*) hat eine bemerkenswerthe Construction des Ellipsoides 
mit Hilfe eines um zwei confocale Flachen 2. Grades geschlungenen, 
gespannten Fadens angegeben und den Beweis fiir dieselbe durch 
Hereinziehung hyperelliptischer Integrale gefiihrt. Angeregt durch 
eine Bemerkung des Herrn Professor Brill versuchte ich eine rein 
geometrische Ableitung dieser Construction; welche ich nun im Folgen- 
den darzustellen beabsichtige. Ich war bestrebt, die der Construction 
zu Grunde liegenden allgemeinen Siitze aufzusuchen und werde die- 
selben bei der Darstellung den Specialisirungen auf unser Problem 
voranschicken. 


§ 1. 
Allgemeines iiber Normalensysteme. Sitze von Weingarten und Malus. 


Die Gesammtheit der gemeinsamen Tangenten zweier Flichen 
bildet nach der Terminologie von Kummer**) ein Strahlensystem, 
welches die beiden Fliichen zu Brenuflichen hat. Wenn die Tangen- 
tialebenen, die in den Beriihrangspunkten eines Strahles an die 
Brennflichen gelegt werden kénnen, stets senkrecht zu einander stehen, 
so ist dasselbe speciell ein Normalensystem, d. h. die Strahlen kénnen 
durch eine Schaar von Parallelflaichen, die wir Wellenflichen nennen 
wollen, orthogonal geschnitten werden. Die Brennflichen werden in 
diesem Falle die beiden Schalen der, allen Wellenflichen gemeinsamen 
,,Centrafliiche“. Bekanntlich entspricht den Kriimmungslinien der 
Wellenflichen ein ausgezeichnetes System geoditischer Linien auf den 
Brennflichen in der Art, dass die Normalen lings einer Kriimmungs- 
linie der Wellenfliiche eine geodiitische Linie des Systems auf der 
Brennfliiche beriihren. Man kann demnach ein Normalensystem allge- 


*) Mathematische Annalen Bd. XX. 
**) Crelles Journal Ba. 57. 
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mein als die Gesammtheit der Tangenten an die geoditischen Linien 
des ausgezeichneten Systemes auf einer der Brennflichen auffassen. 
Zu einer beliebigen als Brennfliche gegebenen Fliache und einem, durch 
eine beliebige Curve als seiner Orthogonaltrajectorie gegebenen aus- 
gezeichneten System geoditischer Linien lassen sich die Welleuflichen 
nach folgendem von Weingarten*) bewiesenen Satze construiren, 

»Spannt man iiber einer gegebenen Fliiche, senkrecht gegen eine 
auf derselben gezeichnete Curve eine Schaar biegsamer Faden, denen 
man sammtlich von den Punkten dieser Curve an gerechnet gleiche 
Liinge giebt, so erzeugen die Endpunkte dieser Faden bei ihrer Ab- 
wickelung eine Fliiche (Wellenfliiche), von welcher die gegebene Fliche 
eine Schale der Centralfliche ist.“ 

Haben die senkrecht zur Curve construirten geodiitischen Linien 
eine Enveloppe, so kann man die ober benutzte Reihe einzelner Faden 
durch diejenigen aufeinanderfolgenden Lagen eines einzigen in einem 
Punkte der Enveloppe befestigten Fadens ersetzen, welche derselbe 
bei Abwickelung an der Enveloppe annimmt. Hierbei wird niaimlich 
jeder mit dem Faden fest verbundene Punkt (z. B. ein Knoten in dem 
Faden), so lange er auf der Fliche liegt, eine Linie beschreiben, zu 
der die einzelnen Fadenlagen normal sind, d. h. eine Orthogonaltrajectorie 
zu den geoditischen Linien des ausgezeichneten Systemes. Die bei 
dieser Construction auftretenden geradlinig gespannten Fadentheile be- 
stimmen die Strahlen eines Normalensystemes und umbhiillen in Folge 
dessen die zweite Brennfliche, welche die erste zur vollstindigen 
Centrafliche ergiinzt. Unter den Strahlen des Normalensystemes be- 
finden sich auch die Tangenten an die Enveloppe der geodiitischen 
Linien. Fiir dieselben riickt der Beriihrpunkt mit der zweiten Brenn- 
fliche unendlich nahe gegen den mit der ersten, Angenommen es 
wire dies nicht der Fall, und es wiirde etwa die Tangente in dem 
Puukte « der Enveloppe die zweite Brennfliche in einem endlich davon 
entfernten Punkte # beriihren. Construirte man dann in dem a be- 
nachbarten Punkte « der Enveloppe die Tangente, welche die zweite 
Brennfliche in 6’ beriihren mége, so miisste die Ebene af, a’ 8’, die 
einerseits Schmiegungsebene der Enveloppe andrerseits Tangentialebene 
an die zweite Brennfliche ist, nach der definirenden Eigenschaft der 
Normalensysteme senkrecht stehen zur Tangentialebene im Punkte a 
der ersten Brennflache. Es wiirde aber hieraus folgen, dass die En- 
veloppe der geoditischen Linien selbst geodiitische Linie wire, was 
unmdglich ist. Daher miissen die beiden Beriihrpunkte einer Tangente 
an die Enveloppe zusammenfallen; die zweite Brennfliche muss also dic 
erste léings der Enveloppe treffen und zwar nothwendig senkrecht. 


*) Crelle’s Journal Bd. 62, 
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Nach einem Satze von Malus kann man aus einem Normalen- 
systeme ein zweites dadurch erzeugen, dass man die Strahlen des ersteren 
an einer beliebigen Fiiiche spiegeln lisst. Das Folgende wird uns 
zeigen, dass auch umgekehrt zu irgend zwei Normalensystemen eine 
Reihe spiegelnder Fliichen gefunden werden kann, welche die Strahlen 
des einen in solche des andern reflectiren. 


§ 2. 
Fadenconstruction der spiegelnden Fliche. 


Es seien nun zwei Flichen A und B in bestimmter Lage zu einan- 
der gegeben. Auf jeder sei ein System geoditischer Linien construirt, 
von dem ich zunichst annehmen will, dass es eine Enveloppe (XK, 
resp. K,) besitzt. Man befestige einen Faden von constanter Linge 
mit dem einen Endpunkt in einem Punkte der Enveloppe K,, mit 
dem andern in einem Punkte von K, und spanne ihn derart, dass er 
sich auf den Flaichen A, B zum Theil in tangirenden geoditischen 
Linien der betreffenden Systeme auflegt, wihrend er im Raume in 
geradlinigen Tangenten zu letzteren verliuft. Es wird dann der Knick- 
punkt des Fadens, von welchem die geradlinigen Partien ausgehen, eine 
Fliiche beschreiben, deren Normale den Winkel dieser Fadenpartien 
halbirt.*) 

Bei dieser Bewegung durchliiuft nimlich jedes der gerade ge- 
spaunten Fadenstiicke die Strahlen eines Normalensystemes, das die 
von ihm beriihrte Fliche zur Brennfliiche hat und jeder Punkt desselben 
beschreibt, je nachdem er sich auf der einen oder andern Seite des 
Knickpunktes befindet, eine Wellenfliche des einen oder des andern 
Normalensystemes. Demnach haben die Punkte der durch die Faden- 
construction gefundenen Fliche die Eigenschaft, dass die Summe 
(resp. Differenz)**) ihrer Abstinde von zwei zu A und B als Brenn- 
flichen gehérigen Wellenflichen P bez. Q constant ist. 

Eine einfache infinitesimal geometrische Betrachtung wird uns nun 


*) Man sieht leicht, wie man sich von der Beschriinkung, dass die Systeme 
geoditischer Linien auf A und B Enveloppen haben, befreien kann. Man braucht 
nur die Enden des Fadens auf Orthogonaltrajectorien der betreffenden Systeme 
zu bewegen, wihrend der Faden selbst die Linien des Systems durchliuft. 
Praktisch liesse sich dies wohl dadurch erreichen, dass man. das Fadenende 
mittels eines leichtbeweglichen Ringes auf der aus Drath hergestellten Ortho- 
gonaltrajectorie gleiten lisst. 

**) Die Differenz tritt dann an Stelle der Summe, wenn eine der Wellen- 
flichen nicht mehr von einem Punkte des Fadens selbst, sondern von einem 
Punkte der Verlingerung desselben beschrieben wird, Vgl. § 6. 
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zeigen, dass eine beliebige Fortschreitungsrichtung auf det Fliche 
senkrecht zur Halbirungslinie der gerade gespannten Fadentheile steht. 

Es seien t und t’ zwei consecutive Punkte der construirten Fliche; 
a, @ und £, fp die Punkte, in welchen die 
geraden Fadentheile zwei Wellenflichen P, Q 
treffen. Nach der Fadenconstruction ist: 

at+trpB—a'r +r Pp. 

Macht man nun ad = a'r’ und By = f’r’, und 

zieht die Linien tr’, t'd, ty und y@, so sieht 

man leicht dass diese beiden unendlich kleinen 

Dreiecke tr’d und tr’ y zuniichst rechtwinkelig, 

dann aber wegen der Gleichheit von ty und 

tO auch congruent sind. Daraus folgt die Gleichheit von t’d und ry. 
In dem infinitesimalen Tetraeder tr’ yd stehen in Folge dessen die 
Gegenkanten tr’ und y@ senkrecht zu einander, und, da yd offenbar 
parallel zur Halbirungslinie t¢6 von te und 7B ist, so ergiebt sich, 
dass die Fortschreitungsrichtung tt’ senkrecht ist zur Halbirungslinie 
to der geraden Fadentheile. 

Wir wollen den hiemit bewiesenen Satz noch folgendermassen 
formuliren: 

Unsere Fadenconstruction ergiebt eine spiegelnde Fliche, welche die 
beiden, durch thre Brennflichen A und B, sammt den eugehdrigen aus- 
gezeichneten Systemen geoditischer Linien bestimmten Normalensysteme 
Strahl fiir Strahl in einander reflectirt. 

Durch Umkehrung obiger Schlussreihe lasst sich die nachstehende 
Umkehrung des Satzes beweisen: 

Die Punkte einer Fliiche, welche zwei Normalensysteme durch 
Reflexion in einander iiberfiihrt, haben von irgend zwei Wellenflichen 
der Letzteren Abstiinde von constanter Summe (resp. Differenz). Sie 
kénnen daher durch eine der Obigen analoge Fadenconstruction gefunden 
werden. 

Die Anzahl der spiegelnden Flichen, die zwei gegebene Normalen- 
systeme in einander iiberfiihren, ist eine einfach unendliche. Es lassen 
sich nimlich alle Flachen durch Variation der Fadenliinge*) erhalten, 
wihrend man die Befestigungspunkte, resp. die Orthogonaltrajectorien, 
die statt derselben zur Verwendung kommen, unveriindert lisst. Kine 
Verschiebung der Letzteren liesse sich immer durch eine Veranderung 
der Fadenlinge compensiren und kann also keine neuen Flichen liefern. 


*) Dabei sind negative Fadenlingen nicht ausgeschlossen; man kann sie 
aber in manchen Fallen durch geeignete Wahl der Befestigungspunkte oder der 
Orthogonaltrajectorien vermeiden; wenn nicht, so fiihrt die in § 6 angefiihrte An- 
wendung zum Ziele. 
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§ 3. 
Erste Construction des Ellipsoides. 


Wir betrachten als speciellen Fall das Strahlensystem, welches 
zwei confocale Flichen zweiten Grades und zwar ein Ellipsoid E und 
ein Hyperboloid H zu Brennflichen hat. Dasselbe ist Normalensystem, 
da nach einem bekannten Satze die Tangentialebenen in den Beriihr- 
punkten eines Strahles senkrecht zu einander stehen. Durch einen 
Punkt des Raumes gehen 4 Strahlen des Systemes, nimlich die Schnitt- 
linien der zwei Tangentialkegel, welche von diesen Punkten aus an 
die Flichen gelegt werden kénnen. Die beiden Tangentialkegel sind 
coaxial und confocal (Siehe: Salmon-Fiedler, Raumgeometrie I, § 175). 
Die gemeinsamen Axen der Kegel sind die Normalen zu den 3 zu E 
und H confocalen Flichen, welche durch die Spitze gehen. Aus der 
Symmetrie der Schnittlinien coaxialer Kegel gegeniiber den Axen folgt, 
dass immer zwei von den vier durch einen Punkt gehenden Strahlen 
des Systemes mit einer der 3 Normalen in einer Ebene liegen, und 
dass der Winkel derselben von der Normalen halbirt wird. Es geht 
also ein Strahl des Systems durch Reflexion an einer zu den Brenn- 
fléichen confocalen Fliiche in einen anderen Strahl desselben Systems iiber. 

Wenn wir daher alle Strahlen an einer bestimmten confocalen 
Fliche etwa an einem Ellipsoid reflectiren lassen, so wird das System 
der reflectirten Strahlen mit dem der einfallenden sich decken; es ver- 
tauschen sich nur dabei die Strahlen in bestimmter Weise. Daraus 
kénnen wir schliessen, dass sich das Ellipsoid mit Hilfe einer Faden- 
construction aus den, beiden Strahlsystemen gemeinsamen Brennflichen 
E und H erzeugen lisst. Denn auf unseren Brennflichen E und H 
ist durch die Annahme, das die eine den ergiinzenden Mantel zur 
andern darstellen soll, dass System geodiitischer Linien, welche die 
gemeinsame Schnittlinie (Kriimmungslinie) von E- und H beriihren, 
ausgezeichnet, (Man vergleiche hiezu den allgemeinen Satz am Schlusse 
des § 1). 

Wir kénnen daher durch Anwendung der allgemeinen Construction 
der spiegelnden Flaiche auf unsere Brennflichen E und H unmittelbar 
zu folgender Erzeugung einer zu E und H confocalen Fliche, 2. B. 
des Ellipsoides gelangen: 

Man befestige einen Faden von constanter Linge mit seinen End- 
punkten auf je einem Zweige der Kriimmungslinie (als Enveloppe) und 
zwar derart, dass sich der Faden vom Befestigungspunkte aus gerechnet 
um beide Zweige in verschiedenem Sinne schlingt.*) Spannt man 


*) Die Abanderung, welche die Construction bei Erzeugung der Hyper- 
boloide erfiihrt, finden sich in § 6, 
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denselben alsdann wie im allgemeinen Falle, d. h. so, dass er auf den 
Flachen in geoditischen Linien und deren Enveloppen, im Raume aber 
geradlinig gebrochen verliuft, so wird der Knickpunkt ein Ellipsoid 
beschreiben, das zu E und H confocal ist. 

Dieses Ellipsoid fiihrt die beiden im Knickpunkte zusammentreffen- 
den Strahlen in einander iiber. Eine Fliche aber, welche diese Eigen- 
schaft hat, kann nach einem Satze des § 2 durch die angegebene 
Fadenconstruction gefunden werden. Jenachdem die gerade gespannten 
Fadentheile beide zuerst das Ellipsoid beriihren, oder der eine zuerst 
das Ellipsoid, der andere das Hyperboloid, vertritt das Ellipsoid beide 
Brennflichen A und B der allgemeinen Construction zugleich oder nur 
eine derselben, wahrend die Rolle der anderen dem Hyperboloide wu- 
faillt. Beide Méglichkeiten sind durch eine Zwischenlage des Fadens, 
wobei ein Fadentheil die Schnittlinie’ beider Flaichen beriihrt, con- 
tinuirlich in einander iiberfiihrbar, so dass sie bei constanter Faden- 
linge Theile ein- und desselben Ellipsoides ergeben. 


§ 4. 


Metrische Eigenschaft der Orthogonaltrajectorien zu den ausgezeichneten 
geoditischen Linien auf zusammengehirigen Brennflichen. 
Staude’sche Construction des Ellipsoides. 


Wir haben bei der allgemeinen Fadenconstruction bemerkt, dass 
jeder Punkt des Fadens, so lange er sich auf einer der Brennflichen 
bewegt, eine Orthogonaltrajectorie zum ausgezeichneten System geo- 
ditischer Linien beschreibt. Es existirt nur eine einfache metrische 
Eigenschaft dieser Orthogonaltrajectorien, welche uns schliesslich die 
Mittel an die Hand giebt, die angegebene Fadenconstruction des 
Ellipsoides so zu modificiren, dass sie mittels eines geschlossenen Fadens 
ausgefiihrt werden kann, Dieselbe ergiebt sich aus folgender Ueber- 
legung. 

Man denke sich einen Faden ¢,, (Vergl. die Figur auf Seite 552) 
von coristanter Linge derart zwischen den zwei Brennflichen A und A’ 
eines beliebigen Normalensystemes gespannt, dass er sich mit seinen 
Enden ¢, g, je in eine geodiitische Linie des ausgezeichneten Systemes 
legt und dazwischen in einer tangirenden, dem Strahlensystem an- 
gehérigen Geraden verliiuft. Hilt man nun den einen Endpunkt ¢, 
des Fadens auf der Fliiche A fest und bewegt den andern g, auf der 
Fliche A’, wihrend man den aden gespannt erhilt, so wickelt der- 
selbe sich von einer geodiatischen Linie auf A ab und bewegt sich tiber 
ein continuirliches Flichengebiet, das sich aus einer abwickelbaren 
Fliche und der von ihr beriihrten Brennfliiche A’ zusammensetzt. Der 
Endpunkt , auf A’ beschreibt dabei eine Linie f, welche die Fadenlagen 





552 8S. Frvsrerwavper. 


senkrecht durchschneidet ,*) d. h. eine Orthogonaltrajectorie des aus- 
gezeichneten Systems auf A’. Nun befestige man den zweiten End- 
punkt q, in irgend einem Punkte der von ihm beschriebenen Curve f 
und verschiebe den Endpunkt ¢, auf A, so wird derselbe aus gleichem 
Grunde eine Orthogonaltrajectorie e zu dem ausgezeichneten System 
auf A beschreiben. In Folge dessen hat jeder Punkt der Linie e gleiche 
Fadendistanz von irgend einem Punkt der Linie f. 

Wir kénnen auf Grund dieser Betrachtungen folgenden Satz auf- 
stellen: 

Construiren wir auf jeder der Brennflichen eines Normalensystems 
eine Orthvgonaltrajectorie zum ausgezeichneten System geodiitischer Linien, 
so "hat irgend ein Punkt der einen Orthogonaltrajectorie von irgend einem 
Punkte der andern gleiche Fadendistanz**) ; d. h. seine Entfernung von 
diesem auf einem Faden gemessen, dessen Enden in geoditischen 
Linien auf den Brennfliichen verlaufen, wahrend der mittlere Theil 
geradliuig gespannt erscheint, ist constant. 

Es soll nun der vorstehende Satz wieder fiir den uns interessiren- 
den Fall i eqeciatient werden, dass die zusammengehdrigen Brennfliichen 

. ein Ellipsoid E und ein confocales Hyperboloid 

HT sind. 
Wir halten einen Faden von constanter Linge 
mit einem Endpunkte in einem Punkt ¢ der Ortho- 


gonaltrajectorie e auf dem Ellipsoid £ fest, legen 
ihn tangirend an den einen Zug der Kriimmungs- 
linie, dann eine beliebige Strecke an derselben 
entlang und endlich in einer die Kriimmungslinie 
tangirenden geodiitischen Linie auf das Hyperboloid. 


—_____.-———"_ Die Punkte, in welchen die verschiedenen Linien- 
gattungen in einander iibergehen, werden mit 4 und w bezeichnet. 
Wickelt man den Faden, soweit er auf dem Hyperboloid liegt, an der 
Kriimmungslinie ab, so beschreibt der Endpunkt  desselben eine 
geodiatische Evolvente f der Kriimmungslinie und damit eine Orthogonal- 
trajectorie des ausgezeichneten Systems. Die Punkte der Curven e 
und f haben ersichtlich gleiche Fadendistanz, solange sich der Faden 
noch an die Kriimmungslinie legt. Aber selbst dann, wenn der Be- 


*) Der hiebei grundlegende Satz von Gauss, dass die Verbindungslinie der 
Endpunkte benachbarter, von einem Punkt ausgehender, gleich langer, geo- 
diitischer Linien senkrecht zu letzteren steht, gilt fiir beliebige continuirliche 
Flichengebiete und ist von der Darstellung derselben durch eine Gleichung villig 
unabhingig. 

**) Der Satz gilt natiirlich nur insoweit, als zwischen den Punkten eine 


Fadenlage, bei welcher die Enden des Fadens noch auf den Flaichen aufliegen, 
iiberhaupt méglich ist. 
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riihrpunkt w iiber 4 hinausriickt und der gespannte Faden wie ¢, 4, u, 9, 
zwischen 4, und mw, geradlinig durch den Raum verliuft, bleibt die 
Gleichheit der Fadendistanz zufolge des vorhin bewiesenen Satzes auf- 
recht erhalten. Sucht man demnach zu einem Punkte auf dem Hyper- 
boloide alle Punkte gleicher Fadendistanz auf dem Ellipsoid, so liegen 
dieselben auf einer Orthogonaltrajectorie zum ausgezeichneten System 
geodiitischer Linien, und jeder Punkt dieser Orthogonaltrajectorie hat 
dann wieder gleiche Entfernung nicht nur von dem einen Punkte auf 
dem Hyperboloid, sondern auch von allen Punkten der durch ihn 
gehenden Orthogonaltrajectorie. 

Diese Ueberlegungen machen es uns leicht die Staude’sche Con- 
struction des Ellipsoides mittels eines geschlossenen Fadens auf die im 
vorhergehenden Abschnitte bewiesene zuriickzufiihren. 

Wir schlingen einen geschlossenen Faden um die beiden confocalen 
Flichen EZ und H und spannen ihn in allen méglichen Lagen, so dass 
derselbe von einem Punkt des Raumes ausgehend die beiden Flaichen 
umschliesst und wieder zu diesem Punkte zuriickkehrt, an welchem die 
spanvende Kraft wirken s°’: Einen bestimmten Punkt des Fadens 
kann man dann immer noéthigen, ein auf einer der Flachen vorgegehenes 
Curvenstiick zu beschreiben. Ist dann diese Curve eine Orthogonal- 
trajectorie zum ausgezeichneten System geoditischer Linien auf einer 
der lichen, so wird jeder auf E und H liegende Punkt des Fadens 
eine analoge Orthogonaltrajectorie beschreiben. Die beiden im Knick- 
punkt zusammenstossenden geraden Fadenstiicke werden also genau 
dieselbe Bewegung machen, wie sie die Construction des § 3 vor- 


schreibt.und der Knickpunkt des Fadens beschreibt folglich ein con- 
focales Ellipsoid. 


§ 5, 
Specielle Fille. 


Die bisher angegebenen Constructionen sind naturgemiiss auf jenen 
Theil des Ellipsoides beschrinkt, welcher ausserhalb des Hyperboloides 
liegt; Staude hat bereits angegeben, dass man sich durch Specialisirung 
einer oder beider confocaler Fliichen von dieser Beschrinkung be- 
freien kann. 

Lisst man eine der beiden erzeugenden Flichen E, H (zu obigem 
Zwecke das Hyperboloid H) in einen der Focalkegelschnitte degeneriren, 
so wird das ausgezeichnete System geoditischer Linien auf der andern 
das den Nabelpunkten zugehérige. Seine Orthogonaltrajectorien werden 
geodiitische Kreise mit den Nabelpunkten als Mittelpunkt. 

Die degenerirte Fliche hat man sich als ein an der Focalcurve 
zusammenhingendes ebenes Doppelblatt zu denken, und ihre aus- 
gezeichneten geoditischen Linien werden geradlinige Polygone, welche 
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abwechselnd auf dem oberen und unteren Blatte verlaufend, der Focal- 
curve ein und dem Hauptschnitte der nicht degenerirten Flaiche um- 
beschrieben sind. 

Wenn beide Flichen FE und H degeneriren, so gehen die aus- 
gezeichneten geoditischen Linien in die Brennstrahlen der Focalcurven 
iiber. Es ist bekannt, dass die Wellenflaichen eines Strahlsystems, das 
ein Paar Focaleurven zu Brennfliichen hat, Dupinsche Cycliden sind. 
Nun beschreibt bei unserer Fadenconstruction, wie schon oben bemerkt, 
jeder Punkt des im Raume gespannten Fadentheiles eine Wellenfliche 
des zugehdrigen Strahlensystems. Die Construction des Ellipsoides 
aus seinen Focalcurven, beziiglich derer ich auf die ausfihrliche Dar- 
legung von Staude verweise, ergiebt uns daher nebenbei noch folgende 
héchst einfache Construction der Dupinschen Cyclide, welche mit der 
von Maxwell*) gegebenen im Principe tibereinkommt. 

Man befestige im Brennpunkt der aus Drath hergestellten Focal- 
ellipse einen Faden von constanter Linge und spanne denselben derart, 
dass er einmal am Umfange der Focalellipse gebrochen erscheint. Der 
Endpunkt des Fadens beschreibt dann bei allen méglichen Lagen des 
letateren eine Cyclide. **) 

Bezeichnet man die halbe Linge der grossen Axe unserer Focal- 
ellipse mit a, die halbe lineare Excentricitaét mit e und die Fadenlinge 
mit 7, so resultirt aus der angegebenen Construction eine,Cyclide vom 


Apfel- resp. Spindeltypus, wenn r > 2u, eine Cyclide vom Ringtypus, 
5) woe bi (ni . _<at+e. 
wen r re endlich eine Cyclide vom Horntypus, wenn 7 igdia ist. 


§ 6. 
Fadenconstruction der Hyperboloide und Paraboloide. 


Wir kommen hier zunichst auf eiaen in § 2 und § 3 beriihrten 
Fall zuriick, naimlich auf die Construction der spiegelnden Flachen, 
bei welchen die Differenz der Abstiinde von den Wellenflichen der 
durch Reflexion in einander iiberzufiihrenden Strahlensysteme con- 
stant ist. 

Bei dieser Construction ist nachstehende Anwendung des Fadens 
zweckmiissig. Es seien wieder die beiden Brennflichen A, B sammt 
den ausgezeichneten Systemen K,, K, geodiitischer Linien, welche 


*) Quarterly Journal, Bd. 9, pag. 111 (1867). 

**) Dieselbe Construction, dahin verallgemeinert, dass der Faden in irgend 
einem Punkte des Raumes befestigt und iiber eine beliebige Raumcurve gebrochen 
gespannt wird, erzeugt eine Wellenfliiche desjenigex Strahlensystems, welches 
durch Reflexion der von dem Punkte ausgehenden “trahlen an einer durch die 
Curve dargestellten, unendlich diinnen, spiegelnden Canalfliche entsteht, 





Ueber die Fadenconstruction des Ellipsoids. 555 


uns die in Frage kommenden Normalsysteme bestimmen, gegeben. 
Man befestige die Enden zweier Faden von constanter Linge in den 
Punkten k, und k, auf K, und K,, lege die Faden 

zuerst an K, und K,, dann in tangirenden geo- 

ditischen Linien iiber die Brennfliche und ziehe 

sie hierauf durch einen kleinen Ring r. An die 

freien Enden binde man schliesslich ein gemein- 

sames spannendes Gewicht P. Bewegt man nun 

den Ring r derart, dass beide Faden durch das 

Gewicht P fortwaihrend gespannt bleiben, so 

wird derselbe eine Fliche beschreiben, fiir welche 

die Differenz der Fadendistanzen von den Punkten 

k, und k, und damit auch die Differenz der Abstiinde von zwei Well- 
flichen beider Strahlensysteme constant ist. 

Die Normale an die so construirte Fliche halbirt den Aussenwinkel 
der beiden im Knickpunkte zusammentreffenden Fadentheile resp. 
Strahlen. Es hat also auch die bei dieser Construction erzeugte Fliche 
die Eigenschaft, die beiden Strahlensysteme durch Reflexion in einan- 
der iiberzufthren. 

Wihrend es bei der Construction des Ellipsoides méglich- war, 
die Fadenlage so zu wahlen, dass die Normale an das Ellipsoid immer 
den (eigentlichen) Winkel der im Knickpunkte zusammenstossenden 
Fadenstiicke halbirte, ist dies bei Construction der Hyperboloide nicht 
in ihrer ganzen Ausdehnung der Fall. Dagegen kann man hiebei eine 
Fadenlinge immer so annehmen, dass die Normale stets den Aussen- 
winkel der Fadentheile halbirt, in welchem Falle also die eben ange- 
fiihrte Differenzconstruction Geltung hat. 

Auf diese Weise gelangen wir zu folgender Erzeugung der beiden 
Hyperboloide. 

1) Zweischaliges Hyperboloid. Es sei uns ein Ellipsoid E und ein 
hiezu confocales einschaliges Hyperboloid H gegeben. Wir befestigen 
die Enden zweier Faden in zwei beliebigen Punkten des einen Zweiges 
der gemeinsamen Kriimmungslinie von E und H, schlingen sie um 
denselben (event. mehreremale) und zwar den einen nach links, den 
andern nach rechts, ziehen sie durch einen Ring und beschweren die 
Enden derselben durch ein gemeinsames Gewicht. Der Ring wird 
dann, so lange das Gewicht beide Fiiden spannt, die eine Schale eines 
Hyperboloides — soweit sie ausserhalb EK und H verliuft — beschreiben. 

2) Einschaliges Hyperboloid. Wir befestigen den einen der beiden 
Fiiden an dem oberen, den anderen an dem unteren Zweige der 
Kriimmungslinie, schlingen sie um beide Zweige in gleichem Sinne, 
ziehen sie wieder durch einen Ring und spannen sie durch ein gemein- 
sames Gewicht. Lassen wir nun den Ring so bewegen, dass das 
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Gewicht beide Fiiden spannt, so beschreibt er eine Hialfte des ausser- 
halb E liegenden Theiles eines einschaligen Hyperboloides. 

Schliesslich mégen noch analoge Constructionen fiir die beiden 
Paraboloide Platz finden. 

Wir gehen von einem elliptischen P und einem hiezu confocalen 
hyperbolischen Paraboloid P’ aus. 

Un ein elliptisches Paraboloid des confocalen Systemes zu erhalten, 
beniitzen wir dieselbe Summenconstruction welche uns im § 3 das 
El’ipsoid lieferte. Es wird ein Faden von constanter Linge mit seinen 
Enden auf verschiedenen Zweigen der gemeinsamen Kriimmungslinie 
von P und P’ befestigt, um dieselben in verschiedenem Sinne ge- 
schlungen und dann gespannt. Der Knickpunkt beschreibt alsdann in 
allen méglichen Lagen das ausserhalb P’ verlaufende Gebiet eines 
elliptischen Paraboloides. 

Fir die Construction des hyperbolischen Paraboloids gilt dieselbe 
Anordnung wie fiir die des einschaligen Hyperboloides. 

Zwei Faden werden in verschiedenen Zweigen der P und P’ ge- 
meinsamen Kriimmungslinie befestigt, um beide in gleichem Sinne 
geschlungen, durch einen Ring gezogen und mit Hilfe eines gemein- 
samen Gewichtes gespannt. Alle méglichen Lagen des Ringes erfiillen 
dann die Hilfte eines hyperbolischen Paraboloides. 

Es sei endlich noch darauf hingewiesen, dass hiemit die vollstin- 
dige Aufzihlung aller Fadenconstructionen von Flichen 2. Grades 
noch nicht gegeben ist. Die Zahl derselben liesse sich vielmehr durch 
andere Wahl der Ausgangsflichen leicht um das doppelte vermehren., 
Indes bieten die hier iibergangenen weder hinsichtlich des Beweises 
noch auch in Bezug auf die Anordnung wesentlich neue Gesichtspunkte. 


Tiibingen, Anfang Juni 1885. 
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Ableitung der Polareigenschaften algebraischer Mannigfaltig- 
keiten auf darstellend-geometrischem Wege. 


Von 


C. Ropensere in Hannover. 


In vorliegender Note soll gezeigt werden, wie man die verschie- 
denen Polarflichen einer gegebenen Grundfliche, welche in einem 
beliebig ausgedehnten Raume enthalten gedacht wird, constructiv. fest- 
legen kann. 

Das abzuleitende Verfahren basirt auf folgendem bekannten Satze: 
Wenn zwei Flichen sich in einem Punkte beriihren, so ist dieser ein 
Doppelpunkt der Schnittcurve, und umgekehrt, jeder Doppelpunkt der 
Schnittcurve ist auch ein Beriihrungspunkt der beiden Oberflaichen. 

§ 1 enthilt die Definition der Polaren eines Punktes in Bezug auf 
eine gegebene ebene Curve mit Hilfe zweier Projectionskegel aus 
zwei Punkten des Raumes; und daran anschliessend die Entwickelung 
einiger, fiir das Spiitere nothwendigen, Satze. Im § 2 wird die obige 
Definition fiir eine Fliiche im Raume von p Dimensionen verallgemei- 
nert und gezeigt, dass der Schnitt der Polare mit einem, den Pol ent- 
haltenden ebenen Raume von weniger Dimensionen, auch Polare des 
ebenen Schnittes der Grundfliche ist. Dadurch wird dann — was 
nicht direct aus dem benutzten Verfahren ersichtlich ist — klar, dass 
es auch zu jeder Punktgruppe und einem Pole im Raume von einer 
Dimension, der Geraden, andere Punktgruppen als Polaren giebt, welche 
vollkommen bestimmt sind. Im § 3 wird erértert, dass in hinreichend 
ausgedehnten Raumen jede Polare durch eine gewisse Curve bez. Punkt- 
gruppe, die sie mit der Grundfliiche gemein hat, vollkommen definirt 
ist, was beispielsweise ftir die ebene Curve nur bei der ersten Polare 
der Fall ist. Fiir diese Punkte der Polare wird dann die Reciprocitat 
der Polarverwandtschaft sofort ersichtlich; dass aber dieselbe fiir einen 
willkiirlichen Punkt dieser Fliche besteht, wird zunichst (§ 4) fiir die 
erste und letzte Polare und dann schliesslich auch fiir die 7° und 
(n — r) Polare nachgewiesen. 





C. Ropenpere, 


$1. 


Definition der Polaren algebraischer Curven durch gewisse 
Projectionskegel, 


Sei in einer Ebene ¢ eine Curve n'* 0., C*, als Grundcurve ge- 
geben, sei ferner P der Pol einer zu suchenden Polare. Man ziehe 
durch P eine Raumgerade g und lege durch zwei ihrer Punkte die 
Projectionskegel an C*, deren Durchdringungscurve n.n'*" O. in die C* 
und einen Rest n(m— 1)' O. zerfallt. Letztere schneidet die Ebene « in 
n(n —1) Punkten, welche auch auf C* liegen, da ausser C” die Kegel 
keinen Punkt mit ¢ gemein haben. Daher ist jeder dieser n(n — 1) 
Punkte als ein Doppelpunkt der Gesammtdurchdringungscurve aufzu- 
fassen und die Kegelflichen beriihren sich folglich in diesen Punkten. 
Nun gehéren aber alle gemeiuschaftlichen Tangentenebenen zweier 
Kegel dem Ebenenbiischel der Verbindungslinie ihrer Spitzen an und 
daraus schliessen wir, dass durch diese Gerade auch n(m—1) Tan- 
gentenebenen an die C* gehen, und weiter, dass eben so viele Tan- 
genten von der Spur P jener Geraden mit ¢ an C* méglich sind, 
Nach den bekannten Methoden der darstellenden Geometrie kann nun 
(mittels Hilfsebenen des obigen Biischels) die Raumcurve leicht con- 
struirt werden und zwar ist nur eine Projection nothwendig, so dass 
die Zeichnung in einer Ebene am natiirlichsten in ¢ selbst ausfiihr- 
bar ist.*) 

Durch die Curve C*-" = (C* + C*-») geht ein Biischel von 
Flaichen n'" O. Eine Fiiiche dieses Biischels besteht aus ¢ und einer 
Restfliche (n—1)'** O., welche ¢ in einer Curve 'P(—» schneidet, die 
ebenfalls die m(m — 1) Beriihrungspunkte enthilt und auch durch diese 
Punkte bestimmt ist, da zwei Curven (n—1)'*" O. sich nur in (n—1)? 
Punkten durchschneiden. Folglich: 

1.... Die n(n—1) Beriihrungspunkte der von einem Punkte P an 
eine C" zu legenden Tangenten liegen auf einer Curve 'P*—', der ersten 
Polare des Pols P. Diese Curve wird von unendlich vielen F»— aus- 
geschnitten, von denen jede durch die Schnittkurve solcher zwei Projec- 
tionskegel bestimmt ist, deren Spitzen auf’. durch den Pol gehenden 
Geraden liegen. 


*) Hat die C” ,,d‘* Doppelpunkte ,,r‘‘ Riickkehrpunkte, so besitzt die 
Cx(“—!) an nimlicher Stelle ebenfalls solche Singularititen und zwar fallen die 
Riickkehrtangenten beider Curven fiir den nimlichen Punkt zusammen, so dass 
ein Doppelpunkt 2, ein Riickkehrpunkt 3 Schnittpunkte absorbirt. Daraus ent- 
springt die erste Pliicker’sche Formel fiir die Classe 


k=n(n— 1) —2d—3r, 





Polareigenschaften aigebraischer Mannigfaltigkeiten. 559 


Betrachtet man nun 'P*—'! als Grundcurve, so gewinnt man durch 
wiederholte Anwendung desselben Verfahrens die ganze Polarenreihe 


2p), 3 P(n—3) cata n—1P 1, 


Riickt der Pol P auf die Grundcurve, so haben die Projections- 
kegel eine gemeinschaftliche Tangentenebene t, deren Spur die C* in 
P beriihrt. Von der C"("—") sondert sich die nach P gehende Erzeu- 
gende als beiden Kegeln angehirig doppelt zahlend ab, und die F lichen 
des Biischels durch C™" haben daher lings der ganzen Ausdehnung 
jener Geraden t als feste Tangentenebene, insbesondere gilt dies fiir 
die Restfliiche n(n— 1) O., welche 'P*—' verzeichnet, d. h. auch 'P*-! 
beriihrt die C" in P und chenes thun es die iibrigen Polaren: 

2... . Die stimmtlichen Polaren eines Punktes der Grundcurve gehen 
durch ihn und beriihren in thm die Grundcurve. 

Eine Tangente ¢ beriihre in einem Curvenpunkte p-punktig. Dann 
beriihrt die Polare eines beliebigen Punktes auf ¢ dort noch (p — 1)- 
punktig, denn fiir so viele gewdhnliche Beriihrungspunkte zahlt der- 
selbe. Die zweite Polare beriihrt noch (p — 2)-punktig und so fort, — 
die (p — 1) Polare geht noch einfach durch jenen Punkt. Riickt 
nun der Pol in den Beriihrungspunkt, so ist dasselbe noch mit einem 
weitern Punkt der ersten Polare der Fall und fiir diese Curve ist also ¢ 
ebenfalls p-punktige Tangente*), folglich ist sie es auch fiir die folgen- 
den Polaren, d. h.: 

3.... Hat eine C" eine p-punktig beriihrende Tange, so gehen alle 
Polaren, von der ersten bis zur (p — 1)", eines Punktes dieser Tan- 
gente durch den Beriihrungspunkt und haben daselbst noch bez. (p—1), 
(p — 2),...2,1 Punkte mit der Curve gemein. Insbesondere ist fiir 
die stimmtlichen Polaren des Beriihrungspunktes selbst, die Tangente 
p-punktig beriihrend, daher zerfallen alle Polaren von der (n— p + 1)" 
bis zur (n — 2)'" als Curven der bez. Ordnungen (p—1)...,2 m 
die Tangente und Curven niichst niederer Ordnung. Die letate Polare 
ist, wie immer, die Tangente. 


§ 2. 
Die Polarflichen in Bezug auf eine Grundfliche in einem beliebig 
ausgedehnten Raume. 


Das fiir die ebene C* angewandte Verfahren lisst sich sofort auf 
die Fliiche n'*" O. und (p — 1)" Dim., F's_,, im linearen Raume von p 
Dim., R, tibertragen. Man denke die beiden Projektionskegel aus 
zwei Punkten einer durch den Pol P gehenden Geraden im Ry4; an 


*) Dies folgt tibrigens auch direct aus der Betrachtung der Projectionskegel, 
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die F’» , gelegt. Dieselben durchsetzen sich in einer Cy", in Rp41, 
der die /’* , als Theil angehért. Der andere Theil, eine Cx", durch- 
schneidet den R, in einer Cx@-», der gesuchten Beriihrungscurve auf 
der F’» ,. Unter allen Flichen des Biischels, welchen die beiden 
Projectionskegel bestimmen, zerfallt eine in den linearen R, und einen 
Rest F»-', welcher seinerseits wiederurm R, in einer Curve 'Px" | 
durch die Beriihrungscurve C»“-" gehend, schneidet. Diese Curve 
‘Psi, oder da sie in R, enthalten ist, besser Fliche 'pr-! soll die 
erste Polarfliche von P in Bezug auf F’* | heissen. Diese Polarfliiche 
ist durch die Beriihrungscurve vollkommen bestimmt, da zwei Flichen 
(wm — 1)'* O. im Allgemeinen nur eine C®-—) gemein haben und 
im vorliegenden Falle alsg simmtliche Punkte gemein haben miissen, 
Die Wiederholung des Verfahrens fiihrt auf die tibrigen Polarflichen 
“Saat Manes eee 
von denen also jede durch die Beriihrungscurve des vom Pole an die 
vorangehende gelezten Tangentialkegels geht und durch diese Curve 
bestimmt ist. 

Es ist bemerkenswerth, dass man durch Schneiden mit einem 
linearen Raum R,,, wo m <p, welcher den Pol enthilt, auf eine 
Grundfliche mit ihren siimmtlichen Polaren gefiihrt wird, da hieraus 
die MéglichkeM™entspringt die Polaren ohne Hilfe des R,4, zu con- 
struiren, indem diese Flichen durch die Gesammtheit der construirten 
Schnittcurven im Biindel der R,-; des Pols iiberdeckt wird. Im ge- 
wohnlichen R, z, B. werden die Polarfliichen von den Polaren der 
ebenen Schnittcurven, von denen jede in ihrer Ebene construirt werden 
kann, erfillt. Nur fiir den R, erleidet diese Methode eine Ausnahme; 
wir miissen tiberhaupt noch zeigen, dass die Polarpunkte zu einem 
Grundsystem G" und einem Pole wirklich bestimmt sind, was nicht 
direct ersichtlich, da die Beriihrungscurven, welche sonst die Polaren 
festlegen, fehlen. Man schliesst die véllige Bestimmtheit nun daraus, 
dass die Polaren aller Flichen im R,(p > m), welche durch eine 
Fliche derselben Ordnung in R,, gehen, mit diesem Raum dasselbe 
Polarensystem gemein haben. Insbesondere miissen die Polargruppen 
zu G* also auch immer dieselben sein, namlich die Schnittpunkte der 
Polaren irgend einer durch G* gehenden Fliche mit R,*). 


*) Herr Klein theilte mir den folgenden Beweis mit: Man lege durch den 
Traiger von G* zwei Ebenen und fiihre in jeder derselben die Construction der 
Polare durch; wobei die Analoge der Projectionskegel des § 7 zwei Strahlenbiischel 
sind. Dann bilden die simmtlichen Constructionslinien zwei centrisch collineare 


Figuren mit dem Triiger von G” als Collineationsaxe, da sich entsprechende Gerade 
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§ 3. 
Definition der verschiedenen Polarflichen durch Elemente der Grundflaiche. 


In R, konnte die véllige Bestimmtheit der ersten Polare einer Gruppe 
G" nur durch Heranziehung héherer Mannigfaltigkeiten eingesehen 
werden, die geometrische Bedeutung der verschiedenen Gruppen !P*—! 
etc. ist nicht direct erkennbar. In R, ist wenigstens die erste Polare 
'P»-!, als Curve, welche die Beriihrungspunkte des Tangentenbiischels 
aus dem Pole enthilt, zu erkliiren, aber die Schnittpunkte der tibrigen 
Polaren mit der Grundcurve haben keine geometrische Bedeutung. In 
R, tritt noch die zweite Polare fiir eine Fliche hinzu, indem sie nach 
3. aus der Beriihrungscurve n(n —1)O die n(m— 1) (n — 2) Beriihrungs- 
punkte der dreipunktig beriihrenden oder’ Haupttangenten ausschneidet, 
welche auch umgekehrt die zweite Polarfliche definiren. Die Polaren 
der Flichen dritter Ordnung in R, werden also gerade noch simmtlich 
durch Elemente der Grundfliche definirt. Und, man fiadet leicht 
weiter, dass dies im R, bei der (n—1)dimensionalen Fliche n'e O. 
ebenso der Fall ist, dass man nimlich allgemein sagen kann: 

4. Die erste Polare von P in Beaug auf die (n — 1) dimensionale 
Fliche n'* Ordnung im R,, enthilt die Beriihrungscurve n(n — 1)" O. 
und (n — 2)’ Dimension des vom Pole an die Fliiche gelegten (n — 1) 
dimensionalen Beriihrungskegels, — die zweite Polare die Beriihrungs- 
curve n(n — 1) (m — 2)" O. und (n — 3)" Dimension des (n — 2) dimen- 
sionalen Beriihrungskegels der 3punktig beriihrenden Haupttangenten, — 

. die r° Polare die Beriihrungscurve n(n — 1)... (n — rj" O. und 
(n — r — 1)" Dimension des (n — r) dimenslension pA thie ke 
der (r + 1) punktig beriihrenden Haupttangenten,*) — - - - die letete Po- 
lare die Gruppe der n! Beriihrungspunkte von eben so vielen n-punktig 
beriithrenden Haupttangenten. Jede dieser F lichen ist durch die genannten 
Elemente bestimmt. 

Aus dem Schlusssatze von 3. ziehen wir aber weiter das fiir die 
Folge wichtige Resultat: 

5. Die (n —r)* Polare eines Punktes der Beriihrungscurve der 
von einem Punkte P an die Fliiche gelegten (r + 1) punktig beriihrenden 
Haupttangenten (welcher also auf der r'" Polare von P liegt), one 
diese Tangenten, d. h. die Fliche geht durch P. 

Denn, legen wir durch eine solche Tangente eine Shceai so 


auf ihr schneiden. Folglich sind auch die beiden construirten ebenen Curven 
(n—1)'et O. centrisch collinear, was ein Zusammenfallen ihrer Schnittpunkte mit 
G" nach sich zieht, d. h. die beiden von einander giinzlich unabhiingigen Con- 
structionen fiihren auf die niimlichen Polarpunkte w, z. b. w. 

*) Es mége gestattet sein, dies Wort hier beizubehalten. 
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schneidet sie die Curve des Satzes 3. aus. Um nun zu zeigen, dass 
nicht nur Punkte obiger Beriihrungscurve, sondern alle Punkte der 
ren Polare ihre (n — r)" Polaren durch den Pol senden; beschiiftigen 
wir uns zunichst mit der ersten und letzten Polare, also mit dem 
Specialfall + — 1, fiir den das Gesagte leicht erweisbar ist. 


§ 4. 
Die Reciprocitét zwischen der ersten und letzten Polare. 
Nehmen wir, der leichtern Anschauung wegen, eine Flache n'* O, 
im gewohnlichen Raume. Die ersten Polaren 'P*-' und 'Q"—! zweier 
Funkte P und @Q schneiden die Flaiche in den n(m—1)*? Beriihrungs- 
punkten der durch die Gerade PQ gehenden Tangentialebenen. Eben 
desswegen gehen auch die Polaren aller tibrigen Punkte von PQ durch 
diese Punkte, und da jene Flichen also mehr als (nm — 1)* Punkte 
gemeinschaftlich haben, so haben sie eine ganze Curve gemeinschaft- 


lich, und Bilden ein Biischel, Einer zweiten Geraden, welche mit PQ 
in einerlei Ebene liegt, entspricht ein zweiter Biischel und je zwei 
solche Biischel, wie sie zweien der Geraden dieser Ebene zukommen, 
haben eine Flaiche, namlich die Polare ihres Schnittpunkts gemein, 
d. h. die Polaren aller Punkte einer Ebene bilden ein Netz. Nun ist 
die Beziehung zwischen Pol und erster Polare eine durchaus eindeu- 
tige, denn wenn iiberhaupt eine Fliche (mn — 1)" O. erste Polare sein 
soll, so miissen die simmtlichen Tangentialebenen lings ihrer Schnitt- 
curve mit der Grundfliiche einen Kegel umbhiillen, dessen Spitze dann 
der Pol ist. Es bilden also auch alle ersten Polaren durch einen 
festen Punkt ein Netz und jedem solchen Netz von ersten Polaren 
entspricht eine Ebene als Ort der zugehdrigen Pole. Endlich, da je 
zwei solche Netze einen Btschel gemein haben, niamlich denjenigen, 
welchem die Schnittlinie ihrer Polebenen entspricht; bilden die simmt- 
lichen ersten Polaren ein lineares Flichensystem (n — 1)'* O. und 
dritter Stufe. 

Fir eine Ff’, im gewodhnlichen R, zeigen wir schon jetzt leicht, 
dass die Polebene aller durch einen Punkt P gehenden ersten Polaren 
die 3 — 1 = 2% Polare ?P' ist. Wissen wir doch aus 5. von den 
3-2-1 Beriihrungspunkten der 6 H.upttangenten aus P, dass sie ihre 
ersten Polaren durch P schicken, und da nach 5. diese Punkte auch 
in der 2'* Polarfliche liegen, so sind beide Ebenen nicht von einander 
verschieden. Fiir eine Flaiche »'** Ordnung folgt aber dasselbe, wenn 
wir sie nur (m — 1) Dimension im R, voraussetzen. Diese Ueber- 
legungen fiihren dann zu dem allgemeinen Satze: 

6. Alle ersten Polaren einer F," im R,,, bilden ein lineares System 
n'** Stufe; die siimmtlichen ersten Polaren, welche durch einen Punkt P 
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gehen, bilden ein lineares System (n — 1)" Stufe und die zugehdrigen 
Pole liegen auf einer Ebene, der (n — 1)" Polare *-\P!_, von P, und 
umgekehrt, alle (n — 1) Polaren der Punkte einer ersten Polare gehen 
durch den Pol dieser Fliiche, — oder kurz: Geht die erste Polare 'P»-* 
von P durch Q, so geht die (n— 1) Polare “—%Q' , von Q durch P 
und umgekehrt. 

Die Richtigkeit dieses Satzes fiir einen Raum niederer Dimension 
erhellt nach pag. 560 durch ,,Schneiden“ mit einem solchen, welcher 
durch den Pol geht. 

Riickt nun P mit Q zusammen, so hat man specieller: Geht die 
erste Polare durch ihren Pol, so thut es auch die (m — 1)", und um- 
gekehrt, dann aber ist es, wie durch folgende Betrachtung einleuchtet, 
mit allen iibrigen der Fall. Enthalt.namlich irgend eine r Polare 
ihren Pol, so gehen nach 2. ebenfalls durch ihn die (r+ 1)'*, (r+2)' 
-++(m— 1)", und folglich nach dem soeben ausgesprochenen Satze 
auch die erste, und dann — wiederum nach 2. — auch alle folgen- 
den, d. h. 

1. Geht irgend eine Polare durch ihren Pol, so thun es alle tibrigen 
desselben Poles, sowie die Grundcurve(wie sofort gezeigt werden soll) auch. 

Dass in diesem Falle die Grundcurve durch den Pol geht, ergiebt 
sich mit Hilfe- des Chasles’schen Correspondenzsatzes. Sei niimlich 
G" eine Punktgruppe auf einer Geraden R,, und 'P*—' die erste Po- 
lare eines Pols P, so hat man auf der Geraden die Correspondenz 
(mn — 1,1) mit (n — 1) +.1 = Coincidenzpunkten. Aber diese An- 
zahl wird schon durch G" absorbirt, es ges¢hieht also sonst nirgendwo, 
dass ein Pol auf seiner Polare liege. 

Es ist nun leicht die Anzahl w der Pole anzugeben, welche einer 
(n — r)'" Polare *-"P* von G" zukommen. In der Correspondenz 
(r, #) sind nur die Grundpunkte Coincidenzpunkte, folglich ist 

r+ec=n 
Ln — 1. 


Der (n — r)'" Polare kommen also auch n — r Pole zu. 

Lisst man nun die Gerade um einen der Punkte P der (n—r)'" 
Polare einer F'™_, im R,, sich drehen, so erhalt man in jeder Lage 
n —r Pole, d. h, dieselben erfiillen eine Flache der (n — r)' Ord- 
nuvg und diese ist mit Riicksicht auf 5 die r'* Polare von P. D. h. 

8. Geht die r° Polare eines Punktes P durch einen Punkt Q, so 
geht die (n — r) Polare von Q durch P. 

Hiermit kénnen wir fiiglich unsere Untersuchung schliessen, da 
aus diesem Satze die Theorie in bekannter Weise rein geometrisch 
weiter gefiihrt werden kann. 


37* 
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Schlussbetrachtung. 


Mit der Einfiihrung des Begriffs einer Fliche n‘* Ordnung, als 
einer Fliche, welche von jeder ‘teraden in » Punkten getroffen wird, 
ist die Richtigkeit des Fundar: .ntalsatzes der Algebra sofort voraus- 
gesetzt, von dem dann das Bezout’sche Theorem und das Chasles’sche 
Correspondenzprincip nur geometrische Kinkleidungen sind. Vom letz- 
tern wird bei den vorstehenden Entwickelungen in vollem Umfange 
Gebrauch gemacht; hingegen sind die aus dem erstern sich ergebenden 
Ordnungszahlen der auftretenden Schnitteurven, Tangentenkegel etc. 
fiir die Bestimmung der Polaren selbst nicht von Belang. Vielmehr 
werden aus der analytischen Geometrie nur die Siitze: 

1) Durch die Schnittcurve zweier Flaichen derselben Ordnung 
gehen unendlich viele, ein Biischel von Flichen, jede dieser Flichen 
ist durch einen weitern Punkt, durch den sie gehen soll, bestimmt 
(pag. 558); 

2) Gehen durch den Schnitt einer Fliche n'** Ordnung mit zwei 
Flichen m'e* Ordnung, wo m < , unendlich viele Flichen m' Ord- 
nung, so bilden diese ein Biischel (pag. 562); 

3) Durch die Schnittcurve einer Fliche n'* Ordnung mit einer 
Fliche m*‘* Ordnung wo m < m geht nur die eine Fliche m'e Ord- 
nung oder allgemein, fiir beliebig ausgedehnte Riume, — durch die 
Schnittcurve von r Fliachen der bez. Ordnungen n, > n, > n,... > M, 
geht nur die eine Flache m,'* Ordnung (pag. 561); 
heriiber genommen. Dieselben reichen aus bis zum Beweise des ersten 
Theils vom Satze 7, erst beim Nachweise des zweiten Theils: 

Geht irgend eine Polare durch den Pol, so liegt derselbe auch 
auf der Grundfliche ; 
wurde das Correspondenzprinzip herangezogen. Auch dieser Satz hiitte 
sich zwar noch ohne jenes Princip ableiten lassen; da dasselbe jedoch spiiter 
nicht entbehrt werden konnte, so wurde es sofort zur Hiilfe genommen. 

Der Beweis besteht nun in Folgendem. Angenommen, die Polaren 


einer FY im Ry, gehen durch den nicht auf der Fliche liegenden 
Pol. Der Schnitt des Systems der Grundfliche und ihrer Polaren 
mit dem linearen R, der letzten Polare, giebt dann eine Fi, 
deren simmtliche Polaren, mit Ausnahme der letzten, durch den Pol 
gehen, wihrend die letzte véllig unbestimmt ist. Auf der letzten Po- 
lare befindet sich nun nach 4. eine ganze Curve von einer Dimen- 
sion, bestehend aus Punkten, in denen Kegelerzeugende m-punktig 
beriihren, da die letzte Polare, welche im Allgemeinen die »! solcher 
Punkte ausschneidet, unbestimmt ist. Es folgt aber aus der mit- 
getheilten Construction der Polaren, dass in einer Gruppe von 
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conseeutiven Punkten, so lange der Pol nicht selbst in sie hineinriickt, 
auch alle Polaren vereinigt sind. Also auch von der letzten Polare 
giebt es unendlich viele bestimmte Punkte. Die Annahme war also 
unméglich, der Pol muss auf der Grundfliiche liegen. Damit ist dann 
zugleich fiir den Specialfall der Correspondenz (n — 1,1) der Nach- 
weis ihrer » Coincidenzpunkte gefiihrt. Schreiben wir 

f(n — 1,1) =n. 
Bezeichnet weiter « die Anzahl der Pole einer (mn — r)'" Polare, so 
ist auch 

f(r, x) =n 

und zwar muss die Function ,,f“ fir alle ganzzahligen Werthe von 
r<m auch ganze @ liefern. Stellt man nun als Axiom hin, dass 
die Function algebraisch und symmetrisch in Bezug auf r und @ sei, 
so folgt auch, dass sie linear sei; denn fiir alle Ausdriicke hohern als 
ersten Grades lassen sich stets Werthe von r angeben, deren zugehorige 
x nicht ganzzahlig sind. Folglich: 


f(r, z)=r+a2=—n, 


worin das Correspondenzprincip liegt. 


Hannover, den 9, Mai 1885. 














Bemerkung zur Theorie des Doppelintegrales. 
(Auszug aus einem Schreiben an Herrn F. Klein.) 
Von 


Axe, Harnack in Dresden. 


Im ersten Heft dieses Bandes der Annalen behandelt Herr Stolz 
einige Siitze tiber das Doppelintegral, wobei insbesondere die Berech- 
nung desselben durch zwei aufeinander folgende Integrationen erdrtert 
wird. Herr Stolz giebt dafiir den folgenden Satz (pag. 93): 

» Wenn die endliche Function f(x, y) in dem Gebiete F (das eine 
convexe Fliche mit den fiussersten Abscissen a < a’ und den iiussersten 
Ordinaten b < b’ sein mége) ein eigentliches Doppelintegral J zuliisst 
und wenn f(«, y) als Function von x auf jeder zur X-Axe parallelen 
Sehne von F’ (mit Ausnahme allenfalls der einem Systeme von Werthen 
Y, das im Intervalle (b, ’) den Inhalt 0 hat, entsprechenden Sehnen) 
integrirbar ist, so ist die auf solehe Art erhaltene Funktion von y 


© (y) — fre, yaa, 


wo « x” die Abscissen der zur Ordinate y gehérigen Punkte des Randes 
von I’ bedeutén, im Intervalle (, b’) integrirbar und zwar hat man 


7 
Jf (y)dy = J.“ 
b 


Die zweite Bedingung motivirt der Verfasser damit, dass aus der 
Existenz eines Doppelintegrales nicht hervorgehe, dass f(a, y) bloss 
fiir discrete Werthe von y hinsichtlich x nicht integrirbar zu sein 
brauche, dass also eine darauf beziigliche Bemerkung in meinem Buche 
(Elemente der Differential- u. Integralrechnung, p. 313) unrichtig sei. 

Da dieser Einwand auf einem Missverstiindniss beruht, und da 
durch die zweite Bedingung des Herrn Stolz der Inhalt des Satzes 
wesentlich eingeschriinkt wird, bitte ich mir eine kurze Erérterung 
meiner Behauptung und ihrer Folge zu gestatten. 
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An der citirten Stelle habe ich gesagt, das Integral kann nur fiir 
eine discrete Mannigfaltigkeit von Werthen seine Bedeutung verlieren. 
Dieser kurze Ausdruck erschien mir bei einer beiliufigen Bemerkung, 
die sich in einer Parenthese befindet, statthaft, weil dort der allge- 
meinste Fall von dem Beweise eigentlich ausgeschlossen war (siehe 
die Bemerkung pag. 311 unten), und weil ich damit nur andeuten 
wollte, dass die Methode, welche ich fiir beschriinkende Voraussetzungen 
ausfiihrte, auch fiir den allgemeinen Fall anwendbar bleibt. Genau 
gesprochen muss es heissen: Nur fiir eine discrete Mannigfaltigkeit 
von Werthen wird das Integral derart unbestimmt, dass die Differenz 
seiner Unbestimmtheitsgrenzen oberhalb irgend einer bestimmten, beliebig 
kleinen Grosse liegt. 

Auf diesem Satz beruht die Méglichkeit, jedes Doppelintegral auf 
zwei successive Integrationen nach x und nach y zuriickzufiihren, so- 
bald nur die Randcurve des Gebietes von keiner Parallelen zu den 
Coordinatenaxen in unendlich vielen Punkten geschnitten wird; denn 
dieser Umstand wiirde zum mindesten eine besondere Untersuchung 
nothwendig machen. 

Indem ich hinsichtlich des vollstaindigen Beweises auf den zweiten 
Band meiner Bearbeitung des Lehrbuches von Serret (pag. 282) ver- 
weise, woselbst ich die friiher gegebenen Andeutungen ausgefiihrt habe, 
will ich hier nur den erwahnten Hilfssatz beweisen, der dort nicht 
mehr explicite vorkommt. 

Aus der Existenz des Doppelintegrales 


f f(@,y) dx dy 


geht hervor, dass sich alle die Stellen, an denen die Schwankungen 
G — g der Function f (~, y) grésser sind als eine bestimmte beliebig 
kleine Grésse, in eine endliche Anzahl von Theilgebieten eiuschliessen 
lassen, deren Summe beliebig klein gemacht werden kann. Es ist dann 


lim >) >) (@ — 9) Aa Ay =0. 


Auch wenn man lings des Randes die durch die Randcurve zerschnit- 
tenen Rechtecke mit dem Werth Az Ay in diese Summe einfiihrt, 
gilt diese Grenzgleichung. Betrachtet man nun bei einem bestimmten 


Werth von y das Integral 
Jtewaz, 


welches sich von dem einen zu y gehérigen Randpunkt 2 bis zum 
anderen x” erstreckt, so liegt der Werth dieses Integrals zwischen 
den Grenzen 2GAwz und YgAz. Man erhilt dieselben, indem man 











Axet Harnack. 
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das Intervall von « bis zu 2” in beliebig kleine Theilintervalle Ax 
eintheilt, und mit G und g jedesmal den gréssten und kleinsten Werth 
bezeichnet, welchen f(x,y) im Innern oder an den Grenzen solch 
eines Theilintervalles erhalt. Diese beiden Werthe seien mit G,—<IGAx 
und g, = XgAz bezeichnet; durch Verkleinerung von Az kénnen sie 
einander bis 2u einem gewissen Werth geniihert werden, Der schliess- 
liche Unterschied ist die Unbestimmtheitsgrenze des Integrales; sie 
werde mit U, bezeichnet. Unsere Behauptung besagt nun, dass alle 
die Stellen y, an denen U, grésser ist als eine bestimmte endliche 
Grésse, eine discrete Mannigfaltigkeit bilden. Wire dieses nicht der 
Fall, so kéunte TU,Ay nicht beliebig klein gemacht werden. Dann 


koénnte aber auch 
Day D o—as 


nicat beliebig klein werden; denn es ist 


> (@—g)Ax> U,. 


Das Beispiel von Herrn du Bois Reymond, auf welches Herr Stolz ver- 
weist, ist eine Bestiitigung meines Satzes in dem hier erliuterten Sinne. 
Vor allem wichtig aber erscheint mir, dass man an dem Ergebniss 
festhalten kann, das iiberdies auch schon vor meinen Untersuchungen, 
wie ich glaube, volle Geltung hatte: Ein jedes Doppelintegral ist bei 
endlichem Werthe der Function und bei hinreichend einfacher Gestalt 
der Randcurve auf zwei successive Integrationen zuriickfiihrbar. 


6. September 1885. 
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Ueber Thetafunctionen, deren Charakteristiken gebrochene 
Zahlen sind. 


Von 


Martin Krause in Rostock. 


Im Folgenden soll die Theorie der Thetafunctionen zweier Ver- 
iinderlichen behandelt werden, deren Charakteristiken gebrochene Zahlen 
sind. Zuniichst sollen die Haupteigenschaften und die Parameterdar- 
stellung derselben gegeben werden, dann die Fille n = 3 und n=5 
niher durchgefiihrt werden. Es ergeben sich hierbei eine Reihe neuer 
Beziehungen zwischen den eingefiihrten Thetafunctionen, deren Argu- 
mente Null sind. Hieran soll sich die Entwickelung einer Reihe all- 
gemeinerer Relationen schliessen und diese dazu gebraucht werden, 
um die Fourier’schen Reihen fiir die Potenzen und Producte der ge- 
wohnlichen Thetafunctionen in einfacher Weise darzustellen. Soweit 
dem Verfasser bekannt, sind diese Untersuchungen neu. Endlich sollen 
dann die Prym-Krazer’schen Thetarelationen auf eine directe und 
einfache Art entwickelt werden. 


§ 1. 
Einfiihrung der allgemeinen Thetafunctionen. Eigenschaften und e 
Parameterdarstellung derselben. 


Wir definiren: 


(1) Ba (% f| (V,, U2) = Be Hi (v; , %) ani (¢] ((v)) = 


2 tig, h 
b (2042 +h 1 t2 tx) 
e? 92(v, Seat htes v + fesect fete) 





wobei a den Index einer beliebigen gewéhnlichen Thetafunction be- 
deutet. Dann lauten fiir den Index 5 die Fundamentalgleichungen (2): 
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4; [2] (x, + 1,0.) =e oi AAC V2), 
4, [g] (%),%+1)= = . o, [2] (Y%, %), 
9; f (0) + Ty, + Ty) = ‘ia 9; [Z werner, 


—2h, ni 
n ° 
a H+ Tin, V2 + T2) = . o; [?] (01, V2) E~*F Rest en), 











(v 
4, [2] (w + Mit weeth’ y+ sitet se sath) 


1 te 
a? o,[f r ace V9). 

Hierzu kommen dieselben Differentialgleichungen, wie bei den gewdhn- 
lichen Thetafunctionen. Bei der Vermehrung um halbe Perioden gehen 
die Functionen mit dem Index 5 in die Functionen mit anderen In- 
dices tiber. Der Uebergang ist der analoge, wie bei den gewohnlichen 
Thetafunctionen, nur treten noch 2n'e Einheitswurzeln als Factoren 
hinzu und zwar bei der Vermehrung von v,, v, um resp. 


_ 
Sor ( 20, +24, +24) +9) #,,+93%,,) 
1 


wep @ 2 by 2 Sy ey ee. ey ee, tia + Tee, 
+ ’ 2? 2? 2° 3’ 2 2’ 2? 2 
. ee i a eee ee ee ee ee. ee ee 
2 =", @? @° § iit 2° 3 sf 6S sf = 
Tig) = Tan 1 Ti Ti2 1 Ti2 Tee Ti2 1 Tee BR», 
—— 2. — “So :? = Fe = 
su a ‘0 Ta t TH Tie 1 tz Toe 1 
+E PTT Pp P+ Pz 
der Factor 
_ #iw 
n 
e ’ 


wobei @ resp. gleich ist: 


913 923 Di + G23 Mys Bes ey thas Gy tgs Gab as G1 + G2 + 3 
91 + has Got hay Gr thy A hes Ji G2 Mas Got hy + ha} 
91 + G2 + hy + hy. 

Die noch fehlenden Beziehungen sind aus den aufgestellten leicht ab- 
zuleiten. Es sind hiermit diejenigen Thetafunctionen eingefiihrt, deren 
Charakteristiken sich aus 2n'*! ganzer Zahlen zusammensetzen. m soll 
von vornherein als ungerade Zahl angenommen werden. 
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Aus den soeben definirten Thetafunctionen lassen sich dann auf 
unendlich mannigfache Arten Thetafunctionen n'** Ordnung bilden. 
Derartige Functionen sind z. B. die ne" Potenzen einer jeden Func- 
tion, die Producte zu jen: 


T[*. [Zon, 
> n= = Dh = D>h= = Dh = 0 mod. n 
ist u. s. f. 


Solche Thetafunctionen m'** Ordnung kénnen aber nach bekannten 
Regeln durch die gewdhnlichen Thetafunctionen ausgedriickt werden. 
Greifen wir z. B. die gerade Function heraus: 


; (v, + -; M+ +<)'+ 9; (», + 
=, (0+ 5) +4, (0+ *—*)f =F (a, »), 


so geniigt dieselbe der Gleichung: 


(3) F(X» %2) => eB; ((v))" « By ((v)) + Boy ((v))™ - Byy ((0))*, 
wobei: 
&tatataoHn-ea+-ySat+e=—V0mod2 &<4 ist. 


Durch Substitution halber Perioden ergeben sich aus dieser Glei- 
chung 15 weitere, die die Form haben: 


9 (0+ 5) + (+ YN 
= Da i. Hy, ((v) + By (WI + Hy ((O))" + Hy, ((W)). 


Wir dividiren diese Gleichungen durch @,((v))" und setzen an Stelle 
der linken Seiten resp.: 


(oe) (Ges) BP (Caters) WA Cao) 


a((e+ 4) aceon” o((4 = 85((0))" 


Fiihren wir dann die Argumente der hyperelliptischen Functionen 
ein, genau so wie es in einer Arbeit des Verfassers im 3'" Bande der 
Acta mathematica geschehen ist, indem wir setzen: 

u, = K+, + K+, 

Uy = Ky, - 0, + Ky + %, 
so nehmen die Gleichungen bei bekannter Bezeichnungsweise die 
Form an: 


bei denen 


n—1 n—i\y 
» %+ 
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1 n 
_ 4, ((v-+ — 
(7) ala (u, + Fat Ss ay pe es + Fn) aia: (( aot )) 


> 


a, ((o+ 
+ ale(u, + (n—1) Sut Ke, y, 4 (n—1) Kat Kay: “Ce )y 


at 3 > ay 1" + aly, ((u))* + aly, ((4))* + Oly, ((u))* + Oly, ((u))*- 


In diesen 16 Gleichungen sind die Gréssen 2,, deren Zahl “tt 
betriigt, Constanten, die durch Reihenentwickelungen der hyperellip- 
tischen Functionen auf der rechten und linken Seite auf unendlich 
mannigfaltige Weise bestimmt werden kénnen. Sie setzen sich rational 
aus den Thetafunctionen zusammen, deren Charakteristiken gebrochene 
Zahlen und deren Argumente Null sin?. Zwischen diesen Grdssen 
selbst ergeben sich unendlich viele Beziehungen. Mit Riicksicht auf 
die Parameterdarstellung der gew6hnlichen Thetafunctionen ergiebt sich 
hieraus die Parameterdarstellung der von uns eingefiihrten Thetafunc- 
tionen. Wir erhalten dabei das Resultat, dass der Quotient je zweier 
unserer Functionen sich mit Hiilfe einer n*™ und Quadratwurzeln aus 
zwei von einander unabhingigen Grossen darstellen lassen muss. 


§ 2. 
Der Fall » = 3. 


Wir nehmen jetzt den speciellen Fall n = 3. 
Fiir denselben wird: 


(1) ((v+ DD) + 0,((0 + 2)) =, 8, (e+ 24-5 ((0)) 1 ((0))? 


+ 25, ((v)). Fo9((v))? + 2, 45 ((v)).B5, ((0))? 
+2, - 9; ((v)). Fy ((v)) - B34 ((0))- 
Durch Substitution halber Perioden ergeben sich fiir die Nullwerthe 
der Argumente folgende Glei.uungen (2) 


2-0,((5)) =2, 98 + a,.9; Oa, 29,,((4)) =a. 08+, 954.95, 
~2..99((4)) ar, .Pot-+-2%5.995- O25, 2925 ((F)) =a, 25 — ay. Oyq B05, 


~ 2.9, ((4))'=2, 06 — 2.0, i, 204 ((2)) =a, .i-+2,.0,,.92, 


3 9 
2.9, (=)) 2, Be + aq By. Dt xy 9p. Oe + 2.9.3 
+ a5. Fo. .Pyo, 
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1\3 3 
— 2.8 ((F)) 2, Oo — at. 8p Bo? — 25.8 yy E+, 8p, OS" 
— 2.9 9». By, 
1 2 
—2.8, (4))=2,.95—2,.0, .92—2,.0, 00 +2,-, 9) 
— %5. Bq, . Fy. F10, 
1\\3 
2.8 50((4)) ay 13 Hy. yy 2? ty. Diy Dut + ay. yy De? 
+2, . 85, .3,.9,. 


Hieraus ergeben sich die Werthe der Constanten: 


ce Recme Ba 











pe ous) 22 eG) a 

’ 0,914: (#,'+ Of) 

ga oe *o((s)) 28+ 2-835((5)) 8 
O25 (9.5 + 9,8) “ee 
tite coe XO) ea — 2-0 ((G)) 8 


35: *De4 (9,4 — ne as) 


Die Constante x, ist aus einer der vier letzten Gleichungen des Sy- 
stemes bestimmt. Zu gleicher Zeit ergeben sich die Thetarela- 


—9u((F )y’ 9+ 925((5)) )y’ Gn +O (J -)) D5, = 9, (G )y’ 5;, 
—a%,(G .))’: Py 7» ( (7) +94 (GG y’ 3,=8; ((<)y’ 9; 
—4@, (2) Oy +4, (DY: 4+ 95, (4) P4=%((5)) "9, 
(3) } 9((5)) 9% —F((G)) =a, (80° + B01) — 5 Dos Py 

+ 2,-95°- Os, 
o((1))-0,—2, (A)Y-0, 2, (0e-+.0) 425-0708 
+-2,+ 95" Osi, 
8,(( ; )y a) — 912((5))-*. =2,+ (Go — 913) +2, Oe Oi 


\ — 4, +Do3- Oa5. 
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Durch Differentiiren ergiebt sich fiir die Nullwerthe der Argumente, 
— was links durch den Index 0 angedeutet werden soll — das Glei- 
chungssystem (4): 


S| 


2 3 , 
G % [®% ((° + 3)) |, = (— 25-4 +4,-4°) als (ui)y 
+2; Oy, : a1, ‘als (ui), ’ 
—( 2-8 +2,- #14) als (Ui)g 
+2, -3,-9,,-al5 (Wi)o; 


| = ( Ly» Pog — a, Pas) aly, (Ui)y 





| vo 
ao 
Pac 
— 

2 

w 
-_~ 

< 

ate 
«| — 
Sat 
=, 
Cncanael 
—) 


| ro 
2|2 
=F 
&p 
4 
_-~, 
-_ 
s 
es | 
—% 


t+ 5+ P25 -Fy5- alos (Ui)o, 
9 3 iv8 2 
a 2 [u((° + = ) = ( I+ Dog + 2, + Dos) alos (ts)o 
0 
+X, +Py5-Fos-ales(Ui)y, 


ba 
Sy) 
= 


ae sone 

= ou, [ %0a((v +> |, = ( 2y-Psi+ 24-95") aloe (ui), 
+2; ’ a, “Ds, “a h (Ui)o, 

2 4\\3 ; 

Fe Fw [ (HG) ]— Cte tay oa8) ali (ud, 


+ %;° 9; -By,-aloe(ui), . 
Dabei ist: 


— Bate (F))-2.((5)) [2 (5) ae (Ht 4), tae(%))-n], 


wenn gesetzt wird: 
K, K K; K, K 
an (Eafe, Fo the). 0i((%)), 
K, Ky K. K; . ri 
Fu; | a (™ + Sut Ke, Uy + ra = = al, (ui + = oe 


oo [% (e+ a= %- 


Die beiden Gréssen 9, und y, sind als Unbekannte anzusehen, alle 
andern dagegen als bekannt. 

Es enthalten die soeben aufgestellten 12 Gleichungen also linear 
zwei Unbekannte, so dass sie zehn neue Thetarelationen repriisentiren. 
Ks soll dieses in folgender Weise tibersichtlicher dargestellt werden. 
Wir setzen: 


Ae = al, (u, + *),: ala (Uy)y — aly (u, + *),-4 Ti.( 2, )y 





dann 
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™ dann ist, wie sich nach leichten Rechnungen ergiebt: 

” % = alia(y)o-a% (u,)y-aths ((£))-a%, (¥)), 
ty = ui-alis(u,)p-aly (u4)y-al4s((~)).a4, (*)), 
tox = alea(u)y- alu(,)y-ay ((¥))-at,4((¥)), 
Moy = — Hla (t)p- als (tt,)y-alyp ((£))- a2, (*)), 
ig oo alis(u)y-al, (u,)y-al, ((*)).a1, ((*)), 
a = — Ay? alen(u,)y-aba(H,)9-lo (¥))- a, ((¥)), 
a = — 52 -abs (t4)y-alia(u)o-at, ())-a2,(4)), 
a5 Abu (Wy)9- abu (t,)p-4hg (2))-aty(()), 


, 
Ao2 = 


13 se Do. Pu: Bor. a B. Pr 


Pad og" (4% CB) -abs((%))- 92-04 +9, 
Fah (Z))-abi(Z)): 94-%.- ), 

ai od (ala (E)) -aha((Z))- 92-05)-9y 
Taha) etn () 8-8), 


o2. 8, a. ro “(a ty (=): val, (3): 95? 914-95, 
tate(E))-ata((%)) 02-04%), 


Oe ae oa 8 (2% ((F)) 4h (FZ): Herb | 


+ ales (5) -ala((Z))- 68-122) | 


Damit sind diese Gréssen wirklich bestimmt. Wir wollen nun weiter 
setzen: 


a(S) 6G [9 @)-ae ate E(u -ete un atu), 
Ba, al (5))-%. GY [8.() e+ ate(E))(m-atiudn ns ats(my)). 
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Dann kénnen 6 der Gleichungen in die Form gebracht werden: 


(5) cg + Ay. S- Sor Pe- 9 a. Ay, 

5 
wobei &, = + 1 ist, wenn a@ gleich 1, 3, 24 ist, dagegen gleich — 1, 
wenn « die Werthe 13, 04, 02 annimmt. Die tibrigen sechs haben 
die Form: 


a2 Dig. Bog. By. By 


13 
@,.0,.92  ’ 


= ( a,:-ti—z2,-0,/) 





Fig. Foy. By. Fy 
O,. 94.92” 


42 
As=—( a,-03+2,-03) — 


12 91g. Bq - Oy. 
04 ie. us 2) 4+ Vi2-%a-Ve-Vo 
Ay =  (—2,--+2,- 923) G5 ga 


a2 . Die. Bo, - Be F 
24 2 2 x i2- ot 2 0 
Ay = — (2-5-2, -Pos) Deg. Sen ee =O 
2B Big. Bor. By . Bo 


Avge = (ay. gi ty 2) - y.9;,.92 





2° . Og Seg O,. % 


2 
A? “FP ( 2° 95! +25 Oss) ~ Oyg 0. 


Es mége nun an die Betrachtung der Function: 
(+5) ++ 3) 
noch die Betrachtung der Function: 
(+ 3) -%(@+ 3) 
angeschlossen werden. Wir kénnen jedenfalls setzen: 
(7); ((« + s)) — 4, ((v + ; yy’ = Le- Foo ((v))- Fo4((v))- Fo4 ((0)) 
+ 2X, -H;((v))- 4, ((v)).O15((W)) + Xy-Fy, ((Y)) +a ((v)) Faq ((e)) 
+ Xy+Fyy((0))-F 14 ((Y))-F13(()). 


Durch Substitution halber Perioden ergeben sich fiir die Nullwerthe 
der Argumente folgende Gleichungen: 


2-4, (G)) = — He» By + Dog - D3, 
2- #, (dy = 4° 94° Fy - 
2 + By» (Sy = 2+ D+ Dy, - 


2- (C= — 2, + By + By > 
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‘ 1\\% 
i Fis ()) = — Dy Dy +H, — Fey. Dy Hay, ,-F3,°4,, 
(8) | 
¢ 1\\8 
| 2. Dy, (( »)) = — Xz -By1- Dog By + Ly oy -Dy, +O; —ay- Byq - yy + B,. 


Mithin erhalten wir folgende Werthe fiir die Constanten: 


2. ((G)) 2. Pa((5)) 


—___, Ba _— 
Boy. Bog. yy’ , Cr a 


2.95((Z)) . 94.90 9 +2-9,((2)). On. On. On 


Bog - Dog « Dog . Oy. De. Boy ’ 
2. Pui((F)))- A Pa 42, a 
7 Bag - Dog . Do, - Oy. Oe. Diy : 


Zu gleicher Zeit ergeben sich die Thetarelationen: 


9 (2)= a (@)-*- we 8 (GG): 8-H 


Dog - Fy. Oy... Fy 


_u(($)) 284-8 — 8a(G)) 2m M8 


Pog» Bor. Fe Fog Dy, . Hy 


«(9 EOS 


Bos a, - For 


, 2 )) - On. Bo 4 2a(s y c= ae 


Bos - . Bo « Oy Dog + Boy - - Oy 














Weitere Thetarelationen kénnen durch Differenziren erhalten werden. 
Fiir die Nullwerthe der Argumente ergeben sich auf diese Weise 
folgende Gleichungen (10): 


oe [% ((v + i )|- Wy Bog + B54 > Olas (Milo + 2° Fyy-Oy4- ahs (Wi)o , 


oe [% (v + 3) |= He - Dy -D, «Als (Ui)g + Xz Pog +o,» ales (Wi) 
ft 25° Fyq°B 14-0113 (Mio Xq* Dyq + Po3 + Alaa (ido , 

. oe [*: ((v + 3) |= Hg By +H, +A Tig(Wi)y — ay +P yq+Byq-Aloa (Mido 
t H+ By By + ATs (Ui)g— %y* Boy + Dog «Alor (Mido » 

i [* ((v + 3) |= +B, -Dy -alis(Ui)o+ Lz - Dyq+Dyy+ lor (Ua) 
+ 2-9, -9,-als (ua)o, 
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a, iw,[°m(+ 3) |. 


15° Dig° Big Aly (Ui)y Ly By Py aToa (Ui), 


ay, Dy «aly (U;)y + y°Dy- Poy - alos (Ua)y , 


tw 


ou, [ Poa((v . ; ) |= eBoy Dyy Aly (Ui) Xz + Dy + Poy Alea (Ui)y 

+ xy: O,-B,-aloa(Ui)o, 
‘, ro [ .((° + ; ) |= I Voy Dy Als (Ui)g + 2z- Hy Dyy loa (Wi)o 
| fat Dy yy AUig(tei)y + Ly Bye yy + Alaa (Ui)o 5 


2 ) P 1y\\3 4 ‘ , ‘ - — 
— = [u((" +5 )) | == By Dy Dy, als (Ui) — 2,°D, Dy, > aloe (Ui)y 
, ‘ 0 
+ Vs ° D, ° a, 2" a lis (Us)o Ly ° dD, ° Da, *a lis (ti) ’ 
¢ ‘ 1 s ‘ ‘ y « Es y 
. = | Pa((° + ; ))] Lo ° Dogg Al, (Ui)y + 2; >, -Pyy-aloa(Ua)y 
' ‘ 0 


He Be, + By, alg (Ui)y + ay Dy Dy ala (Udo, 


¢ } « 1 a « ‘“ P < « ae 
av, au, [ ®u((v + )) , 6° Doq Dog Ahy (Ui)g— 2°, Dy - Alor (ti)y 


— +B, - Dy -aloa( Ui )y—Xy + Dy 9, alis (Mi)o- 


Da die Grissen y, und y,, die in diesen Gleichungen enthalten sind, 
vermoge der friiheren Betrachtungen als bekannt angesehen werden 
kénnen, so repriisentiren diese Formeln zwanzig neue Thetarelationen. 


§ 3. 
Der Fall » = 5. 


Wir kommen zu dem Fallen <5. In demselben beschriinken wir 
uns auf das eine Beispiel: 


(e+ DY +a, (4 -9Y- 
Dieser Ausdruck ist gleich: 


(1) ay. ((v))°.B, (Cw)? 4 ay. B, ((0))®. Bon ((0))® 4. ay By (0). By, ((v))? 
+ 2, ., ((v))*., (0). Pyo((v)) . Oy, ((0)) 
+a, DB, ((v)) By (C0)! fe aty BD, ((¥)) Bye ((0))* + a. By ((0)) . Dy, ((0))" 
fay. By ((0)) Pye ((0))*. By ((0))? 4 ay. ((0)). By, ((v))? .-B, ((~))* 
+ ayy. B, ((v)) . B, ((v))*? Bog (CO)? 4 2, By ((0))®- Bog ((0)) By, ((@)) 
f- yy B, ((W)) Boo ((0))® By, ((O)) FE yy By ((7)). Boo ((0)) yy ((@Q))*. 


Mit Hilfe der Substitution halber Perioden ergeben sich hieraus die 
Werthe: 
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di (9) cea) 


a2. 2,2 .(@,‘— F 


2.86 (5) wee a(S 03 


Lh = 2 - 4, 8 - (4, oe #1) 
os hasas “s (3 )) ’ a5) — 2+ Dy (( ; ) Ost 
; Oe Os" > (Vp! — Oy4) : 
mam 2-H (4)) 9+, (1) 9 
as a, Oi, ‘ (@;" ae 2!) ‘ 
ee os : 2. Pu ((, ‘yy: Bo, + 2. De (| >) . 
6 Pog - Dos. (@, — ,3) ’ 
ne 2+ Hay (; )) ?,, = ae, (5 ye 
fa" % (95! st) 


Wir setzen nun genau so wie im Falle 








Ay = al, (u, +- = ),: AL, (Uty)y —- Ale (ty + =) - dla (Ms )os 
al ale (+ ~ ),: alg(ty)y — ale (u, + “s ), -alg(uy)o, 
Aa a é. - ale (( = yy: 0, (*)) 
(« la (( = )) . (m ALi (Uy)y — Ny ALi (ay ) +4, (( *) . ae) ‘ 
Ay = 5. ale ((5 (EY 
(ale (E))- (ae atj(aedy — nee atu) + 95(%)) ef) 


Ks miissten diese Gréssen zum Unterschiede von den im vorigen 
Paragraphen gebrauchten mit einem Index versehen werden, indessen 
glaubt der Verfasser hiervon absehen zu kénnen, Die Gréssen A, und 
A® enthalten dann die beiden Unbekannten , und y, linear in sich, 
sind aber von diesen abgesehen vollig bekannt. 

Mit ihrer Hiilfe ergeben sich die Werthe der Constanten: 


2 2 2 

: : A, - 4, + Aj F534 : Aj" 9,4 — A;-8,j 

ty, =f 4 4 ’ Ly, =f 4 4 
*, = yy a; _ B53) 


38* 
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t Agy-Oy5 + Aog-F5 


L4,=—f 
" 6," is of 


; a 


f=- ~~ x : 2 Prk 
By - Fg Boy Fy Fyq- Dog -F og 


wihrend die Gréssen 2,, 2, 2) sich aus den Gleichungen ergeben: 


Ays-fi 


of ce. © -32- i= a 
Le a, + 2, “, + 2, a, ou D,. Hgy Dog. Fo, ’ 


24 
Ayy A, 


4 4 2 2 
Xs, - Bog + 2, + Dos + % + Dog - Io3— 
5 23 7 03 9 03 V23 H;. 855. 94.9 54 


x. £ 
4 4 2 2 02. fi} 
ae . Bs . 5 ° o4 == - 
L,- Dse + Ly + Bs + Xyy- Bs - Dye By. F5- Dog Des ’ 


3 3 5 
| 955.90 .95 , 
Fo, Fyn. Pog. De. Dug. Dy Oy, 


= 


Dabei sind dann die beiden unbekannten Gréssen y, und y, aus den 
Gleichungen bestimmt: 


A, - 5 + Ay, ’ Os4 gn A,, : Bus — Aj, - 33, 
(2) A, - di — A); - a) = A, : Osi + Ags - Os, 


”_ Ay, 7 25 = Ag, . os — Aj, ‘i On + A, ‘ a, 


f(adt—at).f = (G)) , *%()) 
on 





ae ay Se eu 
4 ho) _ 2% G)) 
Oss a; , 
Pe ee )) 
(3) By. yy. Fog. Dog Pog Pos 
5 5 
ep _ sayy 
a, O14 x 


1\\5 
(43 —A™).f 2. Fos ((— 

ys a —— + 
2 2 00(5)) 


Fs, 


babi C3 ) 
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Es sind dieses sechs Gleichungen, welche die beiden Unbekannten 
%,, 2 linear in sich enthalten. Dieselben reprisentiren also zu gleicher 
Zeit vier Thetarelationen. 


§ 4, 
Methoden zur Herstellung allgemeiner Thetabeziehungen. 
Die Fourier’schen Entwickelungen der Potenzen und Producte 
der Thetafunctionen. 


Analog wie die in den vorigen Paragraphen behandelten Functionen 
kénnen alle Thetafunctionen n'** Ordnung betrachtet werden, die sich 
aus unseren Thetafunctionen bilden lassen. Ueberdies ist klar, dass 
auch zwischen mehreren derselhen lineare Beziehungen existiren miissen, 
vorausgesetzt, dass dieselben als Thetafunctionen n'*" Ordnung betrachtet, 
dieselbe Characteristik besitzen. Die Constanten kénnen nach ange- 
gebenen Methoden bestimmt werden. Diese Bestimmung wird in vielen 
Fiillen durch folgende Siitze erleichtert: 

1) Leistet eine Function von v, und v, den Bedingungsgleichungen 
Geniige: 


f(», + -, v») = f(r, %), f(v, + ‘) =f(%) %), 
Z | FO; Ty VA Ty) = eH" « F(v,, v4), 
FOAM 2) VoA Tr) = EH *MCOH ED « F(Y,, v2), 


so ist sie von einer Constanten abgesehen, immer gleich der trans- 
formirten Function: 
DF (MV, , NVg, Ny, NTyo) NTo)- 


2) Leistet zweitens eine Function den Gleichungen Geniige: 
1 , : 1 . 
f (v, + rs, v») = af (v,, %), f(»,, V+ *) = Bf(%, v2), 


fy T iy Vg Ty) = HB Arta « f(y, V,), 





9 
@) F(A Tia) Va Taq) = ETP) - F(V1, Vy), 
2nip 2nig 
a=e", pB=m=e", 


so ist sie von einer Constanten abgesehen immer gleich der Function: 
APT OD . (NYE PT AAT 2, NV2+ PT 2+ 9T2)- 


Die Beweise der beiden Siitze liegen auf der Hand und sollen nicht 
weiter ausgefiihrt werden. 

Es braucht kaum hervorgehoben zu werden, dass diese beiden 
Siitze nur Vertreter zweier Kategorien von Sitzen sind, die aus den 
soeben aufgestellten mit leichter Miihe abzuleiten sind. 
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Hieraus nun folgen u. a. die Formeln (3): 
BD 


— 


3 Sho. [leor - > Si 0, [8°] 
n-1l n-1l 0 

- Qs \ 

=C, hy hy D., - fe ((v))* 


0 0 
SE. [loo 
~~ TT. [0 0 
iol 5 I]. [a hal ( 


s s n 


| S13 [ (Kt 2] 
3S HB xen 


a—l nl = 
+ am 0 me, 7 gq, O , 
22 iii As mani is >). >! ce. Bh *o, lf 1, | (Co)? 
0 0 


v0 0 


n—1l n—l 


0 le 
ch She phan, Loy 


0 0 


a—l n-1l a-l . . 
a. fb] hn. ph.g. (7° 
Cy 27h ho fag cl. Blo h, i, | (0) 
0 0 v0 
-t n—-t n—l 


whe >>} a b I cel Blo. an aK (())- 


Die Constanten ¢, die in diesen Gleichungen vorkommen, kénnen 
dadurch bestimmt werden, dass man den Argumenten einen bestimmten 
Werth beilegt. 

Diese Formeln lassen eine interessante Anwendung zu. Sie lehren 

5 

niimlich die Fouriersche Entwickelung der Potenzen und Producte der 
gewohnlichen Thetafunctionen kennen. 

In der That es ist: 

n—t n—t 
N] 2 , 0 
ah wt Bh 8, | 7, ((v))” 


7 


= Cp gq? Epy Dy (MV, — PTyy~— Tp MVzy—PTyy— JT y9) MT 4, NT yy, NT 9), 
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—2ni(p+ og) + — S tut 2pgtn+ gt) 
Eng = 


Die Constante c,, bestimmen wir, indem wir an Stelle von v, und v, 
uns gesetzt denken resp. 


1 + Pt, ate, 0, Piet ate ? 


Dann wird: « 
n—1 n—1 
>? » q 4 
(4) 0; pg = ao 9; i i,| ((0)) 
wenn 


0; = 9, (0, 0, nt), MT, MT») 
gesetzt wird. 
Demgemiiss erhalten wir die Entwickelung: 


nl n—1 n—1 
(5) -m?-0,-;(0), 0)" = >> P22} 0 ® [RE] 
+B; (MY — PT — JT jQ4 WVy— PTy2— TQ, NT yy, NT 2, MT»). 


Schon diese Formel kann als Lésung des gestellten Problems gelten, 
indessen soll sie noch in folgender Weise transformirt werden, 


0 
5°95 (Yj » V2)" — Sho, [i 1, | ( (O))"+ P20, , NVy, NT), NTyo, NTy») 


ee sg 
ins vo’ lh, hal ((O))" + p(p, 0) 
Tas > 3S > Se, i ‘| ((O))" + p(p, @) 


n—1 


+5} 3 SD Se, [h, i. ((O))"- p(p, —4)- 


Hierbei ist gesetzt: 
P( Pd) Ep + Dy (MV, ~—PT 4 — TQ) NVy— PT y— JT 9p NT, WT yy, WT 9) 
ft Fp —g Bs (MY, APT AA Ty, MVQAPT yA GT 2, MT, WT 2, MT»). 

Die Fourierschen Entwickelungen der Gréssen: 
9 (Pq) 
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aber sind leicht herzustellen. In der That, es ist: 
+o 


+a 
Do (Y, v,) = > a | my em i(mP tt 2 My Why Typ May” Top) FZ UE (My Oy + ity Vg) 
5 2 
w —o 


Setzen wir hierin an Stelle von m, und m, resp. nu, + p, ne, + 4q, 
so folgt: 
n—1l n—1 


m N“X] ’ . 
D, (0), Vp) = AP_AL 8 py 9; (n(v, + PT, + 4T 2), M(Vy+ PT, +4 To9), 


0 0 


"2 n2 n? 
M°T11) WT yo, WT). 


Jetzt werde links und rechts an Stelle der Gréssen 1,,, T,,, T,. gesetzt 





9° 9 2 Pa 
resp. —!! 24 tutte ten 2to dann folet leicht: 
- n ? n 4 n 4 5 3 
rn) mo fal) @ THA 2A, tye 2A Tag. 2A; 
(9) V5 (U1) Vr = ’ ” ’ n 
n—l n-l 
2 2aip*A, 2 2nig?*A, 
7 > 
== F,(MV,, NV, NT, ) NT yy, NT») + Se "— p(p, + See * @ (0,9) 
T i 
a—l n—l 
2 2 2x : ni, 
NW “(pas pga tq?) (PA pga +e) 
| P Ve (p, ¢ e - —(p, —q). 
4s 9(P, 4) + P(P, —4 


In Bezug auf diese Formel mége auf eine Arbeit von Herrn 
Wiltheiss im 96'" Bande des Crelle’schen Journals verwiesen werden. 
In derselben kaun an Stelle einer jeden der drei Gréssen 4,, 4,, A, 
der Reihe nach 0,1,...,2— 1 gesetzt werden. Die Functionen auf 
der linken Seite bilden dann eimen Theil der repriisentirenden trans- 
formirten Thetafunctionen, deren Fourier’sche Entwickelungen unmittel- 
bar bekannt sind. 





24 Pa +2pq date) 

Multipliciren wir diese Gleichungen mit ¢ ” und 
summiven nach den Gréssen 4,, 4,, 4,, so erhalten wir umgekehrt die 
y(p, q)-Functionen durch die transformirten ausgedriickt und damit 
die gesuchten Fourier’schen Entwickelungen. In den Coefficienten 
treten die Potenzen der Thetafunctionen auf, deren Charakteristiken 
gebrochene Zahlen und deren Argumente Null sind, daneben die 
Grosse 0,. 


Genau so kann man die Fourier’schen Entwickelungen fiir die 
Producte : 





8, ((v))* + Bya((v))? - (wv) - 5, ((v))? 

bestimmen, bei denen die Exponenten die bekannten Bedingungen 
erfiillen. Die Formen bleiben dieselben, die Coefficienten findern sich .- 
in leicht angebbarer Weise. 
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Ks hat die Lésung dieses Problems eine weittragende Bedeutung. 
Das urspriingliche Transformationsproblem lautet: Es sollen die trans- 
formirten Thetafunctionen als ganze rationale Functionen der urspriing- 
lichen ausgedriickt werden. Hier nun ist das umgekehrte Problem 
gelést worden. Es sind die urspriinglichen Thetafunctionen durch die 
transformirten ausgedriickt und damit in gewisser Weise eine Auflésung 
der Transformationsgleichungen gegeben worden. Von _ besonderer 
Wichtigkeit ist hierbei die Kinfachheit und Eleganz der Coefficienten. 
Aus den Siitzen, die wir zur Ableitung von Thetarelationen gebraucht 
haben, folgt ferner, dass wenn eine Reihe von Functionen den Glei- 
chungen Geniige leisten: 


f (e+ : , v») =f (12%), Fr, % + 1) =f, %) 
(7) fF (Oy A ty, V2 $F Typ) = eH *AECatew . F(v,, v9), 

f (0 AA 424 V2 + Taq) = ET **E Corte) . (v,, 0»), 
dann zwischen je »-+ 1 derselben mindestens eine lineare Relation 
bestehen muss. Ks wird also bei derartigen Functionen die Zahl der 
zu bestimmenden Constanten verringert — und zwar verringert im 
Vergleich zu den gewohnlichen Thetafunctionen n' Ordnung. 

Es zeigt sich diese Bemerkung vor allem bei Aufstellung der 
linearen Beziehungen zwischen den repriisentirenden Thetafuuctionen 
von Bedeutung, ist dagegen fiir die Gewinnung neuer und einfacher 
Thetarelationen von keiner hervorragenden Wichtigkeit. Wir wollen 
auf sie und analoge Bemerkungen unter solchen Umstiinden nicht niher 
eingehen. 

Zu weiteren Thetarelationen gelangt man durch den Umstand, 
dass, wenn zwei Thetafunctionen n't Ordnung, die als solche dieselbe 
Charakteristik besitzen, fiir »? Theilwerthe der Perioden iibereinstim- 
men, dass sie dann iiberhaupt tibereinstimmen miissen. 

Setzen wir: 


n n 
Qa @é » Pe 


und nehmen die Ausdriicke 
a—1 n—l 
% o1.,. = 
2} pan. & H ((0))" + @ H ((v))" 


und: 
v—1l n—l 


7 7 L @ 1 O 
2 2 ‘ilies li, hal (O) - afi, ha ((v))", 


So stimmen dieselben fiir die 2? Werthe von v iiberein: 


tu thy —tethe 
n ? n 
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Mithin erhalten wir die Gleichung: 


n—1l n—l 


(8) Dh Dre oft} co of;] @ 


0 


n—-l n—l 


= Sheol, Soor-ofh, oor. 


Genau so ergeben sich die Gleichungen: 

a—l n—1 

Dh dha o[n} Con o[;] ( 

-5h Shon at 1, | CO" ol), h. (ors 


n—1l n—1 


St Sho. mofi] on-off] or 


iu 


- Sh 3. axl. Bla. [ i ((0))" + @ [i ((v))" 


Aus diesen Gleichungen kénnen eine Reihe anderer hergeleitet 
werden. Setzen wir in der ersten derselben z. B. an Stelle von v,, v, 


der Reihe nach v, + 1 » + = und lassen h,’ und h,’ alle Werthe 


von UO bis » — 1 annehmen, so erhalten wir beim Summiren aller 
Gleichungen: 


(9) 





a—l n— 


ae S. or 95{q] 3 >> os[h| Co 


-3 Shes sli, a ((0))"- 3S Sho Lhe | 


. —" t 
An Stelle von v, und v, setzen wir liuks und rechts resp. v, +—>, 


T - 
v, + —*, so wird: 


n—1 n—1l n—t n—l 

D} dhe - 0, [7] (or Sh Sher - 04 [1, 7,] 
0 0 0 0 

a—t n—l 


= St Sho-0[h Mor Shoo oor 








a 
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Setzen wir hierin v = 0, so erhalten wir die Gleichung: 


m—l n—1 n—1 n—1 


Genau so wird: 


3S 3 Bl « 9 [7] @ ((0))" -Sh 3S. Br . 95 [ hj 2 § ((O)), 
ies} n—1 n—l 


2} 2} als. Bl. [1 ar (0) n= Sh Shes pe @ aH ((0))". 


Es kénnen diese Gleichungen zur Vereinfachung der Constantenaus. 
driicke in einigen friiheren Gleichungen dienen. Durch Substitution 
von ntel Perioden kénnen die Gleichungen in bedeutend allgemeinerer 
Form dargestellt werden, wie denn auch sie nur als Vertreter grosser 
Kategorien von Relationen dienen sollen. 


§ 5. 
Einfacher Beweis der Prym’schen Thetaformeln. 


Ks ist klar, dass ausser den Gleichungen, die im vorigen Para- 
graphen aufgestellt worden sind, noch eine Fiille anderer entwickelt 
werden kann. Es sollen diese nicht einzeln aufgestellt werden, viel- 
mehr sollen lediglich die allgemeinsten Gleichungen, die zwischen den 
definirten Thetafunctionen bestehen, mit wenigen Schliissen abgeleitet 
werden. Diese Gleichungen sind zuerst von den Herren Prym und 
Krazer in ihrer fundamentalen Arbeit in den Acta mathematica 
(Band ILI) aufgestellt worden. Wir setzen dazu: 


nu, = at 4--- 4 Van» 
nu, = re +--+. iy Vans 
NUsn = Vy +.- ea aie 
n uy = (1—n)v,’ Sein Cin, 
Uy =v, +(l—m)v, +--+ Van, 


NUzn =v, + vy ++--+(l—n)vin, 
und bilden zunichst das Product: 


2a 
F(v,, %) - H(v, v,) +++ B(Van, Ven) =f Jo, M%). 
L 
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Betrachten wir dieses Product als Function von v; und v,; und 
bezeichnen es als solche durch f(v;, v;), so leistet es den Gleichungen 
? ? 5 

Geniige: 

f (vi + 1, v;) _— f(w, vi), fv, ve + 1) os f(%, vi), 
(1) FV A ty, OF Tq) = e- HAMT™ f(y, vf), 

F(A Thay VF + Tq) = e- HPT) F(Y;, 0;). 
Diese Gleichungen bestimmen es bis auf eine von v;, vj unabhingige 

g ’ gig 


Constante. 
Bilden wir andrerseits das Product: 


zs - Mig, .h 
[Je , . 2%, %] (u;, Wi), 
1 


wo die Zahlen g und h beliebige Werthe von 0 bis n — 1 bedeuten 
kénnen, und sehen diesen Ausdruck als Function von v; und v; an, 
so geht er bei Vermehrung von v; um 1 iiber in: 


= wee 9; 

‘L? 5th,+1 i: (ui, wi’) . 

Dabei ist klar, dass wir, ohne der Richtigkeit Abbruch zu thun, an- 
nehmen kénnen, dass auch h, + 1 eine der Zahlen von 0 bis n — 1 
bedeutet. Hieraus folgt, dass die Summe: 


3S. ie * ran . o, H (ui, Ui ) 


als Function von v; und v; aufgefasst ungeiindert bleibt, wenn v; um 
1 vermehrt wird. Genau so folgt, dass die Summe: 


NS S, ; 2 (91 da+ galid 
—_ Firs Joho ¢ ‘ 
2} >! [Je rs - AA (ui, ui) 


ungeandert valle, wenn ein beliebiges der Argumente v;, vj; um die 
Einheit vermehrt wird. aenaued we endlich die vierfache Summe 


30 ist idee, dass pad it Function von v; und v; aufgefasst den 
vorhin aufgestellten charakterisirenden Gleichungen Geniige _leistet. 
Da nun i eine beliebige der Gréssen 0... — 1 bedeutet, so folgt 
die Gleichung: 


2n n—1 n—1 n—1 


foes BBS ST fwens P 


0 




















eal 
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Hierbei ist ¢ eine Grésse, die von den Veranderlichen u, w’ oder v, v’ 

unabhiangig ist und lediglich von den Gréssen t abhiingen kann. 
Bezeichnen wir nun die linke Seite kurz durch F’, so folgt un- 

mittelbar, dass sie den Differentialgleichungen Geniige leistet: 


2n 
oF ae: te -, 
. ‘ dof — Sa Ov y,2 4x 


ar oF . 
Sh Amiel wae 


Genau denselben Gleichungen leistet aber die vierfache Summe auf 
der rechten Seite Geniige. Hieraus folgt, dass die Constante auch 
von den Gréssen t unabhingig sein muss. Dann aber finden wir sie 
am einfachsten, wenn fiir die einzelnen Thetafunctionen ihre Fourier’- 
schen Entwickelungen eingesetzt werden. Hierbei ergiebt sich, wie 
unmittelbar klar: 


(2) 





1l—c-n? 
oder also: 


—1 n—1 n—1 n—1 = 8. grt tinad 
(3) “ [Po (5 vi) LOLS) [T>. f ] (uj,%).e ™ ; 


Es ist dieses die Gleichung 90, der Herren Prym und Krazer — fiir 
den Fall zweier Verinderlichen specialisirt. Genau so liisst sich die 
Gleichung 9, ableiten. Damit sind die Prym’schen Fundamentalformeln 
entwickelt. — # 


Rostock im September 1885. 






Bemerkung zu dem Aufsatze: ,,Notiz tiber Modulargleichungen 
bei zusammengesetztem Transformationsgrad.“ 
(Bd. XIV dieser Annalen, p. 537—544). 


Von 


JosepH GrersTER in Bamberg. 


Die in der Ueberschrift bezeichnete Arbeit*) hatte den Zweck, die 
Modulargleichungen des Geschlechtes p—0O zwischen J und J’ fiir 
zusammengesetzte Transformationsgrade aufzustellen. Dieselbe schloss 
sich an die, Kiein’sche Abhandlung:**) ,Ueber die Transformation 
der elliptischen Functionen und die Auflésung der Gleichungen fiinften 
Grades“ an. Wie in dieser, so wurde auch in jener fiir einen gegebenen 
Transformationsgrad n J als rationale Function 

@ (t) 
(1) oo H(t) 
einer Hiilfsgrisse + dargestellt, wihrend der Uebergang von J zu J’ 
durch eine lineare Tragsformation von t, niimlich 


(2) t= < 


erfolgte. Der Grad von g(t) war N, der von (rt) N — n. 


Ferner wurde dann auch der Zusammenhang dieser Hiilfsgréssen 
t mit dem Multiplicator 


Mu PITG-«) 
1 ? 
7 ello—e 


zu entwickeln gesucht. Dabei haben sich leider Unrichtigkeiten ein- 
gestellt. Auf sie kommt Herr Kiepert in seiner Abhandlung: 


,,Ueber Theilung und Transformation der elliptischen Functionen“ zu 


sprechen***). Die Quelle derselben liegt in der Gleichung (pag. 539, 
Zeile 17) 


q = ein 


*) Die Angaben von Seitenzahlen beziehen sich auf diese Arbeit. 
**) Math. Annalen Bd. XIV, pag. 111. 


***) Vergl. den vorliegenden Band der Math. Annalen, p. 369 ff., insbeson- 
dere pag. 371 daselbst. 
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(3) v(r) =k. c-¥4"-1 (2), 
welche, wie man sich aus Tabelle III pag. 541 iiberzeugt, nur gilt, 
wenn » eine Primzahl oder das Quadrat einer solchen ist. Setzt man 
(3) als bestehend voraus, so hat man einfach 
(4) ce as C- M2, 
In der That kommt aus (1) sogleich 

GF __ 9 (e)- v(t) — oe). w(t) 

dt v*(z) 
Der Ziihler dieses Ausdruckes (die Functionaldeterminante von (t) 
und w(z)) enthalt aber jeden x fachen Factor (t—«a)* (x>1) eines 
Ausdruckes g(r) + 4y(r) genau # — 1 fach, und da p = 0 ist, so ist 
der genannte Zihler bis auf einen constanten Factor gleich dem Pro- 
ducte TI(t—-a)*-". Nach pag. 538 kennt man aber diese « fachen 
Factoren simmtlich. Es treten ausser den vielfachen Factoren von 
v(t) nur noch bei J = 0 und J = 1 solche auf. Bei J = 0 hat man 


. (N—e) 3fache Factoren von g(r), bei J =1 aber : (N—se,) 


Doppelfactoren von g(t) — ¥(t). Bezeichnet men also die Producte 
der einfachen Factoren von g(t) bez. p(t) — y(t) mit e,(7) und e, (rt) 
und setzt w(t) = TI(tr—a)*, so hat man 


2 1 

~~ La TH(e)\3  (S—1)- V(t)? | 0 y-2 | ——— 
@) atm Ce) Cae Oe ee 

~ 0. Be= hv 

é(t)3 €,(t)* T(t a) 
Ferner hat man 
ari, ah’ — yt wer'yt dt’ ° 
de =(.- - re) a oc. nell_a0 3 dt => . 
€o(t')® e (x)? TH(x’ — a) 
Setzt man diese Werthe in die Gleichung 
' 7 —1)3 

6) ma—i.4a, sig- 


nat sin 
ein und bericksichtigt die Relationen*) (pag. 538) 
(7) T(t’ —«)= Const.r~ SOT —«); e)(t') = Const. te (tr): 
n ‘ . . N 
¢\(r))—=Const.r-"e,(r), "4% 24 Spt — 4, 


so erhilt man 


2. ov, BE), 
(8) M C-t o(z) 





*) Denn es ist fiir J = © auch J’= » und umgekehrt, und fiir die Wurzeln 
von é(r) bez. e,(r) ist J = J’ =0 bez. J = J’ = 1. 
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‘ir Primzahlen und Primzahlquadrate gilt Gl. (3) und damit auch (4). 
Fiir die ibrigen zusammengesetzten Transformationsgrade hat man 
d a 
v(t)—=tIT (t¢—a)’; w(t’)—Const.r—+" TT (rx—a)', 
wenn ad=vyn und ¢ der grésste Theiler von a und d ist. Daher 
kommt dann 
oo os 
(9) CM® = r—'TT'(t—a) * =M(r—a)‘ . 
Der Accent bedeutet hiebei, dass in dem betreffenden Producte der 
Factor t, der zur Zerlegung n = -1 gehért, auszuschliessen ist. 
Die Constanten C bestimmen sich fiir jeden gegebenen Fall aus 
(2) in Verbindung mit 


(10) MM’ =-, 


wo M’ sich ebenso durch r’ ausdriickt, wie M durch tr. Man erhiilt 
dann die nachstehenden Formeln. Ich habe dieselben schon friiher 
aufgestellt und an Hern Professor Klein mitgetheilt. 


> r 2t 9 2 « 
n=6,c—, 7° -2=t® 9. 312, 








t™+4 

—A4 ‘ 7 
n=8 ,t=—f,, t’ - t= = 2) y, 

t—2 

27—5 - 
— in 3 = = 92.54 M4. 
n=10, t=), T ag PM; 
= = 1,(t—6P, t—4 _ om. gi2 ype. 
n= 12, T= Tp, t (E35 ‘saa = 3? M"; 

5 t—A4 916 

n=16,t=—1f,,, t ‘> = 2 MS; 


a= 18, T=Ts5, ei. (255 ws aS — 912 34M, 


Bamberg, am 28. Dezember 1885. 














Quelques remarques sur une certaine question de minimum. 
Par 


C. Possé 4 St. Petersbourg. 


La question dont il s’agit dans cette note est intimement liée 4 
la théorie des fractions continues algébriques et ne présente qu’une 
simple application des résultats connus de cette théorie. Dans le cas 
le plus simple cette question a été resolue par Mr. Stieltjes dans sa 
»Note sur la densité de la terre“ inserée dans le Bulletin astronomique 
de M. Tisserand (Octobre 1884) par des considérations particuliéres 
et entigrement différentes de celles sur les quelles nous allons nous 
fonder. 

Soit f(x) une fonction de x toujours décroissante dans les limites 
O et 1 de x, cest a dire telle que sa dérivée f’(x) reste toujours 
négative dans les mémes limites. Supposons que la valeur f(1) de 
cette fonction pour «= 1, ainsi que les valeurs des intégrales 

1 A 
dof x?f(a)dx, ay] xif(x)ur,.,., a.=  a*/ca) dz 
0 0 u 
soient données. I] s’agit de trouver la limite infériewrs précise de la 
valeur f(0). 
Remarquant que 


fO) —f0) = —Jfr@dez, 


| 
J 


=f 2? f(x) dz = + fi) -— sare dz, 


a 


_ 


=f 2*F(2) da = = f(1) — 1 [ar (@as, 


0 


1 1 
an—| a?” f(x) dx = “ki — ee aint f(a) dx 


v0 
Mathematische Annalen. XXVI. 39 
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nous voyons qu'on peut considerer comme données les valeurs des 
intégrales 


5 = -{ 2°f (2) dz = 3a, — f(), 


‘= — far) dz = 5a, — f(1), 


1 


Cent = — fafa) dz = (2n+1)a2, — f(1) 


0 


et comme inconnue la limite inférieure de la valeur de l’integrale 


_fr (a) da. 


Cette question se réduit aisement 4 une autre dont la solution est 
connue. 
Cu sidérons lintégrale 
1 


Fs) =—f fOr 


2—a2* 
0 





en la développant suivant les puissances descendentes de z, on aura 
1 


23 f (a) dx 6, 6; Oen41 
=f _—s oe ot et + ~ 5 


e 
Uv 


F(z) = 





Posant 2? = uw, on aura 
1 


- uf’ Vu) du 
F@) = -[3 ‘—s 
° 
ou faisant O(w) = —<uf (Vu), O(w) restant positive entre 0 et 1, 
1 


7 “@(u) a ay e,,_ 
F=f ee ee ee oe ee ie 


U 






ou 
3 
a; =| ui O(u) du. 


En comparant les deux developpements de F(z), nous aurons 
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O, = Xo, O, = 1, ~~.) Opnt1 = Agi. 


D’ailleurs 


f0) -f() = fre da= — (3h Vi) pe= {GS 


On voit ainsi que la question se raméne a la recherche de la limite 
inférieure de Ja valeur de l’intégrale 


: 1 
S70 du 


étant données les valeurs de 


1 
Ct; = fvow) du 


t{=—(0,1,2,...,9—1. 

Quant a cette derniére question elle est complétement résolue dans 
tous les cas par M. Markoff dans son ouvrage ,,Sur quelques applica- 
tions des fractions continues algébriques“ publié en russe a St. Peters- 
bourg 1884. Quelques uns des résultats contenus dans ce travail ont 
été aussi publiés par l’auteur dans sa note plus récente ,,Sur la méthode 
de Gauss‘ (Math. Annalen Bd. XXV). 

Pour le cas de x pair = 2m on a le résultat suivant: soient donnés 


pour 


1 


1 1 
. . 
ty = foo) du, a, =f ue) dU, .. +) Coma = J Ww" O(u) du; 


U v 


considerons la m™ fraction convergente dans le developpement de 





1 
Jf See en fraction continue; soit ve cette fraction convergente 
0 


et 2,, 2), -. +, %m les racines de g(g). 
En désignant par Q(u) une fonction queleonque dont la dérivée 
d’ordre 2m reste positive entre les limites 0 et 1 de w, on aura 


1 


fo (w) O(u) du >>’ 2(«) ony 
« i=1 é 


0 


(Voir Math. Ann. Bd. XXV, p. 429). 
Pour appliquer cette formule 4 notre question il faut poser 


1 
2) —aS° 


Dans le cas le plus simple, m = 1, on aura 
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p(s) = 2 — 2 » ¥@)—%, 
1 


fo) —fay— f SO > ex, 


f(0) > Fa) + V'% 


ou enfin 


(3a, — f(1)}° | 


C'est le résultat de M. Stieltjes. 


Occasionellement je remarquerai que les formules 
+1 
. 


k=n 
Vi-—2#f(z)dz= —- ; 2 se" Gay) f (cos ti ) + corr. 


anil 

ms a eT “ner 2k 
JV ita -f{(2)dz = — " 2 sin sy f (cos teat) + corr., 
om i 


que donne M, Stieltjes dans sa note du Novembre 1884 (Bulletin 
astronomique de M. Tisserand) et dans lesquelles la correction est 
nulle tant que f(x) est une fonction entiére dont le degré ne surpasse 
pas 2n — 1, ont été déduites par moi dans ma note ,,Sur les quadra- 
tures“ inserée dans les Nouvelles Annales des Mathematiques en 1875. 


St. Petersbourg, 8. Septembre 1885. 





Verbesserungen. 


Band XXIII, Seite 425 Zeile 13 v. . lies u statt a. 
s a. tet ceie 
s 432 ,, 9,, ,, setze — statt des zweiten =. 
XXVI 216 ,, 9,, 4, Hes dret statt fiunf. 
” 217 ,, Tv. O% yy tb, statt a. 
- 564 6 v. u. lies auf der vorletzten statt letzten. 

















